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Chapitre 1

Conditionnement

Dans ce cours, (2, F,P) désignera un espace probabilisé.

1.1 Probabilité sachant un événement

s a

Définition 1.1.1. Soit B € F tel que P(B) # 0. On définit la probablité de A sachant
B comme la quantité

P(AN B)

P(AIB) = —p s

Remarques. Dans la théorie des probabilités, il est préférable de s’intéresser & des probabilités
conditionnelles que d’essayer de déterminer P(A) ou P(A|B). Remarquons de plus que si A et
B € F sont deux événements indépendants, alors P(A|B) = P(A).

Exemple. On considére deux U; et Us dont I'une posséde deux boules blanches (notées B)
et une boule noire (notée NN). L’autre posséde une boule blanche et trois boules noires. On a

Bien évidemment, une probabilité conditionnelle porte bien son nom. Cela justifie la propo-
sition suivante.

Proposition 1.1.1. Soit B un événement de probabilité non nulle. Alors, l'application
P(-|B) : F — [0,1] est une probabilité sur F.

Démonstration. 1l est clair que la fonction P( - |B) est positive. La o-additivité de P se transmet.
Soit (A )nen une famille d’événements deux a deux disjoints. On a

) - ML b 08) (| 4,0 - S FBAD)_Scis s

neN n=0

IP’<|_|An

neN

| D
=
I
==
£
I
—

Enfin, P(Q|B) = “¢¢




1.2. Espérance conditionnelle

Proposition 1.1.2. Soient Ay, ..., A, n événements tels que P(A;NA2N---NA,_1) #07?
Alors,

(ﬂ A; ) — P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1 N Ag) - - P(Ap|A1 N Az N - N Ap_y).

Démonstration. Récurrence avec la définition de probabilité conditionnelle.
O

A partir de maintenant, J C N désignera un ensemble qui sera soit N, soit de la forme [1, n].

Définition 1.1.2. On appelle systéme complet d’événement® toute suite dénombrable
(Bj)jes € F7 d’évenements deuz a deux disjoints telle que > jes P(Bj) = 1. Le systéme
est dit fini (resp. infini) si J est fini (resp. infini).

a. Généralement appelé quasi-complet puisqu’ici la famille n’est pas une partition de Q.

Proposition 1.1.3. Soit (Bj)jes un systéme complet d’événements tel que P(B;) > 0
pour tout j € J. Alors, pour tout A C UgeJ on a

= ZP(A|Bj)P(Bj)'

jed

Démonstration. Posons Qo = (J;c; Bj. On a P(A) = P(AN Q). On termine avec la o-additivité

de P.
O

Exemple. Reprenons le méme exemple, en supposant de plus qu’on ait autant de chance de
piocher dans une urne que dans une autre. On a P(B) =2/3 x 1/2+1/4 x 1/2 = 11/24.

Proposition 1.1.4 (formule de BAYES). Soit (B});cy un systéme complet tel que P(B;) >
0 pour tout i € I. Alors, pour tout A € F non négligeable, et j € J, on a

P(A|B;)P(B))
> ket P(A|By)P(By)

P(Bj|A) =

1.2 Espérance conditionnelle

Définition 1.2.1. Soit B € F un événement de probabilité non nulle. On définit l’es-
pérance conditionnelle sachant B comme [’espérance de la probabilité P(-|B), notée
E[-|B]. Ainsi, si X est une variable aléatoire positive ou intégrable, on a

E[X|B] = /QX(w)dIP’(w|B).

6 CMMA



Chapitre 1. CONDITIONNEMENT

Proposition 1.2.1. Soient X une variable aléatoire intégrable, et B un événement non
négligeable. Alors,

E[X1p]

ELX|B] = g

Démonstration. Lorsque X est une indicatrice, le résultat est immédiat (par définition). On
peut ensuite montrer par linéarité le résultat lorsque X est une fonction étagée positive. Par
convergence monotone, on peut montrer le résultat lorsque X est positive. Enfin, on traite le cas
de X en considérant les parties positive et négative de X.

O

Si X est une variable aléatoire réelle discréte de support S(X) = {z;|j € J}, alors X =
ZjGJ 7jlx=s,;. On a donc

E[X|B] =Y x;P(X = z,|B).
jedJ
SiY est une variable aléatoire discréte de support S(Y) = {y |k € K}, on définit
EX[Y = yp) = > aP(X = 25V = ).
JjeJ

On généralise I'espérance conditionnelle “sachant Y = y;” & “sachant Y” de la maniére suivante.

Définition 1.2.2 (espérance conditionnelle discréte). Soit X une variable aléatoire inté-
grable et Y wune variable aléatoire discréte de support S(Y) = {yx |k € K}. L’espérance
conditionnelle de X sachantY est définie par

EX|Y] =) EX|Y = gi]liy—y,)-
ke

En d’autres termes, E[X|Y]| = E[X|Y = yi| sur ’évenement {Y = yi}.

Remarques.
— E[X]Y] est une variable aléatoire.

— Avec les définitions données, on observe que E[E[X|Y]] = E[X]. En effet, par linéarité de
I’espérance et la formule des probabilités totales données précédemment,

E[XTy—y,]

E[EX[Y]] = > EIXY =ulP(Y =y) = > 5 — &

keK keK

P(Y = yp).
Ainsi,

E[E[X|Y]] =E = E[X].

X (Z ]l{Y—yk})

keK

En effet, > ,cx Iy—y,} = 1 presque stirement par définition des y, comme le support de
Y.

CMMA 7



1.2. Espérance conditionnelle

1.2.1 Probabilité sachant une variable aléatoire discréte

De la méme maniére que dans la définition 1.2.2, on généralise la probabilité conditionnelle
“sachant Y = g” par “sachant Y”. On va donc définir une nouvelle variable aléatoire du type
“P(A|Y")”. Soit encore une fois une variable aléatoire Y discréte de support S(Y) = {y;[j € J}.

7

Définition 1.2.3. On appelle probabilité conditionnelle sachant X la fonction

P(-[YV):|F — [0,1]°
A — ZP(AD/ = yj)]l{y:yj}.
jeJ
Ainsi, P(A|Y) = P(A|Y = y) sur l’événement Y = y.

Puisque la définition de 'espérance conditionnelle assure E[14|B] = P(A|B) pour un éve-
nement B non négligeable, on peut vérifier lorsque Y est discréte que I'espérance conditionnelle
E[-|Y] en définition de I'espérance conditionnelle discréte, et la probabilité conditionnelle P( - |Y)
définie ci-dessus sont naturellement liées par E[14|Y] = P(A|Y"). Dans le cas général, par exemple
lorsque Y est une variable & densité, la définition de P(-|Y) est plus complexe car les condition-
nements par {Y = y} sont singuliers (événements négligeables).

1.2.2 Lois conditionnelles discrétes

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires discrétes sur (92, F,P).

Définition 1.2.4 (loi conditionnelle). Soit y tel que P(Y = y) # 0. On appelle loi condi-
tionnelle de de X sachant'Y =y lapplication définie sur le support de X par

P(X =2,Y =y)

P(X =z|]Y =y) = PY =)

pour tout x € S(X).

Si P(Y = y) = 0, on peut éventuellement lui donner une valeur arbitraire (généralement
7z6r0).

e

Proposition 1.2.2. §i X etY sont indépendantes, alors la loi conditionnelle de X sachant
Y=y (yeSY)) est la méme que celle de X, i.e que

Px(-Y =y) =Px.

Autrement dit, le conditionnement par une variable aléatoire indépendante est sans effet.

1.2.3 Lois conditionnelles & densité

Soit (X,Y) un couple de densité f sur R2. On rappelle que X et Y ont pour densité respectives

x>—>fX(x):/Rf(x,y)dy et y|—>fy(y):/Rf(x,y)dx.

Dans cette situation, on a un analogue de la formule de Bayes pour les densités avec la notion
de densité conditionnelle.

8 CMMA



Chapitre 1. CONDITIONNEMENT

Définition 1.2.5. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles de densité f :
R? — R. On définit la densité conditionnelle de X sachantY =y par

fX\Y:y(fU) =

pour tout © € R.

Remarque. La densité conditionnelle fx|y—, définit la loi conditionnelle £ (X|Y = y) de X
sachant Y = y. Il s’agit d’une fonction de la seule variable x (la variable y y apparait seulement
comme un paramétre). Comme pour la proposition 1.2.2; on a la proposition suivante.

7

Proposition 1.2.3. Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes de densité fx
et fy, alors les densités conditionnelles sont les densités marginales sont telles que pour
tout r € R,

fX|Y=y(9C) = fx(z).

Encore une fois, le conditionnement est sans effet quand les variables sont indépendantes.

Démonstration. Lorsque X et Y sont indépendantes, f(x,y) = fx(z) = fy(y) pour tout z,y €
R.
O

CMMA 9



1.2. Espérance conditionnelle
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Chapitre 2

Espérance conditionnelle

Soit G une sous-tribu de F.

2.1 Introduction

Définition 2.1.1. Soit G une sous-tribu de F et X une variable aléatoire positive ou inté-
grable. L’espérance conditionnelle E[X|G] est la presque sirement unique variable aléatoire
Y telle que

(i) Y est G-mesurable ;

(i) Pour tout A € G, E[X14] =E[Y14].

Remarque. Cette variable aléatoire est seulement définie presque stirement. De plus, X doit
étre intégrable positive ou intégrable pour donner un sens a E[X|G].

Démonstration. — On suppose que Y et Y’ vérifient les points (i) et (ii). Le second point
assure que E[Y1 4] = E[Y'1 4] pour tout A € G. Soit € > 0, on pose A, ={Y-Y' >¢} €G.
On a

0=E[(Y - Y14 ]>E}e 14 ]=cP(A) >0.
Ainsi, P(A;) = 0. On en déduit que

0<P| J 4] <) PA) =0.

e€Qt eeQt
={Y-Y’>0}

On en déduit que P(Y —Y”’ > 0) = 0. Par symétrie des roles, on détermine 'inégalité stricte
inverse, et alors P(Y — Y’ #0) = 0.

O
Proposition 2.1.1. Dans la définition précédente, le point (ii) est équivalent & demander :
(ii°) Pour toute variable aléatoire Z G-mesurable bornée, on a
E[XZ] =E[YZ].
Démonstration. — (ii') = (ii). Prendre Z = 14 ot A € G. En effet, Z est alors G-mesurable

bornée.




2.2. Exemples et premiéres propriétés

— (i) = (di’). Par les arguments standards de la théorie de la mesure. En effet, (i) assure
(#4') pour une dans le cas ou Z est une indicatrice.

O

Notations.

— Lorsque G = o(Y) (i.e que G est la tribu engendrée par la variable aléatoire Y'), on note
E[X]Y] = E[X][o(Y)].

— On note P(A|G) = E[14]G].

2.2 Exemples et premiéres propriétés

Des exemples simples mais fondamentaux sont les suivants.

(i) SiX est une variable aléatoire G-mesurable, alors E[X|G] = X. En effet, X est G-mesurable,
et E[X14] =E[X14].

(ii) Si X est une variable aléatoire constante & X = ¢, alors E[X|G] = c.

(iii) Si X est indépendant de G, alors E[X|G] = E[X]. En effet, Y = E[X] est constante et
G-mesurable. De plus, E[X14] = E[X]|E[14] = E[E[X]14] = E[Y14].

(iv) On prend la tribu grossiére G = {@, Q}. Alors, E[X|G] = E[X].

(v) Sig=F, onaE[X|G] =X.

(vi) Soit @ = | ];c; Q2 avec P(§2;) > 0 pour tout j € J. On considére la tribuG = o ({€2; | j € J}).
Alors, on a pour toute variable aléatoire X positive ou intégrable,

E[X|G] =Y EIE((Q?}HQW

jeJ J

. . e E[X1g ] . , , .
i.e que la variable aléatoire E[X|G] vaut W sur €2;. Le méme énoncé reste vrai avec
J

un systéme complet.

Démonstration. Montrons cette formule dans le cas simple ou 2 = BLIB®. On montre uniquement
le résultat pour X =1 4. On pose

E[lals),  Bllalp]

Y="8B) 7T RB)

1ge.

Y est bien G-mesurable. De plus, pour tout C' € G = {&, B, B¢, Q}.

— SiC' =g, onalgc=0,et on se trouve & montrer que 0 = 0.
— SiC=B,onakE[lslc] =P(AN B). De plus,

E[1415]

E[Yle] =E P(E]

1% +0] .

— Si C' = B¢, idem.

— SiC=Q,1¢ =1 et donc E[1;1¢] =P(A). Ainsi,

E[1415] E[141lpc]
P(B) P(B°)

Ainsi, E[Y1¢] = E[la(1lp + 1pc)] = P(A) car 1p + 1pe = 1. Pour le cas général, on
utilisera la méthode habituelle (fonctions étagées, linéarité, convergence monotone, ...).

E[Y1c] = E[Y] = E[Ls] + E[lpe] = E[L1p] + E[Lalp].

O
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Chapitre 2. ESPERANCE CONDITIONNELLE

Proposition 2.2.1. Si X € L'(F), alors E[X|G] € LY(G). De, plus, on a l'inégalité

E[E[X|G]] <E[X]).

Démonstration. Soit Y = E[X|G], et A={Y >0}. On a

EY1a] = E[X14] <E[X[La].
De plus,
En combinant les inégalités, on obtient que

E[Y14] +E[(=Y)14c] <E[|X|14 + | X|1ac] = E[X]].

Or, Yy =Y", et Ylge =Y. Ainsi,

E[Y L4+ YLa] = E[|Y](La + L)) = E[JY].

En rassemblant, tous nos calculs, on trouve l'inégalité cherchée.

Proposition 2.2.2. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, et soit f :
R? — R une fonction mesurable telle que E[|f(X,Y)|] < co. On pose g(y) = E[f(X,y)]
(fonction mesurable). Alors,

E[f (X, V)[Y] = g(Y).

Démonstration. g(Y) est bien o(Y')-mesurable. Montrons maintenant que pour tout A € o(Y'),

E[laf(X,Y)] =E[Lag(Y)].

Soit A € o(Y), que I'on écrit sous la forme A = Y ~1(B) ott B € B(R) (tribu borélienne sur R).
Alors,

Elaf(X,Y)] = E[ls(Y)f(X,Y)]

_ / / 15(y)f (2, y)P(dz, dy)
= /R]ls(y) (/Rf(x,y)dpx(x)) dPy (y)

— / 9(y)dPy ()
B

= E[ip(Y)g(Y)] = E[lag(Y)].

CMMA 13



2.2. Exemples et premiéres propriétés

Proposition 2.2.3 (linéarité). Pour tout X,Y € L'(F), et a,b € R,

ElaX + bY|G] % aE[X|G] + BE[Y]|G].

On remarquera que ’égalité presque sire a lieu sur un support qui dépend de a et de b.

Démonstration. D’abord, aE[X|G] + bE[Y'|G] est bien G-mesurable. Pour tout A € G,

E[14(aE[X|G] +bE[Y|G])] = aE[1AE[X|G]] + bE[1AE[Y|G]]
= aE[14X]+ bE[1,Y]

= E[la(aX +bY)).

Proposition 2.2.4 (monotonie). Si X et Y sont deux variables aléatoires telles que X <
Y, alors E[X|G] < E[Y|G] presque sirement.

Démonstration. On montre d’abord que Y > 0 implique E[Y'|G] > 0 presque strement. Soit
A:. ={E[Y|G] < —¢} € G o ¢ > 0. Alors,

0<E[l4Y] =E[l4 E[Y|G]] < —P(A.) < 0.
<-—€

Ainsi, P(A:) =0, et donc

P UAE =0

eeQt
(Ueeq+ 4c = {E[Y|G] < 0}). On en conclut que P(E[Y|G] > 0) = 1. De maniére générale,
en supposant que les espérances conditionnelles existent, si E[Y|G] = oo ou E[X|G] = —o0,

la conclusion est immédiate. Sinon, E[X|G] > —oo et E[Y|G] < oco. Par linéarité en écrivant
Y=Y -X)+X,ona

E[Y|G] = E[(Y — X)|g] + E[X|g].

Or, nous avons déja montré que E[(Y — X)|G] > 0.

O
Proposition 2.2.5 (inégalité de TCHEBYCHEV). Pour toute variable aléatoire X, et € >
0,

E[| X|?G
B(|X| > e|g) < ZIXT9]
€
Démonstration. On a 1y x>} < |X|?, & intégrer avec E[-|G].
O
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Chapitre 2. ESPERANCE CONDITIONNELLE

Proposition 2.2.6 (convergence monotone conditionnelle (BEPPO-LEVI)). Soit (X,;)nen
une suite de variables aléatoires L' positives croissantes telle que les X,, aient pour limite
supérieure la variable aléatoire X, telle que X soit L'. Alors, les E[X,|G] ont pour limite
supérieure la variable aléatoire E[X|G].

Démonstration. On pose Y, = X — X,, > 0. Montrons que (Z,), := (E[Y,|G])» a pour limite
inférieure 0. Par monotonie de E[-|G], on sait que (Z,), décroit et est positive. Ainsi, (Zy)n
converge vers une certaine variable aléatoire Z,, positive et G-mesurable. Pour tout A € G,
puisque Y;, est dominée par X (qui est L'), on a par convergence dominée de I'espérance que

E[ﬂAZn] = E[]IAYH] — 0.

n—oo

Or, (Zy)n décroit donc pour tout n € N*, donc 0 < Z,, < Z;. On en déduit que

]lAZn L ]lAZoo-
n—oo

Ainsi, par convergence dominée, on obtient que

E[1aZ,) —— E[14Z].
n—oo

Or, par unicité de la limite, nécessairement, E[14Z] = 0. On pose A, = {Zx > e} €G. On a
alors

0<eP(A:) =E[ela. ] <E[Z1la].
=0
Ainsi, P(A.) = 0. Ainsi,

P UAE =0,

e€Qt

1.e que Zo < 0 presque stirement, donc Z,, = 0 presque stirement.

Lemme 2.2.1 (FATOU conditionnel). Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires po-
sitives telle que liminf,,_,oo X, soit L'. Alors,

E [lim inf X,
n—oo

g} < lim inf E[X,|].

Démonstration. (i) Onsuppose d’abord (X,,)n>1 bornée. On a, en remarquant que (inf>,, Xj)
est une suite croissante bornée, que

g} - E[liminf(inf Xk> ‘g]
n—00 k>n

= liminfE {inf Xy
k>n

n>1

E [lim inf X,

n—oo

n—o0

g} par convergence monotone
< liminfE [X,|G],
n—oo

car infy>, X < X,,.

CMMA 15



2.2. Exemples et premiéres propriétés

(ii) Dans le cas général, on applique le cas borné & (inf(X,,p))n>1 pour p € N. On a ainsi

E |lim inf inf(Xn,p)‘g} < liminf E [inf (X, p)|G] .
n—oo n—oo \—v_/
<E[Xn|F]
La suite (inf(X,,p))p>1 est croissante, donc il en est de méme pour (lim inf,,_, o inf(X,, p))pzr
Alors, (E [liminf,,_, inf(X,, p)|G]),>; est croissante aussi. Ainsi, en faisant tendre p vers

Iinfini dans I'inégalité précédente, on obtient le lemme.
O

Théoréme 2.2.1 (convergence dominée conditionnelle). Soit (X;,),>1 une suite de va-
riables aléatoires avec | X,| < Z € LY(Q, F,P) avec X,, = X. Alors,
n—00

E[X./0] -2 E[X|G].

Démonstration. L’idée de la démonstration est la méme que le théoréme de convergence dominée
classique. Par le lemme de FATOU conditionnelle,

IN

E[2Z|G] < E hrggf@z— X, — X|)|G

IN

liminf E[27 — | X,, — X||]]
n—oQ
< liniinfE[2Z|Q] + lirginf (—E[| X, — X]|G])

< lirgianE[ZZ|g] — limsup E[| X, — X||G].

n—o0

Ainsi, limsup,,_, E[| X;, — X||G] = 0 et donc lim,,_,+ E[| X,,— X||G] = 0. Le résultat est immeédiat
car pour toute variable aléatoire Y positive ou aléatoire, on a |E[Y|G]| < E[|Y||G]. En effet,

E[Y|g] <E[Y] 7],

—E[Y|g] = E[-Y|g] < E[[Y]|F].

Proposition 2.2.7. On a E[E[X|G]] = E[X].

Démonstration. Prendre A =, alors E[E[X|G]1q] = E[X1g)].

Proposition 2.2.8 (CAUCHY-SCHWARZ CONDITIONNEL). On a

E[XY|G)* < E[X*|GIE[Y?|G].

Démonstration. On remarque que pour tout ¢t € R, (X +tY)2 > 0. Alors, E[(X +tY)2?|G] > 0
presque stirement. En développant,

E[Y2|G)t* + 2E[XY|G]t + E[X?|G] > 0 p.s pour tout t € R.
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Alors,
E[Y?|G]t? + 2E[XY|G]t + E[X?|G] > 0 pour tout t € Q p.s.

On a donc presque sdrement un polynéme du second degré en t, positif pour tout ¢t € Q, donc
pour tout ¢ € R par continuité. Son discriminant est donc négatif, i.e que

4E[XY|G] < 4E[X?|G] E[Y?|G].

Proposition 2.2.9 (JENSEN conditionnel). Soit X € L'(2, F,P), et ¢ : R — R conveze
telle que o(X) € LY(Q, F,P). Alors,

¢ (E[X|G]) < E[p(X)[F] p-s.

Démonstration. L’inégalité est une égalité immédiate lorsque p(z) = ax+b. Dans le cas générale,
¢ étant convexe, elle est en dessous de ses tangeantes : pour z,y € R, et dy, € [} (y), ¥4 (y)],

o(x) > p(y) +dy(z —y).

On prend par exemple d, = %(gog(y) + ¢ (y)). On utilise cette inégalité avec y = E[X|G] et
x = X. On a alors

Elp(X)|G] = E[p(E[X|F]) + dg[x|g)(X — E[X]|G])|F].

En remarquant que dg[x|g] est G-mesurable L on voit que

Elp(E[X|G]) + dgixig/(X — E[X|G])|G] = ¢(E[X|G]) + dgx|g/E[(X — E[X|G])|F].

Or, E[(X - E[X]g])|g] = 0.

O
Proposition 2.2.10. Soit p > 1.
(i) On a presque sirement,
[E[X]G]” < E[|X]"|G].
(ii) De plus,
E[IE[X|G]["] < E[|X]"].
Démonstration. (i) Inégalité de JENSEN conditionnelle avec ¢(x) = |z|P.
(ii) S’obtient en prenant ’espérance dans (i) avec
E[E[XP|g]] = E[|X"]].
O

1. On va voir cette propriété en 2.2.11.
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Proposition 2.2.11. Soit X une variable aléatoire G-mesurable, Y un variable aléatoire
L' telle que XY est L'. Alors,

E[XY|G] = XE[Y|G].

Démonstration. XE[Y|G] est un variable aléatoire G-mesurable. On montre en suite que pour
tout A € G,

E[(XE[X|G])14] = E[XY14].

D’abord, si X = 15 pour B € G, alors

E[XE[Y|G]14] = E[E[Y|G]Lanp] = E[Y Lanp|E[Y 141 p] = E[(XY)1L4].

Par linéarité, on a donc le résultat lorsque X est étagée et G-mesurable. Pour continuer, on
suppose que Y > 0. Si X est G-mesurable positive, on écrit X = lim,,_,o, X, ou (X,,), est une
suite de variables aléatoires étagées croissante. Alors,

E[X,E[Y|G]14] = E[(X,Y)14].

Puisque (14X,Y), tend de maniére croissante vers 14 XY, alors (14X,E[Y|G]),, tend aussi de
maniére croissante vers 14 XE[Y|G]. Par convergence monotone, on en déduit que le résultat
dans cas. Si X est de signe quelconque, on écrit X = X — X~ et on applique le cas précédent
sur X et X~. On a donc montré le résultat pour toute variable aléatoire X G-mesurable, et Y
positive. Finalement, si Y est de signe quelconque, on écrit Y = YT — Y~ et le cas précédent
s’applique & YT et Y.

O

Proposition 2.2.12 (cascasde). Soit G; C Go C F des sous-tribus ordonnées. On a les
résultats suivants.

(i) E[E[X|G1]|G2] = E[X|G1] presque stirement ;
(i) E[E[X|G2]|G1] = E[X|G1] presque sirement.

Démonstration. (1) E[X|G1] est Go-mesurable puisque Gi-mesurable.

(ii) E[X|G1] est Gi-mesurable. Pour tout A € G1(C Ga), on a E[E[X|G2]14] = E[X 1 4]. Alors,

E[E[X|G1]1 4] = E[X14].

O

Remarque. En général, il est impossible d’inverser les conditionnements, i.e écrire quelque
chose du genre “E[E[X|G1]|G2] = E[E[X|G2]|G1]”.

Contre-exemple. Prendre (2, F,P) = ([0, 1], B([0,1]), A1), G1 = 0([0,1/2]) et Go = o([0,1/3]),
et X = ]1[1/4’1/3].
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Proposition 2.2.13. On a les propriétés suivantes.
(i) Soit X une variable aléatoire L' positive indépendante de G. Alors, E[X|G] = E[X]
presque sirement.

(ii) Soit G et H des sous-tribus de F, et X une variable aléatoire L' telle que H soit
indépendante de 0(X,G) = o(c(X)UG). Alors,

E[X|o(G, H)] = E[X|F].

Démonstration. (1) E[X] en tant que fonction est constante, et donc G-mesurable. Si A € G,
on a

E[X14] = E[X]E[14] = E[E[X]1 ]

par indépendance.

(ii) On note Y = E[X|G]. On pose

M ={A€F|EX1, =E[Y14]}.
M est une classe monotone.

— Qe M.
— M est stable par différence : soient A et B € M avec B C A. On a

EY14p] =E[Y(1a—1p)] =E[Y14] - E[Y1p] = E[X14] - E[X1p] = E[X1 4 p].

— Soit (Ay,)n, une suite croissante d’événements dans M. On a

]lUneN A, = nh_}rrgo 1y4,.

Alors,
E [YﬂUnEN An} —E [nlingo Y1 An} = lim E[Y1,,]=E [X]IUnGN An] .

E[X14,]

On considére P = {BNC'| (B, C) € GxH}. C’est un m-systéme (car stable par intersection),
et P C M. Pour terminer, on observe que o(P) = o(G, H) car alors (G, H) C M, i.e que
pour tout A € o(G,H),

E[X14] = E[Y1,4].

Pour montrer cela, on montre P C o(G,H), puis que G C P et H C P.
O

Remarque. Sans l'indépendance entre H et o(X,G), la conclusion est fausse. Soit 1 et e
indépendantes identiquement distribuées suivant une loi de RADEMACHER de paramétre 1/2.
Soit X = e189, H = o(e1) et G = o(e2). X est de méme loi que €1 et €9. De plus, H est
indépendant de G et de o(X).
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2.3 Espérance conditionnelle dans L?((2, F,P)

Dans L?(Q, F,P), I'espérance s’interpréte comme un produit scalaire :

E[XY] = (X,Y).

Théoréme 2.3.1. Soit X € L%(F). Alors, E[X|G] est la projection orthogonale de X sur
L3(G).

Démonstration. Soit Y = E[X]|G]. On montre que Y est la projection orthogonale de X sur
L?*(G). On a

IX-2|” = E[X-2)
= E(X-Y+Y -2)}
= E[(X -Y)?]+2E[(X —Y)(Y — 2)|+E[(Y — 2)2].

0

En effet, E[(X —Y)(Y - 2)] = E[E[(X - Y)Y — 2)|G]] = E[(Y — Z2)E[X — Y|G]] = 0 car
Y = E[X|G]. On en déduit que Vinfimum || X — Z||* est atteint en Z =Y.

O

Proposition 2.3.1 (Cas gaussien). On a les résultats suivants.

(i) Soit (X,Y) un vecteur gaussien, centré, non dégénéré (i.e de matrice de covariance
non inversible). Alors,

cov(X,Y)
EX|)Y])|=———
XY var(Y)
(i) Dans le cas non centré,
cov(X,Y)
EX|Y]=——= (Y —E|Y E[X].
xiv) = 2 - By + ELX
(iii) Soit Z = (Z1,...,2Zq) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance ¥, i.e

que Z ~ N(0,%). Soient a = (a1,...,aq)" et b= (by,...,by)T € R X = Zle a; Z;
etY = Z?:l biZ;. Alors,

alYh

EXW] = orss

Y p.s.

Remarque. Nous avions vu dans le cas L? que I'espérance conditionnelle s’interpréte comme
une projection orthogonale. Encore mieux, 'espérance E[X |Y] conditionnelle dans le cas gaussien
centré non dégénéré s’interpréte comme la projection orthogonale de X sur la droite portée par Y.
Dauns le cas centré, un moyen simple de déterminer (sans apprendre de formule) E[X;|Xo, ..., X,]
est de voir que E[X;|Xs,..., X,] € Vect(Xo, ..., X,).

E[XY]

IR Le vecteur (X — cY,Y') est gaussien car

Démonstration. (i) Soit ¢ =

a(X —cY)+ Y =aX + (8 —ca)Y
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suit une loi normale puisque (X,Y) est gaussien. On a

cov(X — YY) =cov(X,Y) —ccov(Y,Y) = 0 car ¢ a été bien choisi.

Bilan : (X —cY,Y) est gaussien et cov(X —¢Y,Y) = 0, donc X —cY et Y sont orthogonaux.
Montrons maintenant que c¢Y = Pra5y))(X). Soit Z € L?(o(Y)). Selon le lemme de
Do0B-DYNKEN, il existe une fonction mesurable h telle que Z = h(Y). Ainsi,

(X —cY,Z) = E[(X —cY)Z]
[(X = cY)h(Y)]

= E[E[X — ¢Yh(Y)[Y]]
[
[

—~~ o~

= E

= E[E[X — Y |Y]h(Y)]

= E[E[X — c¢Y]h(Y)] par indépendance de X — cY et Y.

I
e

Ainsi, X — ¢Y est orthogonal & L?(c(Y)), et ¢Y € L%*(o(Y)). On en déduit que cY =

Prao(v)) (X).
(ii)) (X — E[X],Y — E[X]) est un vecteur gaussien centré, le premier point nous affirme donc
que

cov(X,Y)

E[X|Y] - E[X] = E[X — E[X]|Y] = var(Y)

(Y - E[Y]).

(iii) Soit X = (a,Z) et Y = (b, Z) deux combinaisons linéaires des variables coordonnées de Z.
Pour a, 58 € R, on a

d

=1

D’aprés le premier point,

cov(X,Y)
EX|Y]|=——F-=Y ps.
i) = Y b
Or, var(Y) = var((b, Z)) = bT ob. Ainsi,
d
cov(X,Y) = Z aibj cov(Zi, Z;) = a* Tb.
i,j=1 5,
¥
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2.4 Lois conditionnelles

2.4.1 Définitions et exemples

Définition 2.4.1. Soit (S, A) et (T,B) deux espaces mesurables. On appelle noyau de
probabilité (ou de transition) toute application

viAxT — [0,1]
telle que

(i) pour touty € T, Ar— v(A,y) est une probabilité sur (S,A) ;
(i1) pour tout A € A, y— v(A,y) est B-mesurable.

Exemples.

— Soit p une mesure o-finie sur (S,.A) et h: S x T — R une fonction mesurable telle que
pour tout y € T,

/ h(z,y)du(z) = 1.
S

Alors, application v définie pour tout (A,y) € A x T par

V(A y) = /A Wz, ) dpu(z)

définit un noyau de probabilité.

— Soit (X,Y) un couple sur R? de densité (z,y) — f(x,7). On reprend le méme exemple
avec (S, A) = (T,B) = (R,B(R)) et u = X la mesure de LEBESGUE, et

f(z,y)
fr(y)

h(z,y) =
Cela permet de définir le noyau pour tout (A,y) € A x T par

f(x,y)
v(A,y) = W () dz lorsque fy(y) # 0,

ds0(A) sinon, ot 9 € S = R est quelconque.

— Si (X,Y) est un couple discret, on définit un noyau de probabilité en posant

[ P(X € AlY =y) lorsque P(Y =y) # 0,
V(4 y) = { 50 (A) sinon.
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Proposition 2.4.1. On a les propriétés suivantes.

(i) Soit h une fonction mesurable positive ou bornée sur (S,.A). Alors, Uapplication
définie pour tout y € T par

o(y) = /S h(z)v(dz, y)

est une fonction mesurable sur (T, B).

(ii) Sin est une probabilité sur (T, B), alors l’application définie pour tout A € A par

p(A) = /T v(A,y)dn(y)

est une probabilité sur (S, .A).

(i) Si h =14, alors ¢(y) = v(A,y). C’est une fonction mesurable par rapport & y d’apreés la
définition 2.4.1. Supposons maintenant h étagée sous la forme h = """ | a;14,. Alors par
linéarité,

= iaiu(A
i=1

On suppose cette fois h mesurable positive. Alors h est limite croissante d’une suite de
fonctions étages (hy,), pour lesquelles

on(y) = /Shn(w)V(dm,y)

est mesurable. Alors, par convergence, ¢ = lim,,_, o, ¢, est mesurable.

(i) On a u(@) = [, v(@,y)dn(y) = 0. Soit maintenant (A;); € A’ une famille dénombrable
de mesurables deux & deux disjoints. Alors,

f(Us) = L () o

= / > v(Aiy) dn(y)

T er

= Z/TV(Ai,y)dn(y)

el

= > uA

il

Enfin,

M(S)—/TV(S,y) dn(y)—/Tdn(y)—l

=1

car 7 est une probabilité.
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Définition 2.4.2. Soient X et Y des variables aléatoires & valeurs respectivement dans
(S, A) et (T,B). On appelle loi conditionnelle de X sachant Y tout noyau de proba-
bilité

v:AxT —[0,1]

tel que pour toute fonction h : S — R mesurable et positive, on a

BOY] = [ h@w(de.¥) = o(Y).

2.4.2 Existence des lois conditionnelles.

L’existence des lois conditionnelles découle d’un théoréme difficile et admis.

Théoréme 2.4.1 (JIRINA). Soient (S, A) et (T,B) espaces mesurables. On suppose que
S est un espace polonais (i.e métrique, complet, et séparable), et que A = B(S). Alors, il
existe une loi conditionnelle de X sachant Y comme dans la définition précédente.

2.4.3 Unicité des lois conditionnelles.

Si v et v/ sont deux noyaux vérifiant la définition, alors pour tout h = 1 4,

v(Ay) =E[14(X)|Y] =V (A,Y)p.s.

On en déduit que pour tout A € A, presque stirement, v(A,y) = /(A,y) pour Px-presque
chaque y € T. Dans le cas ou les mesures de probabilités sur (S,.4) sont caractérisées par leurs
valeurs sur une famille dénombrables. On en déduit que

v(-y)=v'(-.y)
pour Py-presque chaque y € T'. C’est en ce sens qu’il y a unicité des lois conditionnelles.

2.4.4 Cadres usuels

On donne maintenant les différents cadres et possibilités dans lesquels on rencontre ces lois
conditionnelles.

Proposition 2.4.2 (loi conditionnelle & densité). Soit (X,Y) un couple aléatoire de den-
sité f. La loi conditionnelle de X sachantY est donnée par le noyau de probabilité définie
pour tout (A,y) € AxT par

f(z,y)
dx lorsque 0,
0s0(A) sinon, ot sy € S =R est quelconque.

Remarque. On a donc fx|y—,(7) = J}g(é’)) lorsque fy (y) # 0.

Démonstration. Soit h et g des fonctions mesurables positives. On a
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= / v(y)g(y) dPy (y)
S(Y)

— [ e ) dw)
S(Y)

- . ( / v(da y>> o) fr(v) dy

- / h(w)f(m,y)g(y) dady.
S(X)

On a donc établi que pour tout g mesurable positive,

E[p(Y)g(X)] = E[r(X)g(Y)].

Dans le cas ot g =15, on a

Elp(Y)1p(X)] = E[A(X)15(Y)].
Autrement, dit pour tout A = Y~1(B) € o(Y), E[p(Y)14] = E[h(X)]14], dott E[R(X)| Y] =

e(Y).
0

Remarque. Lavaleur v en (A,y) lorsque fy(y) = 0 n’a aucune importance, ce qui est pourquoi
on peut lui donner une quelconque valeur.

Proposition 2.4.3 (loi conditionnelle discrete). Soit (X,Y") un couple discret. Alors, la
loi conditionnelle de X sachantY est donnée par le noyau de probabilité définie pour tout
(A,y) € Ax T par

V(A y) = P(X € AlY =y) lorsque P(Y =y) # 0,
Y= ds0(A) sinon, ot sg € S =R est quelconque.

Démonstration. Il s’agit de montrer que

BN = [ L deY) =)

D’abord, ¢(Y) est bien o(Y)-mesurable. Ensuite, pour tout A = Y~1(B) € S(Y) (avec B €
B(R)), E[A(X)14] = E[e(Y )1 4]. On en déduit que E[A(X)15(Y)] = E[p(Y)1p(Y)]. En effet,

Ele(WM1p(Y)] = > o@lsy)PY =y)
yeS(Y)
. < / v(da y)) 15(y)P(Y =)
yeS(Y)
= 3 ( > h@)P(X =Y = y)) 1p(y)PY =y)
yeS(Y) \zeS(X)

= > h@1pWP(X =Y =y)
(z,y)eS(X)xS(Y)

= ERpX)1(Y)] = E[R(X)14].

CMMA 25



2.4. Lois conditionnelles

2.4.5 Retour au conditionnement sachant “Y = y”

' )

Définition 2.4.3. Lorsque la loi conditionnelle de X sachantY existe, on pose Py -presque
chaque y € T,

P(X € AlY =y) =v(4,y).
Lorsque le noyau existe, on a

P(X € AlY)=v(A)Y) e P(X €AY =y)=v(A,vy).
On appelle loi conditionnelle de X sachant Y =y pour Py -presque chaque y € T la loi

LX)Y =y)=v(-,y).

Proposition 2.4.4. X et Y sont indépendants si et seulement si L(X|Y = y) existe
pour Py -presque chaque y € T et ne dépend pas de y.

Démonstration. Supposons X et Y indépendants. Alors,

E[bCO)IY) = ER(0] = | h(x) dPx(a),
S(X)
On a donc un noyau v(-,y) = Px.
Réciproquement , si Z(X|Y = y) = v(-,y) ne dépend pas de y. On note donc
v(-)=v(-,y). Pour tout A, B € B(R), on a

P(X € A,Y € B) = E[14(X)15(Y)]

Proposition 2.4.5 (désintégration des lois). Soient X et Y des variables aléatoires a va-
leurs respectivement dans (S,.A) et (T, B), admettant un noyau v qui définit la loi condi-
tionnelle de X sachant Y. Alors, pour tout (A, B) € A x B,

P(X € A,Y € B) = /BIP’(X € AlY = y)dPy (y).

Démonstration. On a
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P(X e AYeB) = E[1aX)1p(Y)]
= Ep(A,Y)1p(Y)]
= / v(A,y)dPy(y) selon le lemme de transfert.
B

Selon les arguments standards de la théorie de la mesure, on peut généraliser le résultat.

Proposition 2.4.6 (FUBINI conditionnel). Soient X etY des variables aléatoires a va-
leurs respectivement dans (S,.A) et (T, B), admettant un noyau v qui définit la loi condi-
tionnelle de X sachant Y.

(i) Pour tout fonction mesurable f : (S x T, A® B) — R positive, alors ’application
y— /Sf(w, y)Px (dz]Y = y)

est mesurable, et

a0 B (o) = [ ( [ fawxtasty = y>) dPy (y).

SxT

(i4) Pour tout fonction f : (SxT, A®B) — R P(x y)-intégrable, alors pour Py -presque
chaque y € T, Uapplication f(-,y) est Px(dz|Y = y)-intégrable. De plus,

s /S f(z,9)Px (dz]Y = y)

est Py -mesurable, et l'on a

Fa)Pocy (e, dy) = | < / f<x,y>PX<dx\Y:y>) dPy (y).

SxT

Remarque. En notant, ¢¢(y fS x,y)Px(dz|Y = y), alors pour toute fonction f mesu-
rable telle que f(X,Y) € Ll(.A ® B), alors

E[f (X, Y)[Y] = ¢p(Y).
Pour B € B, en appliquant le théoréme de FUBINI conditionnel & 15(y)f(z,y), on a
Bl = [ [ 1600 (dely = )Py (dy)
= [ 16meswPy @)

= E[lp(Y)ps(Y)].

Lorsque pour une fonction h mesurable telle que h(f(X,Y)) € L'(A ® B), par transfert, on

B Y DIY] = oner (V) = [ WGty = [o22072
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Par conséquent,
g(f(X,Y)‘Y) = V('7Y) Of('ay)il'
En faisant de méme avec h(f(X,y)), on obtient que

LX) =v(-,Y)o f(-.y)7"

On obtient alors le résultat suivant.

Proposition 2.4.7. On a

P(f(X,Y) e - [Y =y) =P(f(X,y) € - [V =)

et
L(fX, VY =y) = Z(f(X,y)|lY =y).

28
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Chapitre 3

Martingales et filtrations

On considére dans ce chapitre un espace de probabilité (2, F,P).

3.1 Filtration et mesurabilité

Définition 3.1.1. Soit (F)nen une suite de sous-tribus de F. On dit que (Fy,), est une
filtration lorsque qu’elle est croissante pour l'inclusion.

Définition 3.1.2. Soit (Fy,)n une filtration. On dit qu’une suite de variables aléatoires
(Xn)nen est adaptée a la filtration (Fp)n si pour tout n € N, X,, est F,,-mesurable.

Remarque. Trés souvent, on considéra les filtrations comme des suites indexées par N* (car
en général, Fy est la tribu grossiére {@, Q}).

Exemples.

— Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires. On pose F,, = o(X1,...,X,) (i.e la plus pe-
tite tribu rendant mesurable X7, ..., X,,). On pose Fy = {&,Q2}. Alors (F,) est clairement
une filtration, (X,,), est adaptée a (F,,)y. La suite (F,,)n>0 est appelée filtration canonique
de la suite (X;)n>1.

— Filtration diadique. On considére ici (2, F,P) = ([0, 1], B([0, 1]), A). On pose

1—1 1 .
fn20'<|:2n,2n|:1§’6§2n>

Dp
On a D,, C 0(Dy+1), done o(D,,) C 0(Dp41). En effet, on a

1—1 1 20—2 21 —1 20—1 21
on+1 ) on+1 = 2n+1 ’ on+1 U on+1 ) 2n+1 :

€Dy eDn+1

GO'(Dn+1)

Définition 3.1.3. Une suite de variable aléatoire (Hy)n>1 est dite prévisible pour la
filtration (Fpn)n>0 st pour tout n > 1, H,, est F,_1-mesurable.




3.2. Temps d’arrét

3.2 Temps d’arrét

Dans cette section, on fixe une filtration (F,)n>0-

3.2.1 Définitions et exemples

Définition 3.2.1. Une variable aléatoire T a valeurs dans NU{oo} est un (Fy)n>0-temps
d’arrét si pour tout n > 0,

{T <n}eF,.

Exemples.

— Soit T = ng. Alors, pour tout n > 0,

@ e F, sin <no,
< =
{T'<n} {Qe]—"n sin > ng.

— Temps d’attente. Soit (X, ),>1 une suite de variables aléatoires réelles, et (F,)n>1 la filtra-
tion canonique associée. Soit A € B(R), on pose

T(w) =min{i € N*| X;(w) € A}.
Alors, on a

{Tgn}:O{XieA}e}“n.

=1 eF;

— Dans le méme contexte que ’exemple précédent, la variable aléatoire définie par T

T(w) = max{i € N*| X;(w) € A}
n’est pas un temps d’arrét car
{T=n}={weQ|Xu(w) €A, Vi>n, X;(w) ¢ A} = {X,, € A}n [ |{X; & A}.
i>n
Il est clair que {X,, € A} est élément de F,,, mais nous ne pouvons rien dire sur (5, {X; &

AY.

Remarques. Soit 7" un temps d’arrét.

— {T = n} est élément de F,,. En effet,

{T=n}={T<n}\{T <n-1}.
—_— —m,—
€Fn €Fn-1CFn

— {T > n} est élément de F,_1.

{IT'>n}={T<n-1}°€c F,,.

— Soit Hy, = 17>,. Alors, pour tout n € N*, H,, est F,,_j-mesurable, donc la suite (Hy,)n>1
est prévisible.
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3.2.2 Propriétés élémentaires des temps d’arréts

Proposition 3.2.1. T est un temps d’arrét si et seulement si {T = n} € F,, pour tout
n > 0.

Démonstration. On a déja montré le sens direct. Pour le sens réciproque, on remarque simplement
que

(T<n}=|]{T=k}€eF.
kLJ:O%/_/

eFLCFn
O
Proposition 3.2.2. Soient T' et S des (Fy)n-temps d’arrét. Alors, min(T, S), max(T, S)
et T+ S sont des (Fp)n-temps d’arrét.
Démonstration. On fait les observations suivantes.
{min(T,S) < n} ={T <n}uU{S <n}eF,,
—_——— ~——
€Fn €Fn
{max(T,S) <n} ={T <n}n{S <n}eF,
—_——— —\—
€Fn €Fn
et
n
{(T+S=n}=J{T=i}u{S=n-i} e F.
i=0 _ Y v
€FiCFn €Fn—iCFn
O

Proposition 3.2.3. Soit T un (F,)n-temps d’arrét, et k € N. Alors, T N k = min(T, k)
est un (Fp)n-temps d’arrét.

Démonstration. On a déja montré qu’'une variable aléatoire constante (& un entier) est un temps
d’arrét. On conclue avec la proposition précédente.

O

Proposition 3.2.4. Soit (T},),>1 une suite monotone de (Fy,),-temps d’arrét. Alors, T =
limy, ,o0 T}, est un (Fp)p-temps d’arrét.

Démonstration. On suppose d’abord que (7}),>1 est croissante. Alors,

{T <n}=(){T,<n}eF,
p2lcr

Si (Tp)p>1 est décroissante, alors

{Tgn}:{<hm Tp>§n}:Uwan.

>1
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Proposition 3.2.5. Soit (1),)p,>1 une suite quelconque de (Fp)n-temps d’arrét. Alors,
supy,> Tp, infy>1 1), limsup,, ., Ty, et liminf, o T), sont des (Fy,)n-temps d’arrét.

Démonstration. On fait les observations suivantes.

Ty = i Ty
inf 7, = lim minT),
p>1 k—oo p<k
limsup7, = infsupTy,
p>1 p=l>p
liminf T, = supinf T.
p>1 7 ok
O
Définition 3.2.2. A un temps d’arrét T, on associe la tribue
fT:{AG}"WnZO,Aﬁ{TSn}G}'n}.
Remarques.
— JFr désigne I'information disponible jusqu’a la date aléatoire T'.
— JFr est bien une tribu.
o Qe Frcar QN{T <n}={T <n} pour tout n > 0.
« Soit (4;)ier une famille dénombrables d’éléments de Fp. Alors, pour tout n > 0,
(UAZ) N{T <n}= U(Am{Tgn}) € Fn.
icl icl o
« Soit A € Fp. Alors, pour tout n > 0,
ANA{T <n} ={T <n}\(AN{T <n}) € F,.
3.2.3 Propriétés des tribus Fr
[ Proposition 3.2.6. Si T =k, alors Fr = Fp.
Démonstration. Soit A C €. Alors,
AceFr <= Vn>0,An{T <n}eF, < Vn >k, Ac F, < Ac F;.
— Sin<k, {T<n}=2,etdonc AN{T <n} =2 € F,.
— Sin>k,alors {T' <n} =0, et donc AN{T <n} =A.
O
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Proposition 3.2.7. Soient T et S des temps d’arrét avec T < S. Alors, Fr C Fg.

Démonstration. Soit A € Fr. Pour tout n > 0, on a

AN{S<n}=An{T <n}n{S <n},

eFn EFn
car AeFr car S t.a
d’ou A € Fg.
O
[ Proposition 3.2.8. Soit T un temps d’arrét. Alors, T est Fr-mesurable.
Démonstration. On montre que pour tout p > 1,
{T' <p} e Fr.
On a pour tout n > 0, {T < p}N{T < n} € F, car
{TSP}H{TSTL}:{TSP/\”}E-Fp/\nC]:n-
O

Proposition 3.2.9. Soient T et S des temps d’arrét. Alors,

Fras = Fr N Fs.

Exercice. Soient T' et S des temps d’arrét. Alors, les événements {T" < S}, {S < T}, et
{S =T} sont éléments de Frns.

3.3 Martingales, sous-martingales et sur-martingales

Définition 3.3.1. Etant donné une filtration (Fp)n>0, on appelle (Fy)n>o0-martingale
toute suite de variables aléatoires (Xp)n>0 telle que

(i) pour tout n € N, E[|X,,|] < oo ;
(i) (Xn)n >0 est adaptée a (Fp)n>0;
(iii) (propriété de martingale) pour tout n > 0, E[X,41|F,] = X

Définition 3.3.2. On définit de la méme fagon une sous-martingale et une sur-martingale
en remplacant (i) par

(111)" (sous-martingale) pour tout n > 0, E[X4+1|Fn] > Xn.

(111)” (sur-martingale) pour tout n > 0, E[X,1|F] < X,.
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3.3. Martingales, sous-martingales et sur-martingales

Exemples.

— (Martingale fermée). Soit X € L'(F) et (F,)n>0 une filtration. Alors la suite de variables

aléatoires définie pour tout n € N par

X, = E[X|F,]
est une martingale, appelée martingale de DOOB.

(Marche aléatoire). Soit (X,)n>0 des variables aléatoires intégrables indépendantes cen-
trées. Soit pour tout n € N,

n
Sn:ZXk et Fn=o0(Xo,...,Xn).
k=0

Alors pour tout n > 0, S, est intégrable comme somme finie de variables intégrables, et
est clairement F,,-mesurable. De plus,

Or, E[X,1+1|Fn] = E[X,41] = 0 par indépendance de X,,4+1 et F,, (par définition), et par
le fait que les variables aléatoires ont été choisies centrées.

(Modéle auto-regressif). Soit (€5,)n>0 une suite de variables aléatoires i.i.d intégrables cen-
trées, et soit a € R* et © € R. On définit par récurrence X, 11 = a X, +en4+1 ¢t Xg =2 € R.
Soit alors Y,, = X,,/a™ pour tout n > 0. La suite (Y},),, définie une martingale pour la fil-
tration canonique de la suite (¢;,),. En effet, de par une récurrence immédiate, les X, sont
toutes intégrales, et que la suite est (F,),-adaptée. Enfin, on a

1 1
E[Yn1lFn] = —7BlaXn + en1Fo] = —7 (aXn + Elena | F0]).
Or, Elens1|Fn] = Elent1] = 0. Dot B[V, 41| Fp] = Y.

( GALTON-WATSON ). Soit (X ;)i j>1 une famille de variables aléatoires i.i.d & valeurs en-
tiéres de loi p, intégrables et de moyenne m. On pose Zy = 1, et par récurrence

Zn
Lnt1 = g Xnt1,j
j=1

avec la convention que Z,11 = 0 lorsque Z, = 0. On appelle p la lot de reproduction. On
montre que (Z,/m™)p>0 est une martingale par rapport a (F,)n>0 ou pour tout n € N*,

Fn:a(Xi,j:iSn,jZI) et .Fo:{@,Q}.

Par récurrence, la suite est adaptée. En effet, Zg = 1 est Fy-mesurable. En supposant que
Zy est Fp-mesurable, alors pour tout A C N,

00 oo p
{Zn+1€A}:U{Zn+1€Aaz :p}:U ZXnJrl,jeA ﬂ{Z :p}'
p=0 p=0 | j=1 e

cFn C]:n+1

efn+1

. . Z .
Ainsi, Z,1 est F,4+1-mesurable, d’out m’;ﬂ est Fp+1-mesurable. Montrons maintenant la

propriété de martingale (les espérances sont bien définies car les variables sont positives,
nous montrons l'intégrabilité plus tard). Pour tout n € N,
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Zn, Zn
Bl Znir|Fol =B | Y Xng1j|Fa| =D E[Xny1 0]
j=1 j=1

(La seconde égalité a été démontré en TD). Or, E[X,, 41 j|Fn] = m car X, 41 ; est indépen-
dant de F,. Ainsi,

Zn
o2

mn+1 mn :

E [Zn+1

On en déduit que

Par récurrence,

donc % est intégrable.

3.4 Propriétés des martingales

Proposition 3.4.1. Soit (X,,)n>0 une (Fpn)n>0 martingale. Alors, (X,)n est une (Gp)n-
martingale, ot pour tout n € N,

Qn :U(X(],...,Xn).

Démonstration. Par définition, les X,, sont intégrables. De plus, (G, ), étant la filtration cano-
nique, il est évident que X,, est G,-mesurable pour tout n > 0. Enfin, par définition de (X,,)n,
pour tout n € N, Xg,..., X, sont F,-mesurables. Ainsi,

Gn :O'(XQ,...,Xn) C Fa

car G, est la plus petite tribu (pour l'inclusion) rendant Xy, ..., X,, mesurables. Ainsi,

E[Xn+1|gn] = E[E[Xn—f—l‘}_n] ‘gn] = E[Xn|g7L] = Xp.
————

X’VL

Proposition 3.4.2. La propriété de martingale est équivalente a la propriété “Pour tout
n >m, E[X,|Fn] = Xn”

Démonstration. Le sens réciproque est clair. Montrons le sens direct par récurrence sur n > m.
Pour n = m + 1, c’est la propriété de martingale. Soit n > m, et supposons la propriété vraie au
rang n :=m + k. Alors,

E[XerkH‘]:m] = E[E[Xm+k+1’fm+k”]:m] = E[Xm+k|-7:m] = Xm.
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Remarque. On peut démontrer des résultats similaires pour les sous-martingales et les sur-
martingales.

,

Proposition 3.4.3. Soit (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires.
— Si (Xy)n>0 est une martingale. Alors, la suite (E[X,])n>0 est constante.
— Si (Xn)n>0 est une sous-martingale. Alors, la suite (E[X,,])n>0 est croissante.

— 81 (Xn)n>0 est une sur-martingale. Alors, la suite (E[X},])n>0 est décroissante.

Démonstration. Soit n € N. On a E[X,41] = E[E[X,41|Fn]] = E[X,].

Proposition 3.4.4. On a les propriétés suivantes.

(i) Soit (X,)n une martingale, et ¢ : R — R une fonction convexe telle que pour tout
n €N, Y, = p(X,) est intégrable. Alors, la suite de variables aléatoires (Yy,)n forme
une sous-martingale.

(ii) Soit (Xy)n une sous-martingale, et ¢ : R — R une fonction convezre crotssante
telle que pour tout n € N, Y, := @(X,,) est intégrable. Alors, la suite de variables
aléatoires (Yy,), forme aussi une sous-martingale.

Démonstration. Par hypothése, Y,, est intégrable et est F,,-mesurable car X,, I'est et ¢ est me-
surable. Pour obtenir les propriétés de martingales et de sous-martingales, on utilise I'inégalité
de JENSEN.

O

Conséquence 1. Soit (X,), une martingale telles que les X,, sont toutes de classe LP avec p
un nombre pair non nul. Alors, (|X,,|P),>0 est une martingale. En effet, la fonction x — |z|P
est convexe.

Conséquence 2. Sia € R et (X,), est une sous-martingale, alors ((X,, — a)™), est une
sous-martingale. Pour le montrer, on observe que la fonction z — (z — a)™ est convexe.

Conséquence 3. Si a € R et (X,), est une sur-martingale, alors (X,, A a), est une sur-
martingale. Cette fois-ci, on utilise le second point de la proposition précédente a la sous-
martingale (—X,, ) et ¢ : £ — max(x, —a).

Proposition 3.4.5. Soit (X,), une sous-martingale (resp. une sur-martingale), et (Hy)p
une suite prévisible bornée positive. Alors la suite H - X définie par (H - X)o =0 et

(H X)p=)Y Hp(Xp — Xp_1)
k=1

pour tout tout n > 1, est une sous-martingale (resp. sur-martingale). De plus, si H est de
signe quelconque et (X)), est de martingale, alors H - X est de martingale.

Démonstration. (dans le cas ou (X,), est une sous-martingale). Pour tout n € N, (H - X),, est
intégrale car pour tout k € [1,n], Hg(Xr — Xk—1) est intégrale car Hj est bornée. De plus,
(H - X),, est Fp,-mesurable de par sa définition. Enfin,
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E[(H : X)n+1|]:n] = E[(H ) X)n + Hn+1(Xn+1 - Xn)‘}_n] = (H : X)n + Hn-l-lE[Xn-i-l - Xn“}-n]-

Or, (X,), étant une sous-martingale, on sait que E[X,+; — X,,|F,] est une quantité positive.

Puisque H,, 41 est positive, on obtient I'inégalité recherchée.

Notons que la démonstration est la méme dans le cas d’une sur-martingale en remarquant
que la quantité E[ X, 1 — X, |F,] est négative. Dans le cas martingale et h de signe quelconque,

E[X, 1 — Xn|Fn] = 0.

O

Remarque. On peut voir cette formule comme une intégration par parties (comme la trans-

formée d’ABEL est une forme d’intégration par parties dans le cas discret).

3.5 DMartingale arrétée

Proposition 3.5.1. Soit (X,,)n>0 une suite (Fp)n-adaptée, et T un (Fp)n>0-temps d’ar-

rét. La variable aléatoire 1ir. ooy X1 est Fr-mesurable.

Remarque. Si T < oo presque stirement, on note simplement X7. On travaillera d’ailleurs

quasi-exclusivement avec de tels temps d’arrét.
Démonstration. Soit B € B(R). Pour tout n > 0,
{]1{T<oo}XT S B} N {T = n} = {Xn S B} N {T = n} € Fn.

On en déduit que {Iyp.o} X7 € B} € Fr. Ainsi,

{Lir<oeyXr € BYN{T <n} = U {Lir<ooyXr € By N{T =p}.
p=0

€FpCFn
Ainsi, 1oy X7 est Fr-mesurable.

Notation. Etant donnés un (F,), temps d’arrét T' et une suite (X,),, on pose

XT = (X7pan)n>0-

Proposition 3.5.2. Soit T' un (F,)n-temps d’arrét.

(i) Si (Xp)n est adaptée, alors la variable aléatoire XT = (Xpap)n lest aussi.

(i) Si (Hy,)n est prévisible, alors la variable aléatoire HT = (Hppp)n l'est aussi.

Démonstration. (i) Soit € B € B(R). On a

{xfeB} = |J{xIeB T=plu{Xx]eBT=occ}
peN
= U{&TeBr=plulJ{xIeBT>n+1}.
p<n p>n

En cherchant & déterminer & quelle tribu appartient chacun de ces éléments, on montre

ainsi que X7 est adaptée.

CMMA
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3.5. Martingale arrétée

(i) Soit € B € B(R), n>0.On a

n

{HI ,eB}=|J{H € BT=ptU{H, €BT=>n}.
p=0

Comme au point précédent, cette égalité permet de vérifier que H” est prévisible.

Définition 3.5.1. Si (X,)n>0 est une martingale, et T un temps d’arrét, on appelle
martingale arrétée la martingale

XT = (X7An)n>0-

De méme, on introduit des sur et sous-martingales arrétées.

En effet, si X est une martingale, X” en est une aussi.

Remarque. Soit Hy, = Li7>, (n > 0). Cela définie une suite prévisible. De plus,

n TAn
(H-X)n =Y Tropy(Xp — Xio1) = D (X — Xj-1) = Xpar — Xo.
k=1 k=1

Ainsi, on a (H - X), + Xo. La nature de X (suite de variables aléatoires) se transmet a H - X,
et donc a X7,

Proposition 3.5.3 (théoréme de temps d’arrét faible). Soit (X,,), un sous-martingale,
et T un temps d’arrét borné par un entier k, i.e que 0 < T < k. Alors Xp est intégrale, et

E[Xo] < E[X7] < E[X}].

Si (Xpn)n est une sur-martingale,

E[Xy] < E[X7] < E[X].

Enfin, si (X,)n est une martingale,

E[Xo] = E[Xr] = E[X4].

Démonstration. (i) On suppose que X est une sous-martingale. On a

k k
Xr = ZXTH{TZ’L'} = ZXiﬂ{T:i}'
i=0 =0

Ainsi,

k
Xr| < D Xy
’L?O
> IXil e LYQ, F,P).

=0

IN

On en déduit que X7 est intégrale. On considére la sous-martingale X7. On a
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E[Xo] = E[Xg] < E[X}] = E[X7].
En effet, Xg = Xoar et Xpap = Xp. Sii € [[0, k‘]], alors {T = Z} € F;.On a

k k

D E[Xrlroy] <D B [Xilry].
1=0 1=0

En effet, les i sont inférieurs & k et X est une sous-martingale (on a en fait utilisé la
propriété de sous-martingale). On en déduit que

k

Xr) Lz

=0

E <E

k
X Z ]l{Ti}] .

1=0
Ol", Zf:o ]l{T:i} = 1, donc

(i) Si X est une sur-martingale, on applique (i) & — X, et on rétablit les inégalités en multipliant
par —1.

(7i) Si X est un martingale, on a les inégalités des points (i) et (i7), qui ensemble deviennent
un égalité.
O

Contre-exemple. La propriété est fausse sans ’hypothése que T est bornée. Par exemple, si
les X; sont indépendantes identiquement distribuées selon une loi de RADEMACHER de paramétre
1/2,s1 Sp =0,

et T'=inf{n € N|S,, = —1}. Alors, Sp =0, S7 = —1, donc E[Sp] = 0 et E[Sr] = —1. En effet,

(T>n}c{X;=-=X,=1}

Ainsi,

Théoréme 3.5.1 (d’arrét faible). Soit (X,,)n>0 une sous-martingale et T' un temps d’ar-
rét. Supposons que (Xp)n et T vérifient Uune des trois conditions suivantes.

(i) T est bornée.

(i) X est bornée, i.e qu’il existe un K > 0 tel que pour tout n >0, | X,| < K, et T est
finie presque sdrement.

(i1i) E[T] < oo, et il existe K > 0 tel que pour tout n € N, | X411 — X,| < K presque
strement.

Alors Xt est intégrale, et E[X 1] > E[Xy]. De plus, si X est une martingale, alors sous (i),
(71), ou (1i1), Xr est intégrable, et B[ X7p] = E[Xo]. Enfin, si X est une sur-martingale,
alors sous (i), (i1), (iii), ou sous la condition

(iv) X, est positive pour tout n € N et T est finie presque sirement.

alors X est intégrable et E[X7| < E[X].
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Démonstration. Soit X une sous-martingale. On détaille selon 'hypothése choisie.

(4)
(4)

(iid)

Correspond au au résultat précédent.

On considére T'A n qui est un temps d’arrét borné par n auquel on applique (7). Alors,

E[XO] S IE'P(T/\n]

et on passe & la limite lorsque n tend vers linfini. En effet, Xpa, —— X7 presque
n—oo

stirement car T est finie presque stirement. Ainsi,

Xo| <Y I Xrlr_y <Y IXillr_y < K (Z ﬂ{T:i}) =K.

1=0 =0 =0
Ainsi, X7 est intégrale. De la méme fagon, | Xpa,| < K. Par convergence dominée, on en
déduit que

E[XT/\P,J —_— E[XT]
n—oo
En passant & la limite dans I'inégalité E[X(] < E[X7x,], on en déduit que E[X7]| > E[X{].
On applique encore une fois le point (i) & T' A n, qui est un temps d’arrét borné. Alors,

E[X7An] > E[X0].

Or, Xpnn — X7 car T intégrable donc finie presque stirement. On a

n—o0
TAn
X1an — Xo = Z(Xk — Xg—1)
k=1
et donc
TAn
| X7 pnn — Xo| < Z | X} — Xp_1| < K(T An) < KT.
k=1

Bilan, X7a, — X9 —— X7 — X presque stirement, et X7, — X est dominée indépendant
n—o0

de n. Par convergence dominée,

E[X7nn — Xo] —— E[X71 — Xo).
n—oo

Or, E[X7an — Xo] est une quantité positive car E[X7p,] > E[Xp]. On en déduit que
E[X7 — Xo] > 0. De plus,

E[|X7r — Xol] = lim E[[ X7, — Xol]

mais E[| X7, — Xo|] < E[KT] < co. Ainsi, X7 — X est intégrable donc Xp = X+ (X7 —
X)) est intégrable, et E[X7] > E[X(] car E[ X7 — Xj] > 0.

On suppose maintenant que X est une sur-martingale, et que la condition (iv) est vrai.
Puisque X est une sur-martingale, la suite des espérances des X, est décroissante, mais puisque
X, > 0 pour tout n > 0, on sait que E[X7] < E[X(]. On applique donc (i) & T' A n, et

E[X7an] < E[Xo]

donc Xpp, — X7 car T est finie. Ainsi,

n—o0
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EX7] = E { lim XTM]
n—oo
lim E[X7p,] (lemme de FATOU)
n—roo
E[Xo].
De plus, X7 > 0, et E[X(] < oo, donc X7 est intégrable.

<
<

3.6 Décomposition de DoOB

Théoréme 3.6.1 (décomposition de DOOB). Soit (X,,), une sous-martingale. Alors,
il existe (My), une martingale, et (Ay), une suite prévisible croissante avec Ay = 0,
presque sdrement uniques telles que pour tout n € N,

Xn =M, + A,.

Démonstration. Sila décomposition a lieu, on doit avoir

]E[Xn’]:nfl] — E[Mn + An|fn71] — Mnfl + An — (anl - Anfl) + An
Ainsi, A, — A,—1 = E[X,,|Fn-1] — X;i—1. On en déduit que pour tout n > 1,

n—1
A =3 (BIXG1 Fel — Xa).
k=0

Or, M, = X,, — A,,. Ainsi les suites (M,),, et (Ay), sont uniquement déterminées par (X,,),. Il
suffit donc de s’assurer ces suites ainsi définies sont telles que (A, ), est prévisible et (M), est
un martingale. Soit n € N* alors

An - An—l = E[Xn|-rn—1] - Xn—l > 0

car X est une sous-martingale. De plus, on observe grace a I’égalité ci-dessus queA, — A,_1 est
Fn—1-mesurable. De plus,

]E[Mn|]:n71] - E[Xn - An‘]:nfl] — ]E[Xn’]:nfl] - An — An - Anfl + anl - An - Mn

On en déduit que (My,), est une martingale.

O

Remarque. Par convexité de x — 22, si X est un martingale alors X% = (X?2), est une

sous-martingale qui se décompose selon DOOB sous la forme

X2 =M, + A,

avec (M), une martingale et (A,), une suite prévisible croissante.

Définition 3.6.1. On appelle compensateur de la martingale X la suite prévisible crois-
sante de la décomposition de DOOB de la sous-martingale X2. On le note (X, X) =

(X, XD, )n>0-
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Remarque. D’aprés le théoréme de DOOB, pour tout n > 0,

n n

(X, X), = > (BIX|Fea] = Xiy) = D E[(Xp — Xp1)*|Fra)-
k=1 k=1

En effet, le calcul montre que E[( Xy — Xp—1)%|Fr—1] = E[X?|Fr—1] — X7,

Exemple. Supposons que les X; sont indépendantes identiquement distribuées, centrée, L? et

de variance o2, et Fy = (X1, ..., X). Soit alors
n
Sn =Y Xi.
i=1

La suite des S,, est une martingale, et

n

(S,8), =D E[(Sk — Sk-1)” |Fi—1] = no”.

k=1
X3

Proposition 3.6.1. Soit X une martingale L? (i.e que les X,, sont L?). Alors, la suite
X est bornée dans L* si et seulement si E[(X, X)_ ] < occ.

Proposition 3.6.2. Pour une martingale X avec X,, € L*(F), et T un temps d’arrét, on
a

(X, )" = (X7, XT) ps.

Démonstration. La décomposition de DOOB de la sous-martingale X2

X2 =X+ (X,X).

En arrétant,

(XHT = (M + (X, x)T.
Or,

(X2 =MT + (X, x)".

(XT)2 est une sous-martingale, M7 est une martingale en tant que martingale arrétée, et (X, X)7
est une suite prévisible croissante. Par unicité de la décomposition de DOOB, on en déduit le

résultat.
O
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Chapitre 4

Convergences de martingales

On fixe (Q, F, (Fn)n>0,P) un espace de probabilité filtré.

4.1 Inégalités de martingales
4.1.1 Inégalité maximale de DoOOB

Soit (Xy), une sous-martingale. On note

X, = max X;.
0<k<n

Proposition 4.1.1 (Inégalité maximale de DOOB). Pour toute sous-martingale (Xy,)n>0,
neN, etz >0,

E X1~ <, +

x a5

Démonstration. La seconde inégalité est immédiate. Pour la premiére, on pose A = {X,, > z}, et
S =inf{k € N| X} > x}. Remarquons que S est un temps d’arrét car c’est un temps d’attente.
Soit T'= S A n (temps d’arrét borné). Selon la premiére version du théoréme d’arrét,

E[X7] < E[X,],

ce qui signifie que

E[XT]IA] + E[XT]lAc] < E[Xn]lA] + E[Xn]lAc].

Or, sur A°on a X, < x,donc S <n et T =n. Ainsi, E[X71 4¢c] = E[X,,1 4¢]. On a donc

E[XT]IA] < E[Xn]lA].

Sur A,on X, >z, T=S5, et X7 =Xg> 2. On adonc

(L‘P(A) < E[XT]IA] < E[Xn]lA].




4.1. Inégalités de martingales

Remarque. Lorsque (X,,), est une martingale, (|X,|), est une sous-martingale. De ce fait, on
déduit le corollaire suivant.

7

Corollaire 4.1.1. Soit (X,,),, une martingale. Alors, pour n € N et z > 0,

E[| X,
P <maX|Xk| > a:) < L nH
k<n

xT

Proposition 4.1.2 (inégalité maximale de KOLMOGOROV). Soit (X,,)p>1 une suite de
variables aléatoires centrées de variance finie. On note Sy, = > ;_; Xy, €t on suppose que
(Fn)n est la filtration associée o (Xp)n>1. Alors, pour tout n € N* et x > 0,

P (max |Sk| > x) < Var[;gn]‘
k<n xT

Démonstration. (S,)n est une martingale, donc (S2)y est une sous-martingale pour laquelle
I'inégalité maximale de DOOB conclut que

E[(S7)*] = E[S7] = var(Sn).

Remarque. L’inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV affirme que

var(Sg)
2

P(|Sk| > x) < < var(Sy)

dés lors que k < n et x > 0. Ainsi,

var(Sy)
<
maxP(|Sy| > x) < — 3

et donc que

maxP(|Si| > z) <P (U{ISkI > w}> =P <II§§§\SM > x) :

k=1

4.1.2 Inégalité maximale L? de DoOOB

Proposition 4.1.3. Soit (X,,), une sous-martingale avec Xog > 0 et soit p > 1. Alors,

n

Bt < (2) Ei )

Remarque. Puisque Xy > 0, par définition de X, on a X,, > 0 donc X,, est une variable
aléatoire positive pour tout n € N, et E[X] est bien définie.

Démonstration. Soit M > 0. On a
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Or, par I'inégalité maximale de DOOB,

Ell g, 50 = P(Xn > 2) < ——2n2th

Ainsi,

E[(X,AM)?] < paP?

= E fX;“ (p> (M/\Xn)p_l] .

En simplifiant, on a.

P
~ p
E[X, AM)P] < (p—l) E[(X,)P].
On en conclut en faisant tendre M vers U'infini par convergence monotone puisque

lim E[(M AX,)P]=E [< lim M /\Xn>p] =E[X?].

n—00 M—oo
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Corollaire 4.1.2. On a les propriétés suivantes.

(i) Pour une martingale (X )n>0 LP et pour tout n € N,
p \*
E XelP| < | —— | E[|X.|P].
[rgggl k!]_<p_1) [| X7 [P]

(i) Pour une martingale (X,)n>0 avec Xo = 0, si l'on décompose selon DOOB par
X2 = M, + (X, X),, alors pour tout n € N,

n’

E [rl?gx ka\Z] <4E[(X,X),],

E [f;‘;% |Xk|2] <4E[(X, X),]-

On a E[X2] = E[(X, X),]. De plus,

Démonstration.

E [sup|Xk|2} = E [ lim Il’laX|X]€|2:|

= lim E [max\Xkﬂ
n

n—00 k<

IN

lim 4E[(X, X), ]

n—oo

n—oo

— 4E [ lim (X, X)n} .

(On remarquera qu’on a utilisé le théoréme de convergence monotone pour faire sortir puis
rentrer la limite en n). O

4.1.3 Inégalité sur le nombres de montées

Soit (X, )n>0 une sous-martingale, et a < b des réels. On pose Ny = 0,

Ny =min{n >1|X, <a} et Ny=min{n > N;|X, > b}.

Par récurrence, on pose

Nog—1 =min{n > Nop_o | X,, < a} et Nog =min{n > Noy_1|X,, > b}.

Lemme 4.1.1. On a les propriétés suivantes sur la suite (Nk)g>0-

(1) La suite (Ny)g>0 est strictement croissante.
(ii) Pour tout k € N, Ny > k.

(iii) Pour tout k € N, la variable aléatoire Ny, est un temps d’arrét.

Démonstration. Les deux premiers points sont immédiats. Montrons (4i7). On a

{Ni <n}=J{Xk <a} € Fn

k=1 EFCFn
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Ainsi, Ny est un temps d’arrét. On a

n—1 n—1 n—1
No=np=J{M=jn MNo=nh=U (Mm=in| U Xe<tin{X. >
7=l j=1 k=j+1

De cet égalité, on en déduit que N est un temps d’arrét. Supposons maintenant que N, est un
temps d’arrét pour tout p < 2k. Montrons que Nogi1 et Nogyo en sont aussi. On a

n—1 n—1 n—1

{ N1 =n} = | J{Nok = j} N {Nopy1 =n} = | J {Nor =4} [] {Xi>a}n{X, <a}.
i1 ':1A’—/ l:'—i—lh’—/ ——
J I=% eF;CFa I eRCE, EFn

On en déduit que {Nop11 = n} € F, et donc que Nogyq est un temps d’arrét. 777
O

Comme Xp,, , < a et Xy, > b, entre les dates Nog_1 et Ny, la suite (X,,),>0 monte
exactement une fois d’au dessous de a vers au dessus de b. En notant U,([a,b]) le nombre de
montées d’au dessous de a & au dessus de b pour les X avec 1 <k <n, on a

Un([a,b]) = max{k € N| Ny < n}.

Théoréme 4.1.1. Pour une sous-martingale X, on a pour tout a < b des réels,

E[(X, - a)*]

E[Un(la, )] < ="

Remarque. On observe que Uy([a,b]) < [§], et que I'inégalité

Nop <n < nogyo
signifie qu’il y a exactement k£ montées. Cela signifie que
3]

Un([av b]) = k
k=1

0|3

1{N2k§n<N2k+2}'
On pose pour tout j > 1,
V. — 1 s’il existe k € N tel que Nog < j < Nog1,
771 0 sinon, i.e qu’il existe k € N tel que Nogi1 < j < Nogio.

Ainsi, Y; vaut 1 si et seulement si X; est dans une phase de descente, et Y; vaut 0 si et seulement
si X est dans une phase de montée. On a donc

Yi=Tn>1y=1 et Yo=T(n >0 = Lix,5q)-

De maniére générale, on pour tout j > 2,

Yj= ]l{ijl:Oanflzb}U{YJ?l:LXjfl>a}'
L’événement {Y;_1 = 0, X;_1 > b} s'interpréte comme “d la date j—1, on monte et la montée
s’achéve”, et 'événement {Y;_1 =1, X;_1 > a} s’interpréte comme “a la date j — 1, on descend
et la descente n’est pas achevée”.
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Lemme 4.1.2. Soit X1,..., X, des variables aléatoires, et (Y;);>1. Alors,

SV (Xx — Xi1) < (a = B)Un([a,B]) + (X — a)
k=2

Démonstration. Tout k > 1, Y}, est Fj_j-mesurable. On a donc

ElYi(Xy — Xp—1)] = E[E[Yi(Xy — Xp—1)]] Fr—1]
= E[YiE[X; — Xp_1|Fr—-1]]

= E[Yi(E[Xk|Fr-1] = Xp-1)] 20
0

car tous les termes dans I'espérance de la derniére ligne sont positifs. Le lemme précédent
nous assure donc que
E[(a = 0)Un([a,b]) + (Xn —a)*] > 0,

donc

(b — a)E[Un([a,b])] < E[(Xn —a)"].

Démonstration (lemme 4.1.2). On distingue deux cas.

(i) Si Uy([a,b]) = 0, i.e qu'il n’y a pas de montée a la date n (et donc Ny > n), alors on
distingue alors trois cas.

— Si Ny =1, alors, Y;, = 0 pour tout k € [2,n]. Alors,

n

D Yi(Xp = Xp1) =0 <0+ (X, — ).
k=2

— Sil< Ny <n,Yy,=1pour ke [l,N1] et Yp =0sik € [N+ 1,n]. Alors,

n N1
D Yi(Xp = Xpm1) = Y Yi(Xp = Xpo1) = Xy, — X1
k=2 k=2

Or, Xn, <a, et X; >acar Ny > 1. On a donc

n

> Yi(Xy = Xp—1) < Un([a,b]) +(Xn — a)

k=2 0

— Si Ny > n, alors Y, = 1 pour tout k € [1,n] donc

n

D V(X — Xpm1) = ) (X — Xpo1) = X — X1 < (X —a)*
k=2 k=2

car X1 > A (puisque N; > 1).
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(i) SiUpy([a,b]) > 0, i.e qu’il y a au moins un montée, on distingue encore deux cas. Si N1 > 1,
alors Y, = 1 pour tout k € [1, N1], Y = 0 pour tout k € [Ny + 1, N2], et par définition de
Ny, on a Xy, <aet X; > a puisque N; > 1. Alors,

n N1 n
ZYk(Xk — Xp—1) = Z(Xk — Xp—1) + Z Y3 (X — Xp—1).
k=2 k=2 k=No+1
XNl —X1<0
On en déduit que
n n
ZYk(Xk_Xk—l) < Z Y3 ( Xk — Xi—1).
k=2 k=No+1

De méme si N1 = 1, on a toujours cette inégalité précise. On distingue ! quelques cas.

— Si la date n n’est pas dans une phase de montée, alors

n

Z Vi(Xp — X)) = (Xny — Xn,)+0
~— —

k=N>+1 Safb

+ (XN5 - XN4) +0
~—_—

<a—b

n
+ (XN2t+1 - XN2t) + Z Yk(Xk - Xk—l) .
k=Nap1+1

<a—b

ot t = max{k € N| No,, < n} = Uy,([a,b]). Alnsi,

n

Z Yk(Xk — Xk—l) < (CL — b)Un([a,b])
k=Na+1

— Si la date n est dans une phase de descente, alors

n

> Y(Xk—Xp1) = (X — Xn,)+0
~————

k=No+1 <a—b

+ (Xn;, —Xn,)+0
N————

<a—b

+ (XN, — XNy, )+ Z Yi(Xp — Xg—1) -

N~ k=N. 1
<a—b 2k+11

Xn—=Xn,,

De plus, X,, — Xy, =a—Xn,, + X —a<a—b+ (X, —a)". On a donc

1. Encore...
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n

Z Yi(Xp — Xp—1) <t'(a—b) 4+ (X, —a)t < (a—b)U([a,b]) + (X, —a)t.
k=No+1

Grace a l'inégalité montrée un peu plus haut dans la démonstration, on achéve la
démonstration.

O

4.2 Convergence presque stire de martingale

Théoréme 4.2.1 (condition nécessaire presque stre de sous-martingale). Soit (Xy,), une
sous-martingale telle que

sup E[X;F] < o0.
neN

Alors, (Xp)n converge presque sirement vers une variable aléatoire X intégrable.

Démonstration. Soient a < b des réels. Puisque U, ([a, b]) est croissante en n, on note sa limite

Ux([a,b]) = lim U,([a,b]) = sup Uy([a, b))
n—oo ’I’LEN
(on peut remplacer la limite par un supremum puisque la suite est croissante). Par le théoréme
de convergence monotone et selon I'inégalité sur le nombre de montée, on a

E[Us[(a,0)]] = sup E[Un([a,t])] < 7— ig%E[(Xn —a)*].
<L E[(Xn—a)*] -

De plus, (X,, —a)®™ < X,I + |a|. On a donc
(suppen E[X 1) + |al
b—a '

On en déduit que E[Ux([a, b])] < oo donc que Us([a,b]) < 0o presque siirement. Pour tout a < b
des réels, on a

E[Uso(la, b])] <

{lini)iann <a<b< limsuan} C {Ux([a, b]) = o0}.

n—oo

En effet, dans le premier événement, {liminf,, ., X,, < a} signifie que les X,, passent une infinité
de fois sous a, et {b < limsup,,_,,, X, } signifie que les X,, passent une infinité de fois au dessus
de b. On en déduit que I’événement

{limiann <a<b< limsuan}

n—00 n—o0o

est négligeable. Ainsi,

U {limiann <a<b< limsuan} = {limiann < limsuan}

n—00 n—o00 n—oo n—o0
a,beQ

a<b

est aussi un événement négligeable. On en déduit que
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liminf X, = limsup X,,

n—00 n—00

presque siirement et donc que (X,,), converge presque stirement. Notons X sa limite. On a

EXH] = ]E[lim Xﬂ

n—00

< liminf E[X;']

n—oo

< sup E[X;[] < .

n—oo

Or, E[X, ] = E[X;[] — E[X,], et E[X,] > E[X{] car (X,), est une sous-martingale. On a donc
<

E[X;] < E[X;] — E[X1]. Ainsi,
E[X7] = E[hm Xn_}
n—0o0
< liminf E[X,,]
n—oo

< liminfE[X;[] — E[X]]

n—0o0

< supE[X,[] - E[X1] < oo.
neN

On a en déduit que X est intégrable car E[|X|] = E[X ] + E[X].

Corollaire 4.2.1. Soit (X,), une martingale (ou une sous-martingale, ou une sur-
martingale) telle que

sup E[| X,[] < oo
n>0

alors (X,,)n converge presque strement vers une variable aléatoire X intégrable.

\

Démonstration. Pour tout n > 0, X;& < |X,|. L’hypothése assure celle du théoréme précédent
lorsque X est une sous-martingale. Le corollaire est donc vrai pour une martingale (qui est aussi
une sous-martingale). Pour une sur-martingale, on considére (—X,,), qui est une sous-martingale
vérifiant les hypothéses du théoréme précédent, et alors (—X,,), converge presque stirement vers
une variable aléatoire intégrable.

O

Corollaire 4.2.2. Soit (X,,), une sur-martingale positive, i.e que X,, > 0 pour tout
n € N, alors (Xy)n converge presque sirement vers une variable aléatoire X telle que

E[X] < E[X)].

Démonstration. On applique le résultat de convergence a la sous-martingale (Y,, = —X,,), en
remarquant que Y5 = 0 pour tout n € N. Il est donc évident que SUp;,>0 E[Y,[] < oo. Ainsi
(Yy)n et donc (X,,), convergent presque strement. Soit

X = lim X,,.

n—oo
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Alors,
EX] = E [lim inf Xn}

n—oo

< liminf E[X,]

n—oo

< E[Xo]

(la derniére inégalité étant justifiée par le fait que (X,,), est une sur-martingale).
O

Attention. Les martingales que I'on manipule converge presque stirement vers des variables
aléatoires, mais en aucun cas nous n’avons affirmé que la convergence pouvait étre L'. Par
exemple, si (X,,), est i.i.d de loi %5_1 + %(51. Alors, si Sp =1 et Sp41 = Sy + Xp41 pour tout
n>0,et

T =inf{n > 1|5, =0}.

La variable T est un temps d’arrét. En posant Y,, = Sg; = SpaT pour tout n > 0, alors Y reste
une martingale car c’est une martingale arrétée positive. Ainsi, Y converge presque stirement
vers une certaine variable Y. On a Y, = 0, car Y,, est a valeurs dans N et si Y,, = k, alors Y41
vaut soit k + 1, soit k — 1. Pour converger, il faut que Y atteigne 0. Sur {T" = oo}, il n'y a pas
convergence. En effet,

|Yn+1 - Yn| - ‘Sn—&—l - Sn‘ = 17

donc la suite (Y,), n’est pas de CAUCHY, donc pas convergente en L'. Ainsi, T < oo presque
sirement, et il n’y a pas de convergence L' car si elle avait lieu, on aurait

1 = E[Yg] = E[Y,] —— E[Ya] = 0.

n—oo

4.3 Convergence L' de martingale

4.3.1 Uniforme intégrabilité

Définition 4.3.1. Une suite de variables aléatoires intégrables (X;)icr est dite unifor-
mément intégrable si

li E[|X;|1¢x, =0.
Jim supE(X;|1x,1>0))

Exemples.
— SicardI =1 ou card I < oo, c’est toujours le cas.

— S’il existe Z € LY(Q, F,P) une variable aléatoire telle que pour tout i € I, | X;| < Z, alors
(X)icr est uniformément intégrable.

— S’il existe d > 0 tel que

sup E[| X;|' ] < oo,
icl

alors (X;)ies est uniformément intégrable.

52 CMMA



Chapitre 4. CONVERGENCES DE MARTINGALES

Proposition 4.3.1 (critére d’uniforme intégrabilité). Une famille (X;);cr est uniformé-
ment intégrable si et seulement si

(1) pour tout e > 0, il existe n > 0 tel que pour tout A € F,

(P(A) <n) = (Viel, E[|X;|14] <e),
(ii) et

sup E[| X;]] < oo.
iel

Théoréme 4.3.1 (VITALI). Soit (X,,), une suite variables aléatoires intégrables. Alors,
les assertions sutvantes sont équivalentes.

(i) (Xp)n converge en L.

(i) (Xn)n converge en probabilité et (X,,), est uniformément intégrable.

Exemple. Soit X € L'(Q, F,P), alors la famille

(E[XIG]) gcr

sous-tribu

forme une famille uniformément intégrable.

4.3.2 Martingale fermée

Définition 4.3.2. Une (F,)n-martingale (X,,), est dite fermée s’il existe une variable
aléatoire LY (2, F,P) telle que pour tout n € N,

X, =E[X|F,].

En d’autres termes, (Xy,), est une martingale de DOOB.

Théoréme 4.3.2. Soit (X,,), une sous-martingale, (ou martingale, ou sur-martingale).
Sont équivalents.

(i) (Xpn)n est uniformément intégrable.

(ii) (Xpn)n converge presque sirement et en norme L'.
En particulier si (X,,)n est une martingale, alors ces conditions sont équivalentes

(iii) (Xn)n est fermée.

Démonstration. — (i) <= (i1).77777
— (#91) = (7). La famille (E[X|F,] = X,)n>1 est uniformément intégrable quand X est
intégrable.
— (i) == (iii). On suppose que (X, ), est converge presque stirement et dans L!. Soit X

sa limite, alors pour tout k > n, puisque E[X}|F,] (propriété de martingale), on sait que
pour tout A € Fp,, E[X;14] = E[X,,14]. Or,
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|[E[Xx14] — E[X14]| <E[| Xy — X|] —— 0,

k—00

donc

E[X,14] = E[X;14] — E[X14]

Ainsi, X,, = E[X|F,]. La martingale est donc bien fermée.

Notation. On note

\/]—'n:a<U]-'n).

neN neN

On notera généralement cette tribu F,. Dans la suite, lorsque 'on affirmera que F,, croit en
Iinfini vers Foo si (Fp)n est une filtration avec Foo = \/, ey Fa

Théoréme 4.3.3. Soit (F,), une filtration croissant vers Foo et X € LY(Q, F,P). Alors,

.s,L1
E[X|Fy] 7= E[X|Fuo].

Démonstration. On pose X,, = E[X|F,]. Alors, la suite (X,,), est une martingale fermée donc
est uniformément intégrable et converge presque stirement et en L'. Notons Z sa limite. Alors,
Z est une variable aléatoire Fo, mesurable car Z est limite de (X,,), et X, est Foo-mesurable
pour tout n > 0. Soit A € F,, on a.

E[X]IA] = E[Xn]IA] E— E[ZﬂA]

n—o0

1
puisque X, .z Ainsi, pour tout A € J,,5 Fn, E[X14] = E[Z1 4]. Soit

n—o0
M={Aec F|IE[X14] =E[Z14].

Nous avons monté que (J,,cny Fr € M, et U, ey Fn est un m-systéme (il est stable par intersection
car (Fy)n est une filtration). De plus, M est une classe monotone. En effet,

— Qe M car E[X] =E[Z];
— M est stable par différence symétrique : pour tout A, B € M avec A C B, on a
EX1pa] = E[X(1p—14)
= E[X1p] - E[X14]
= E[Z1p] —E[Z14]

= E[Z(1p —14)] = E[Z1p4];

— enfin, si (A,), € MY est une suite croissante, alors
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E (X1, 4]

donc |J,,cy An est élément de M.

Par le théoréme de classe monotone, on a

Fo=\ Fn=0

neN

E [X ( lim 11,4”)}
n—oo

lim E[X1,,]

n—oo

lim E[Z1 4, ]

n—oo

E [Z]luneN An] ,

(U7) =

donc pour tout A € F, E[X1 4] = E[Z1 4], ce qui signifie exactement que Z = E[X|F].

O
4.3.3 Applications des convergences presque siires et L'
Proposition 4.3.2 (Loi du 0-1 de LEVY). Soit (F,), une filtration croissant vers Fuo.
Alors, pour tout A € Fuo,
5,11
E[La]F] 2275 14,
n—oo
Démonstration. C’est une conséquence de I’énoncé précédent avec X =14 ot A € Foo.
O

On a aussi la loi du 0-1 de KOLMOGOROV qui concerne la tribu asymptotique d’une suite de
variables aléatoires indépendantes (X,,),. On appelle tribus du futur les tribus

FM = 5(Xp, Xnit1s--.).

De 1a, on définit la tribu asymptotique par

Flo0) —

7.

n>0

Proposition 4.3.3 (loi du 0-1 de KOLMOGOROV). Pour des variables aléatoires (Xp)n
indépendantes, la tribu asymptotique est triviale. Ainsi, pour tout A € F(*°), P(A) € {0,1}.

Démonstration. Soit pour tout n > 0, F,, = o(Xo,...

Foo:\/}'n et

neN

Pour tout n > 1 et A € F(>). Alors, (Xo, ...
Ainsi,

X)), F = o(X,, X1, - - -

Floo) — ﬂ Fn)

n>0

) et

, Xp,) est indépendant de 14 car F2) = Flntl),

E[]IA] = E[ﬂA’fn] m E[]IALFOO]'
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On en déduit que

P(A) = E[l4] = E[la|Fs] =124
F() ¢ Fu. En effet,

J—-'(n):O'(XnaXTL‘Fl?""):O- UJ_"?']L)

p>n

ou Fh = o(Xp,...,X,). Ona Fh C F, C Fs donc Upsn € Foos ce qui implique que F C Fo.
Ainsi, F(®) ¢ F. Bilan : on a P(4) € 14(Q) c {0, 1}.

O

Théoréme 4.3.4 (convergence dominée pour 'espérance conditionnelle). Soit (F,), une
filtration croissant vers Foo. Soit (Xy)n une suite de variables aléatoires convergeant
presque stirement vers une variable aléatoire X, et telle qu’il existe Z une variable aléatoire
intégrable aléatoire telle que | X,,| < Z pour tout n € N. Alors,

E[Xn|Fp] ——— E[X|Fu].

Démonstration. Soit N € Net Wy = sup,, ,,>n | Xn—Xin|. Alors, Wy < 2Z et 27 est intégrable.
De plus, par le critére de CAUCHY,

Pour tout n,m > N, on a |X,, — X,,| < Wi. Ainsi, lorsque m tend vers U'infini, on a | X,, — X| <
Wy . Puisque L' est intégrable, on en déduit que

E[| X5 — X||Fa] < E[Wn|Fa] -2 E[Wn| Fool-
On a donc
limsup E[|X,, — X||F,] < E[Wn|Fool-
n—oo

Or, (Wn)n tend vers 0 presque sirement de maniére décroissante, donc (E[Wx|Foo]) n>1 décroit
vers une limite U > 0. Puisque Wy est intégrable, et (Wx )y tend vers 0, on a (E[Wyx])n tend de
maniére décroissante vers 0. De plus, pour tout N € N, E[Wy|Fw] < 2E[Z|Fx] € L1(Q, F,P).
Par convergence dominée,

E[Wn] = E[EWN|Fo]] ——— E[U].
Ainsi, E[U] = 0 donc U = 0 par positivité. En faisant tendre N vers 'infini dans 'inégalité

limsup E[|X,, — X||F] < E[Wn|Fa],

n—0o0

on a

0< lin_1>infE[|Xn — X||F,] < E[Wn|Fs] < limsup E[| X,, — X||F] < E[Wn|Fx] = 0.

n—oo

On en déduit que E[|X,, — X||F,] = 0, donc
n—oo
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E[X,|Fn] — E[X|F] | <E[X, - X||Fn] — 0.
N—— n—00
Do EEXFec]
Ainsi,
Eumap§ammﬂ4

Théoréme 4.3.5. Soit (X,), une sur-martingale (ou sous-martingale, ou martingale)
telle qu’il existe p > 1 tel que

sup E[| X,,|P] < o0.

n>1
Alors,
p.s, L1
X, — X.
n—oo

Dans le cas ot (Xy,)n est une martingale, alors la convergence est aussi LP vers X avec
E[X] = E[X,,] pour tout n > 0.

Démonstration. On a sup,~q E[|X,|P] < oo donc (X,,), est uniformément intégrable puisque
p > 1, on a donc la convergence L. De plus, I'inégalité de HOLDER donne que sup,,»; E[|X,|] <
oo donc la convergence est presque sire. Dans le cas ou (X,,), est une martingale, I'inégalité
maximales des moment de DOOB pour p > 1 donne

» " » p »
E <|—— ] E[|X,P] < | —— ) supE[X,]"] < cc.
p—1 p—1/) p>1

sup | Xg[?
k<n

Or, (Supg<y, |X%|P)n tend de maniére croissante vers sup,sq|Xg|P lorsque n tend vers l'infini.
Ainsi, on

E

P
sup\Xk]p] < <p€1> sup E[| X,,|P] < 0.

k<0 n>1

Ainsi, Z est intégrable. Pour tout £ € N, on a donc

X, — X[P < 2P 2P,

Or 2PZP est intégrable, et (X ), converge presque strement donc (| Xy — X|)x converge presque
stirement vers 0. Par convergence dominée,

E[|X; — X|P] —— 0
k—o0
donc (X})y converge vers X en LP. Puisque (X,,), converge en L', on a E[X] = E[X,,] car (X,)n
est une martingale.

O
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4.4

Convergence L? de martingales

On rappelle qu'une martingale (X, ), de carré intégrable admet un compensateur ((X, X), )n
(c’est une suite prévisible croissante nulle pour n = 0) tel que pour tout n € N,

N

ou (
st B

X2 =M, +(X,X),

M,,),, est une martingale. On a vu aussi que (X}, ), est bornée dans L2(Q, F, P) si et seulement
(X, X)) < oo.

Théoréme 4.4.1. Soit (X,), une martingale L*>. On a les propriétés suivantes.

(i) Pour tout w € Q tel que (X, X)_ (w) < oo, alors

(ii) Si (Xn)n a des accroissements bornés, i.e qu’il existe K > 0 tel que pour tout n > 0,

lim X, (w)

existe.

|Xn+1 - Xn‘ S K,

alors pour presque chaque w € ) tel que lim, o Xy (w) eziste dans R, on a

(X, X) . (w) < o0.

Démonstration. Sans perte de généralité, on suppose Xg = 0.

(i) On note (A;), = (X, X) (suite prévisible), et soit Sy = inf{p € N| Ap;1 > k} pour k € N.

Alors, (Sk)g est un temps d’arrét. En effet, pour tout k,n € N,
{Sk <n}=|J{Apr1 >k} € Fo.
p<n
De plus, la suite A% = (As,an)n est aussi une suite prévisible. En effet, c’est le compen-
sateur de X car
(X 5k, XY = (X, X)%% = A%

Selon la décomposition de DooB, (X% )2 — A% est une martingale. Pour tout n € N, on a

E[(X5%)? — ASF] = E[(X5*)? — Agh] = 0,

donc

E[(X3%)?] = E[Ag,nn] < k

car Ag, an < Ag, < k par définition de Sj. Ainsi, (X2k), est bornée L? donc ans L', d’ott
la convergence presque sire de X%, Puisque

{Ase < 00} = [ J{Sk = o0},

k>0

pour tout w € Q tel que (X, X)  (w) = Ax(w) < o0, il existe k(w) tel que Sy(,)(w) = oo.
Pour un tel w, on a Sy, (w) = 0o et donc X%@) = X converge.

o8
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(71) On montre que la convergence de (X,(w)), dans R implique que (X, X)_ (w) < co. Par
I’absurde, on suppose que que

P (Aoo = 00, sup | X, | < oo> > 0.

n>0
Soit
T. = inf{n € N||X,,| > c}.
Alors,
(. = oo} = {sup ] < .
neN
On a
P(Aoo = OO,T‘C = OO) =P (Aoo = o0, Sup|Xn| < C> > 0.
n>0
Or,

c—00

lim P (AOO = 00, sup | X, | < c) =P (Aoo = 00, sup | X, | < c) :
n>0 n>0
Ainsi, pour ¢ suffisamment grand, on a

P(Ax = 00, T, = o0) > 0.

Par le théoréme d’arrét avec T, An < n appliqué & X? — A, on a

E[X% an — Arnn] = E[X§ — Ag] = 0.

Or, on a X7, an = X1 an)—1 + XTorn — X(1oan)—15 [ X(1an)—1| < cet [Xroan — X(man)—1] <
K. Ainsi, E[Ar.an] = E[X7 ,,] < (K + ¢)®. Par convergence monotone, on trouve que

E[A7,] < (K + ¢)?. Mais E[A7.] = E[As1 5] = cc.
O

Conséquence. Si X est une martingale L? et (X, X)_ < oo alors (X,), converge presque
stirement.

Proposition 4.4.1. Soit (X,), une martingale L? avec Xo = 0. Sur l’événement,
{(X, X)), =00}, ona

Xn p-s 0

Remarque. Soient (Y},),, des variables i.i.d de carrés intégrables, et soit S, = Y . ; Y;. Alors,

S .

P LRy

n n—oo
(c’est la loi des grands nombres forte L?). En effet, en notant Z; = Y; —E[V;] et S, =Y. | Z;,
alors (Sp)n est une martingale (S = 0) avec (5',5"), = nvar(Z). D’aprés la loi des grands
nombres pour les martingales, on a
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<S’, S’>n —— 00 p.s.

n— o0
Ainsi,
S;L o Sn — ’IIE[YI]
(5,81, nvar(Yq)
donc
Sn ps
=P LRy
n n—oo

Démonstration (de la loi des grands nombres martingale). Soit H, = (1+ (X, X),)~! pour tout
n € N. La suite (H, ), est prévisible. On s’intéresse a W = H - X avec Wy = 0. On a pour tout
n>1

n

Wo=(H -X)p=>_

k=1

X — Xg—1

W est une martingale L? de compensateur tel que

(W, W), — (W, W),y =E[(Wn — Wy1)?|Fi]

(par définition du compensateur). On a donc

B 2
(W), = (W), = B er
1

= G E s X ]

=(X,X),—(X,X),,_;

En effet E est Fp_1-mesurable. On en déduit que

1
T (XX

1 1
(W, W>n — (W, W>n71 = (1+ (X, X>n_1)2 B (1+ (X, X>n)2

Ainsi, en sommant,

n

(W, W), = (W, W), — (W, W), _,)
k=1

1 1

< - <1
S 1+ (X, X), 1+(X,X)

n

(la derniere égalité est due au fait que (X, X), > 0). On a donc (W, W) __ < 1 donc la martingale
W converge presque stirement. Ainsi, la suite

" Xp — Xp
()

converge presque stirement. La conclusion va suivre du lemme suivant.
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Lemme 4.4.1 (KRONECKER). Soit E un espace vectoriel normé, (zy)n>1 une suite d’élé-
ments de E, et (ap)n>1 une suite de réels positifs croissante vers l'infini. On suppose que
la suite

converge. Alors,

Démonstration. Soit S, =S¥, Zi On a

i=1 a;

n n
Zl‘k = Zak(sk — Sk—1)
k=1 k=1
car z—: =S — Si_1. On a donc
n n—1
Zxk = Z(ak — Qp41)Sk + anShp.
k=1 k=1
On a donc
1 n 1 n—1
— Y Jax=—>> (ar — ar-1)Sk + Sn.
an an
k=1 k=1

On conclut par CESARO.

Démonstration (fin de la démonstration précédente). On applique le lemme & z; = X — X1
et ap =1+ (X, X),. On en déduit que

n

1 p.S
S (X = Xp) = (X, 1+ (X, X)) 220,

n k=1

Alors, (X, X), +1 ~poo (X, X)),
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Théoréme 4.4.2 (théoréme central limite pour les martingales). Soit X une martingale
L?. On suppose qu’il existe (a,), une suite de réels positifs croissante vers l'infini telle
que

(1) Il existe | € R* tel que

X, X
< ) >n P l ;
an, n—oo

(ii) (hypothése de LINDEBERG ) pour tout € > 0,

1 & P
— > EIAXLgax, e yamy Fi1] — 20

™ k=1
(Oft AXk = Xk — ch—l)-

Alors, on a

X,
T V.

Démonstration. Résultat admis.

O

Remarque. Ce théoréme central limite couvre le théoréme central limite habituel pour les va-
riables i.i.d centrées de carrés intégrables. En effet, si (Y},), est une famille de telles variables, alors
(Sp)n = (X p_1 Vi), (avec Sy = 0) est une martingale L?, et (S,S), = nvar(X;). L'hypotheése
(7) est vérifiée avec a,, = n. De plus, on a

EY 1y, ey [ Fr1] = BV Ly se i)

et Y21 (vi|>eymy tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini par convergence dominée. Cela assure
donc le point (i7) et donc

Sh Z
nvar(X;) n—oo

N(0,1).

4.5 Théorémes d’arrét

Il s’agit de voir que pour une sous-martingale, lorsqu’on a T' < S deux temps d’arréts, alors
E[X7] < E[Xg]. Bien qu’elle semble évidente, elle n’est pas toujours vraie. En effet, si (Xj)y est
une martingale de variables aléatoires a valeurs {—1,1}, et si M,, = >}, Xj. Soit T le temps
d’arrét constant & 0 et S = inf{n € N| M, = —1}. Alors, S est un temps d’arrét et (M,), est
une martingale. Pourtant, E[Mg] = —1 et E[M7] = 0.

Proposition 4.5.1. Soit (X,,), une sous-martingale uniformément intégrable et T un
temps d’arrét. Alors, XT = (X7an)n est une sous-martingale uniformément intégrable.

Démonstration. Soit ¢ : R — Ry, 2 — at (fonction convexe croissante). Ainsi, X, = ¢(X,,)

définit une nouvelle sous-martingale et (X

Tan)n €st encore une sous-martingale telle que

E[X}

Tan) < E[X] < E[|Xa]).
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Par le théoréeme d’arrét avec le temps d’arrét avec le temps d’arrét borné T'An < n, on a

supE[X}, | <supE[|X,]] < 0o
n>0 n>0

(car (Xp), est uniformément intégrable). Alnsi, (X7, )y converge presque stirement vers Xp et
X7 est L. Soit ¢ > 0,

E[| X7an L ix 0, >e] = BlIXT[Lix,sey Lir<ny] + B[ Xn|lix,sc} Lirsny] -

SE[X7|lixp>c}] SE[Xnlix,>c]

Or, E[|X7[l{x,>c) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers linfini par convergence dominée puisque
Xt est intégrable, et E[|X,[l{x,~c] tend aussi vers 0 lorsque c tend vers I'infini car X est
uniformément intégrable. Ainsi,

sup E[| X7an|Lix 0, >cp] < SgI;(EUXTUl{ch}] +E[|Xnllix,50]) — 0.

n>1 c—00

Ainsi, (X7an)n est uniformément intégrable.

Proposition 4.5.2. Soit (X,,), une sous-martingale uniformément intégrable. Alors, pour
tout temps d’arrét T,

E[Xo] < E[X7] < E[X]

Si (Xp)n est une sur-martingale uniformément intégrable, alors

E[Xo] > E[X7] > E[ X&)

Ce sont des égalités lorsque X est une martingale uniformément intégrable.

Démonstration. On montre le résultat dans le cas d’une sous-martingale. Soit (X,,), une sous-
martingale uniformément intégrable convergente presque siirement et L' vers X, une variable
aléatoire intégrable. Soit n € N. Alors, 0 < T An < n est un temps d’arrét borné. On a par le
théoréme d’arrét dans le cas borné,

E[Xo] < E[X7p] < E[X,).

Or, E[X,,] — E[Xs] car (X,), converge en L!. On a vu précédemment que (X7ap), est une
n o

sous-martingale uniformément intégrable donc elle converge presque siirement et L' vers Xrp.
Ainsi, E[X7p,] —— E[X7]. On conclut en faisant tendre n vers U'infini dans 'inégalité
n—oo

E[Xo] < E[X1rn] < E[X,].

Théoréme 4.5.1 (théoréme d’arrét de DOOB). Soit (X,,), une sous-martingale unifor-
mément intégrable, et S et T des temps d’arréts tels que S < T. Alors, E[Xg] < E[X7] et
Xs < E[X7|Fs| presque sirement.
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Remarques.

— On a vu que la propriété de sous-martingale s’écrit aussi “ Xy < E[X,,|F¢]” pour tout k& < n.
Le résultat Xg < E[X7|Fgs] presque strement n’est donc pas surprenant.

— Pour une sur-martingale (X, ), uniformément intégrable, on a dés lors que S < T que

E[Xs] > E[XT] et Xg> E[XT‘fs] p-s.

— Pour une martingale (X, ), uniformément intégrable, on a dés lors que S < T que

E[Xs] = E[XT] et Xg= E[XT‘fs] p-s.

Démonstration. On montre le résultat pour une sous-martingale uniformément intégrable. Soit
Y, = Xpan. Alors, (Y;,), est une sous-martingale uniformément intégrable a laquelle on applique
le résultat précédent avec le temps d’arrét S. Ainsi,

E[Ys] < E[Ys] < E[Vao]
On a Yg = Xgar = Xg et Yoo = Xooar = X7. Alors, E[Xg] < E[X7]. Montrons maintenant la
seconde inégalité. Soit A € Fg et U = ST 4+ T gc. U est un temps d’arrét car pour tout n > 0,

{Ugn}:({SSn}ﬂ\él/)U({Tgn}ﬂ \A;)e}‘n.
€Fs €FsCFr

€Fn €Fn

Puisque U < T, la premiére inégalité (déja montrée) assure que E[Xy| < E[X7]. On a donc que

E[Xs]lA + XT]lAc] < E[XT]IA + XT]lAc].
En simplifiant, il vient que E[Xg14] < E[X714] = E[Z14] ou Z = E[X7|Fs]. En choisissant

A={Z—-Xs <0} € Fs (car Z et Xg sont Fg-mesurables). Puisque E[Xg1 4] < E[X714], on
en déduit que

E[(Z — Xg)14] >0
mais par le choix de A4, on a Z — Xg < 0 donc E[(Z — Xg)14] = 0. Ainsi, (Z — Xg)1a =0

presque slirement car cette variable aléatoire est de signe constant et d’espérance nulle. Or sur

A, (Z — Xg)14 <0. Ainsi, A est négligeable donc on en déduit que Xg < Z presque stirement.
O
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Dynamique markovienne

On considére un systéme qui peut étre dans un nombre au plus dénombrable d’états. L’en-
semble de ces états sera noté F, appelé espace d’états. E sera possiblement de la forme [1,n],
E =N, ou E C N. On suppose le systéme observé a des dates n € N, et I’état du systéme a la
date n est décrit par X,,. Pour étudier le systéme aléatoire (X,,)n>0, il est nécessaire des faire
des hypothéses sur les variables X,,. La propriété la plus simple est I'indépendance des variables
aléatoires X,,, mais une telle hypothése s’avére trop restrictive pour étre intéressante. En fait, de
nombreux systémes évoluent au cours du temps de la facon suivante : le systéme a un date n+1
ne dépend que des valeurs précédentes Xy pour k < n, qu’a travers n. Une telle facon d’évoluer
dans le temps est appelée propriété de MARKOV et un tel systéme est dit markovien.

Exemple. Prenons l'exemple simple d’un systéme markovien (ou chaine de MARKOV) prenant
deux valeurs (généralement 0 et 1). On considére une machine qui soit fonctionne (état 1), soit
est en panne. Chaque jour (n), I'état de la machine est décrit par X,, € {0,1}. On suppose que

— si la machine est panne le jour n, elle est réparée et fonctionne le jour n+ 1 avec probabilité
p;

— si la machine fonctionne le jour n, il y a une probabilité ¢ qu’elle tombe en panne et ne
fonctionne pas le jour n + 1.

p
NEOWBOIN
q

Objectif. Décrire I’évolution de la machine, i.e déterminer pour tout n € N,

pn(0) :=P(X, =0) et pn(l) =PX, =1).

On suppose donné g = (po(0), po(1)) qui décrit I’état initial de la machine. Remarquons qu’on
a

P(Xp+1 =0) =P(Xp11 =0/ X, = 0)P(X,, =0) + P(X 41 = 0|.X,, = 1)P(X,, = 1).
On en déduit que

(X1 = 0) = (1 - p)P(X,, = 0) + ¢P(X,, = 1) = (1 — p — 9)P(X,, = 0) +q.

On a donc une récurrence arithmético-géométrique puisque p + g # 0,




P(Xa=0)=(1-p=q)' = “—+(1-p=q" (P(onm—qu)

et

PG =)= (-p-0" =L+ (1—p =gy (P(onl)—piq)

— Si|l—(p+4q)| <1, alors P(X,, = 0) — ot et P(Xy, = 1) — &~ On en déduit que

lin converge en loi (p%’rq, p%q) (on parle de loi asymptotique, ou d’équilibre).

— Sip=g=1,1il est facile de voir que P(Xap—0) = 110(0) et P(X2p+1 = 0) = p1(0) = po(1).
Alors, pon = po, et pont1 = (po(1), o(0)) = 1 — po. La loi de la machine alterne et il n’y
a pas de convergence en loi du systéme.

— Sip=g¢=1, alors P(X,, =0) = 110(0) et P(X,, = 1) = po(1). Ainsi, pn, = po. Le systéme
n’évolue pas au cours du temps.

Remarque. Si pp(0) = p%’rq et up(1l) = p%q, alors selon nos calculs dans le cas général, on a
q p
PX,=0=—— e PX,=1=—.
Ca=0= -1 e BX,=1)= L
Ainsi, p, = uo pour tout n > 0. On dit que la loi asymptotique (ﬁ, ﬁ) est une loi nvariante

(ou stationnaire).
Approche matricielle. Soit p, = (P(X, =0),P(X,, = 1)) pour tout n € N. Soit la matrice
P= (1 PP > .
g l-—g¢

Le vecteur colonne (1,1)7 est vecteur propre de P associé & la valeur propre 1. Ainsi, on trouve
que Sp(P) ={1,1 —p — ¢}. Soit alors

_(1-»p 0
D_< 0 1—p—q>'

1 est valeur propre dont un vecteur propre est (1, 1)T et 1 — p — ¢ admet comme vecteur propre
(p, —q)T. Ainsi, un matrice de passage pour diagonaliser P est

_ (L
A_(l —q)’

Qo1 (a p)
p+g\l -1

et

On en déduit que pour tout n € N,

Pn:A<1 0 n>A_1= 1 (q p>+(1—p—q) <p q>.
0 (I1-p—gq) p+qg\qd p p+q —-q D
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5.1 Probabilités de transition

On rappelle la définition de noyau de probabilité (ou noyau de transition).

Définition 5.1.1. Soient (E,&) et (F,F) deux espaces mesurables. On appelle noyau de
probabilité de E dans F' toute application

v:ExF—][0,1]

telle que
(i) pour tout x € E, v(x, -) est un probabilité sur (F,F) ;

(ii) pour tout A € F, v(-,A) est une fonction mesurable sur (E,£).

Dans la suite on prendre £ = F' un ensemble dénombrable.

Définition 5.1.2. On appelle matrice stochastique sur E toute famille (P(x,y))zycr des
réels positives tels que

(i) pour tout x,y € £, 0 < P(z,y) <1;
(ii) pour tout x € E,

> Plx,y) = 1.

yek

Bien évidemment, une matrice stochastique peut étre vue comme une. .. matrice (infinie).

Remarque. Dans notre cas, la donnée d’une matrice stochastique est équivalente & la donnée
d’une noyau de probabilité. Etant donné une matrice stochastique P, la formule

v(x,4) =3 Play)
yeA

définit un noyau de probabilité v. Réciproquement, étant donné un noyau v, la formule

P(x7y) = I/(:E, {y})

définit une matrice stochastique. Dans les deux cas, on a toujours P(z, -) = v(z, -) pour tout
r e k.

Notations.

— Si f: E — R est une fonction, on note Pf la fonction

Pfi|E — R
z — Y P@y)f(y)

yelE

On interpréte les fonctions f comme des vecteurs colonnes. Alors, on peut écrire

(Pf) = (P)(f)-

On peut aussi écrire pour tout x € E, Pf(z) = Ep(,, .)[f].
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— Soit @ une mesure sur E. On interpréte p comme un vecteur ligne et on définit uP par

pP(y) =Y p(z)Px,y)

zelR

pour tout y € E. On a alors

(nP) = (1)(P).

— Etant donnés deux matrices stochastiques P et @, on définit la matrice PQ pour tout
z,y € E par

(PQ)(z,y) = > P(z,2)Q(z,y).

zeE

PQ@ est une matrice stochastique. Dans la suite, on notera (P,), la suite définie par
Po(z,y) = 1,—y, P1 = P, et P, = P" pour tout n € N*.

Définition 5.1.3. On appelle chaine de MARKOV sur un espace d’états E dénombrable
toute suite de variables aléatoires (X,,)n G valeurs dans E telle que

g(Xn+1|XOu s 7Xn) = X(Xn—i—lp(n)a

i.e que pour tout xg,...,xy € E tel que

]P)(XO :.%'Q,Xl :.Tl,...,anafn) 7&0,

alors pour tout y € F,

P(Xpnt1 =yl Xo,y ..., Xn = ) = P(Xpy1 = y| X = ).

De plus, la chaine de MARKOV est dite homogéne s’il existe une matrice P telle que

g(Xn+1|XOa 0coo 7Xn) = P(Xn7 : )7

ou de maniére équivalente si pour tout xq,...,x, € E tel que

]P)(XO :.CC(],Xl :.Tl,...,XnIQSn) 7&0,

alors pour tout y € F,

P(Xp+1 = y|Xo = z0,...,Xn =xn) = P(zn,y).

5.

2 Exemples de chaines M ARKOV

Exemple 1. Soit (X,,), une suite de variables aléatoires de loi p & valeurs dans E. Alors, (X;,),
est une chaine de MARKOV avec P(z,y) = u(y). En effet,

et

P(Xn+1 = y[Xo = 20, ..., Xn = 2) = P(Xy1 = y) = p(y)

P(Xni1 =yl Xn = 20) = p(y).
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Exemple 2. Marche aléatoire sur Z%. Soit (X,), une suite de variables aléatoires i.i.d de loi
p sur Z%. On considére (S = Y1y Xi)n appelée marche aléatoire de position initiale X de pas
de loi p. Ici, (Sp)n est une chaine de MARKOV de matrice stochastique P(z,y) = p(y — x). On
a en fait

P(Sp=1 =y|So = x0,..., S =z) = Pz + Xpnt1 =y|So =x0,...,5, = zp)
= P(Xny1=y—zn)
= Yy —n).
De méme,
P(Sn1 =yl = an) = p(y — n).

Cas particulier (d =1). OnaFE =Z.Soitp = u(1),q = p(—1), et u(0) = r. Onap+q+r =1,
et la marche (S,), est une chaine de MARKOV sur Z avec

p siy=x+1;

) q siy=x—-1;

P(z,y) = r siy=x+1;
0 siy=u=x.

777

5.3 Probabilités trajectorielles

5.3.1 Propriétés

On considére une chaine de MARKOV (X,),, sur un espace d’état E dénombrable et de matrice
stochastique P (ou matrice de transition, ou noyau de transition, ou encore noyau markovien).

~

Proposition 5.3.1. Soit (X,,), une chaine de MARKOV. Alors (X)), est de matrice
stochastique P si et seulement si pour tout n € N et pour tout xq,...,x, € E, on a

P(Xo =x0, X1 =21,...,Xp =) = P(Xo = 29) P(x0, 1) P(x1,22) - - - P(Xp—1, x0).

\. J

Cette propriété donne un lien entre propriété de MARKOV, et probabilité initiale et dynamique
de transition.

Démonstration. On procéde par récurrence avec une initialisation automatique lorsque
n = 0. Soit n € N et supposons la formule vraie a ce rrang. Alors si P(Xg = xo, X,, = x,,) # 0,
alors si p, = P(Xo = xg, ..., Xn = xp)

]P)(XO =Ty - - ,Xn = Tp, Xn+1 = xn+1) = P(Xn+1 = .%'n+1|X0 =20y - - ,Xn = wn)pn'

P(xn axn+1)

On conclut en appliquant I'hypothése de récurrence. Si maintenant P(Xy = 1, X,, = x,,) = 0,
alors
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5.3. Probabilités trajectorielles

IP(XO =Ty -- 7Xn = xn7Xn+1 = $n+1) = 0.
Par hypothése de récurrence, on a
P(Xo = x0)P(x0,21) - P(xp-1,2,) =0

donc
IF’(X() = xQ)P<$0,$1) s P(.%'n, xn+1) =0.

Soit xq, ...,x, € E tel que P(Xg = xg,...,X,, =x,) #0. On a

]P)(XO = Z0y- -, XnJrl = $n+1)
]P)(XO :l'o,...,Xn = ZEn)

P(XnJrl = $n+1|X0 =T0y..-, Xp = xn)

= P(xnv xn—l—l)-

Ainsi, (X,,), est une chaine de MARKOV de matrice stochastique P.

Proposition 5.3.2. Soit X une chaine de MARKOV de matrice P. On a les propriétés
sutvantes.

(i) Pour toute fonction mesurable f : E — R, n > 0, et xg,...,x, € E tels que
P(Xo = z0,...,Xn =) # 0, alors

E[f(Xnt1)|Xo = 20, - .-, Xn = 2p] = E[f(Xp41)| X = 2] = Pf(2y).

(i) Pour tout iy < ...<ig € [0,n], et f: E— R mesurable,

Elf(Xnt1)|Xey, -+ Xy, Xn] = (Pf)(Xn)-

Démonstration. (i) Pour montrer ce point, il suffit d’utiliser la définition.

(ii) On a par propriété de conditionnement en cascade que

Elf (Xn41)|Xir, - -+, Xy, Xn) = E[E[f(Xn41) | X0, -, Xl | Xir, oo, Xiy Xan)-
Or, E[f(Xn11)|Xo, ..., Xn] = Pf(X,) d’aprés (i), et

E[Pf(Xn)’X“, : 7Xik7Xn] = (Pf)(Xn)
O

Remarque. Le noyau de transition en n étapes donne la probabilité de passer d’un état x a
un état y en n étapes :
]P)(XO = ann = y)

Po(z,y) = P(Xyn = y|Xo = 20) =
Or, on a la partition

{X():zaXn:y}: |_| {XO:IZ‘,Xl:IEl,---,anl:ZEnfl,Xn:y}-

rL€EE
1<j<n—1

On a donc que

70 CMMA



Chapitre 5. DYNAMIQUE MARKOVIENNE

]P(XQ = :L’,Xl = T1,.. .,Xn_1 = xn_1,Xn = y)

Ainsi,

IFD(XO - m)P(.’E,ml) e ,P(l'n_l,y)
rL€EE
1<j<n—1

On trouve donc que

P,(x,y) = Z P(z,z1)P(x1,22) - P(zp_1,y) = P"(z,y).

rpEE
1<j<n-1

Autrement dit, P, = P".

Proposition 5.3.3. Le noyau de transition en n étapes d’une chaine X de matrice sto-
chastique P est donnée par la matrice P". On a une propriété de semi-groupe (équation
de CHAPMAN-KOLMOGOROV ) avec

Pn+m(x7 y) = Z Pn(xv Z)Pm(zv y)a
z€E

ce qui revient a dire que P"T™ = P"P™. En notant p, = £ (X,), i.e

Mn = (P(Xn = x))zGE'v

alors

P(Xn = y) = Z P(XO = :U)Pn(x:y)'
zeE

Ainsi, py = uoP™. De plus,

P(Xn =y) Y P(Xn1 = z)P(z,y).
zeFE

Ainsi, phy = pin—1P.

Notation. On note Py pour indiquer que la loi initiale de la chaine est pg = v, et P, = Ps,
pour indiquer que la chaine part de x € F.
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Proposition 5.3.4 (boite a outils). Soit X une chaine de MARKOV de matrice stochas-
tique P. Lorsque les probabilités conditionnelles sont bien définies, on a les expressions
suivantes.

(i) Pour x1,...,Zn,Yy1,...,Yym € E, on a

P(Xn—H = yl;Xn+2 =Y2,... >Xn+m = ym|X0 = anXl =T1y--- aXTL = l‘n)
= P(xn,y1)P(y1,92) - - P(Ym—1, Ym)-

(ii) Soit xp,y1,...,ym € E et Ag,... A1 C E. On a

]P(Xn+1 =Y1,--- aXn+m = ym|X0 S Ao, s aanl € AnflaXn = mn)
=P(Xn+1 =91, Xntm = Ym|Xn = xn).

(iii) Pour tout Ag,...,Apn,,B1,...,Bn C E etx, € E. Alors,

P(Xnt1 € Bi,..., Xnym € Bp|Xo € Ao, ..., Xn_1 € Ap_1, Xy = zp)

= Y PXni1=y1-, Xntm = ym|Xn = 7).

Yk EBy
1<k<m

Remarque. Le point (i) montre que

P(Xn+m - ym|X0 =0, -- aXn = mn) = P(Xn+m = ym‘Xn = xn) - Pm(xnv yn)-

En effet,

P(Xntm = ym|Xo = o, ..., X5y = xp)
= Y PXnpi =01, Xngm = ym|Xo = 20, .., X = ).

ykEE
1<j<n~1

Démonstration. C’est pénible, peut-étre un jour aurai-je le temps d’écrire cette démonstration.

O
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5.3.2 Approche récursive d’'une chaine de MARKOV

Proposition 5.3.5. Soit Xy une variable aléatoire dans E loi v et (Up)p>0 une suite
de variables aléatoires i.1.d de loi p dans F indépendante de Xo. Pour toute fonction
f: ExF — E mesurable, alors la suite suite (Xy,), définie récursivement pour tout
n € N par

Xn—l—l = f(Xn7 Un+1)

est une chaine de MARKOV de matrice stochastique P telle pour tout x,y € E,

P(z,y) =P(f(z,Upn) = y)-

Démonstration. Soit xg,...,z, € E tel que P(Xy = xo,..., X, = x,) # 0. Alors,

P(Xn+1 = .’En+1|X0 = TQy -y Xn = CCn) = P(f(l‘n, Un+1) = $n+1|X0 = TQy -y Xn = CCn)
= P(f(xn) Un—i—l) = !Tn—l)
= P(xnal'n-&-l)

(le passage de la premiére & la seconde ligne étant di au fait que les (U,),, sont indépendantes
de Xp). On a donc bien une chaine de MARKOV de matrice P.
O

Exemple. Marche aléatoire. Soit (X;);en une suite variables aléatoires i.i.d, et S, = > 7" [ X;
pour tout n € N, et soit la fonction f: R? = R, (x,%) — = + y. Alors,

Sn+1 = f(SnaXnJrl)

pour tout n € N. Puisque (X,), est i.i.d, et indépendante de Sy = Xy, on retrouve avec cette
écriture que (Sy,)y, est une chaine de MARKOV.

Proposition 5.3.6. Une chaine de MARKOV homogéne a valeurs dans E C R peut étre
vue en loi comme une suite récursive du type Xp+1 = f(Xn,Uns1) comme dans la pro-
priété précédente.

Rappel. Soit Z une variable aléatoire de fonction de répartition F. On définit 'inverse géné-
ralisé par

F7l(y) =inf{fu e R| F(u) >y}

pour tout y € F(R). Par exemple si U suit une loi uniforme sur ]0, 1], alors F~1(U) ~ Z (c’est
la méthode d’inversion).

Démonstration. Soit (X,,), une chaine de MARKOV de matrice stochastique P. Il s’agit de trouver

une fonction f mesurable et une variable aléatoire U telles que X3 £ f(x,Uq) lorsque Xy = x.

On définit f(z, -) comme 'inverse généralisé de la fonction de répartition P(x, -) (qui est la loi
de X sachant Xy = x). Dans notre cas, si U; suit une loi uniforme sur |0, 1, alors f(z,U;) ~ U
sachant que Xo = x. On définit la suite (X,,), par récurrence avec
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jszrl = f()?na UnJrl)

pour tout n € N, ot f(x, -) est I'inverse généralisé de la fonction de répartition P(z, - ), et (Un)n
est une suite i.i.id de loi uniforme sur ]0, 1[. Alors, X a pour matrice stochastique

P(z,y) =P(f(z,U1) = y) = P(X1 = y|Xo = 2) = P(z,y).

5.4 Chaine canonique

Cette section aura pour but, étant donné une matrice stochastique P = (P(x,y))z yck, o0 va
construire sur un certain espace probabilisé une variable aléatoire (X),, de matrice stochastique
P issue de X§ = z, pour tout € E. On considére

(2, F, ) = ([0, 1], B([0,1]), A)
et une suite (Uy,),, i.i.d de loi uniforme sur [0, 1] sur (Q, F,P). Puisque E est dénombrable, notons
E = {y, |n € N}, et on construit une chaine de MARKOV (X7),>0 partant de z € E de matrice

stochastique P (donc X§ = z).

Proposition 5.4.1. Soit E un ensemble dénombrable et P une matrice stochastique sur
E. Il existe un espace (2, F,P) sur lequel pour tout x € E, il existe une chaine de MARKOV
(XE),, issue de x et de matrice P.

Démonstration. Soit (y;); une énumération de E. Soit (U,), uniforme i.i.d de loi uniforme sur
[0,1], X§ = « et pour tout n € N, X[ | = y;, avec y;, tel que

ZP 7y] <Un+1<zp 7y])

i<k i<k

P( Xy =wl Xy =2,..., X, =)

n

=P | Yo € | P(XZy), Y PXZy) | [X§==,... XI=2

i<k i<k
:Z xnvy] E Pl’n,y] (x'rhyk)
i<k i<k

Puisque la probabilité obtenue ne dépend pas des xj pour k < n, on a établi la propriété de
MARKOV. On observe d’ailleurs que P est la matrice stochastique de (X}Y),,.
O

Autre construction. On propose une seconde construction sur I'espace dit canonique de la
chaine Q = EN. Sur , on considére la tribu F = € la plus petite tribu rendant mesurables les
applications coordonnées définies par X, (w) = w, pour tout n € N et w € Q. En fait, € est la
tribu engendrée par la famille Cyl des cylindres, i.e des ensembles C' de la forme

C ={weEY|Vie[0,n],w =z}
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ot n € N, et (7;)o<i<n € E™L. Montrons donc que ¢ = o(Cyl). Soit C un cylindre (de forme
donnée ci-dessus). On remarque que

C = ﬂX ({z}) €

donc Cyl C ¥, donc o(Cyl) C ¥. De plus, chaque application coordonnée X; est mesurable pour
o(Cyl). En effet,
“1{z}) = {w € EN|w; = z} € Cyl C o(Cyl)

pour tout x € E et ¢ € N. Or, € est la plus petite telle tribu par définition donc € = o(Cyl).
Cette tribu € = o(Cyl) s’appelle la tribu cylindrique.

Lemme 5.4.1. Soit (0, F) = (EN,%) et (Q,F) un espace mesurable. Une application
Vi (Q,F) — (0, F) est mesurable si et seulement si X, o 1 est mesurable pour tout
n € N.

Démonstration. Le sens direct est immédiat par composition d’applications mesurables. Pour la
réciproque, on suppose que X, o ¢ est mesurable pour tout n € N. On pose

G={AcF|yv " (A) e F}.

G est une tribu qui contient tous les cylindres. En effet, X, 1({y}) € G pour tout y € F et n € N
car X, *({y}) € Cyl C F = %, donc

X)) = Xnow) t({y) € F
(par hypothése). Un cylindre C' s’écrit
C=X"(v})
PN sund
€g
et est donc élément de G. On en déduit que Cyl C G, donc que F = o(Cyl) C G C F. On a ainsi

montré que G = F et donc que 1) est mesurable.
O

Théoréme 5.4.1 (définition de la chaine canonique). Soit E un ensemble dénombrable
et P une matrice stochastique sur E. Pour tout x € E, il existe une unique mesure de
probabilité¢ P, sur (Q, F) = (EN,€) telle que la suite (X,), des applications coordonnées
est une chaine de MARKOV issue de x de matrice stochastique P.

Démonstration.  — Euxistence. D’apres la premiére construction, il existe un espace de proba-
bilité (€2, F,P) sur lequel on a construit (X7), une chaine de MARKOV issue de = avec P
pour matrice stochastique. On considére ’application

Vo | (Q,F) — (Q,F)
D’apres le lemme précédent, 1, est mesurable puisque pour tout n € N, X, o ¢, = X7

est une variable aléatoire donc mesurable. Sur (2, F) on considére alors P, = P o), 1 la
mesure image de P par 1. On a {Xo = 2} = Cp = {w € EN|wy = x}, donc
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P(Xo = z) = P4 (Co) = P(v; 1(Cy)) = P((X2)n € Co) = P(X§ =) =1

donc (X,,)n est bien issue de x. Soit maintenant n € N*, et (z1,...,x,) € E™. On pose

Cpn={weQw =z,w; =21,...,w, =} € Cyl.

ce qui montre que (Xy,), est bien une chaine de MARKOV de matrice stochastique P.

— Unicité. Si P, et P/, sont deux mesures de probabilités vérifiant la conclusion du théoréme.
Alors, pour tout C' € Cyl, P,(C) = P,(C). Or, Cyl est un m-systéme donc en vertu du
théoreme de classe monotone, P, et P coincident sur o(Cyl) = F donc sont égales.

O

Remarque. Etant donné une probabilité v sur E, on définit P, = Yz v({z})P,. Clest une
probabilité sur (Q, F) = (EY,%). Sous la probabilité P, on a Xy ~ v. En effet,

P,(Xo € A) =) v({a})Pu(Xo € A) = Y v({z}) = v(A).

zeFE 14(z) T€EA

5.5 Propriétés de MARKOV

On travaille sur I’espace canonique (2, F) = (EN, %), I'espace des suites d’éléments de E
muni de la tribu cylindrique, sur lequel on introduit les opérateurs de décalage (ou translation,
ou shift) : si k € N, on définit pour tout w € 2 par

Ok (w) = (Wn+k)n-

On a donc O = O%F. L’application O = (2, F) — (2, F) est mesurable car X,, 0 Oy = X, 14,
pour tout n, k € N. Dans la suite, on note F,, = o(Xj, ..., X,) pour tout n € N pour tout n € N,
et E, I'espérance sous P, et E, celle sous P,,.

7

Théoréme 5.5.1 (MARKOV faible). Soit G : Q — R une application mesurable. Alors,
pour tout x € E,

E;[G 0 ©, | F,] =Ex,[G].

De maniere équivalente, pour toute fonction F : Q@ — R F, -mesurable,

E,[F x (G 0©,)] = E,[FEx., [G]].
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Remarque. Ex, [G] est la composée de X, et de z — E;[G]. Ex, [G] est donc une variable
aléatoire o(X,,)-mesurable (donc F;,-mesurable).

Démonstration. On démontre la seconde formulation. Il suffit de considérer

F=1xo=a0,.. Xn=a.} €0 F = Tiximy,,. Xp=y,}

avec (21,...,%,) € E™ et (y1,...,yp) € EP des éléments quelconques. Puisque Cyl est un n-
systéme, par un argument de classe monotone, on peut généraliser & F' = 14 et G = 1 pour
tout A € F,, et B € F. Puis, par les arguments usuels de la théorie de la mesure, on étend a des
applications étagées, puis mesurables positives et mesurables de signe quelconque.

Soit maintenant y € E. On a

Ey[G] = Py(XO =Yo,--- 7Xp = yp)
= 5y,yop(yv yl)P(y1, 3/2) e 'P(ypflyyp)

et
Ex [F X (G © @n)] = ]Ex(]l{Xo::I:O ..... Xn=zn}> ]l{Xn:yo,Xn+1:y1,...,Xn+p:yp})
= ]P)Z‘(XO = x07"‘7Xn = xnaXn = Yo, - -- 7Xn+p = yp)
= 0g,20 P(%1, 22) P(Tn—1, Tn) 0, 5o P (Yp—1, Yp)-
On a

E;[FEX,[G]] = Ex[1{xy=z0,.... Xn=2,} Xm0 L (M0: Y1) -+ P(Yp—1,Yp)]
= Px(XO = Z0,--- 7Xn = 'rn) 5ccn,yop(y07 yl) o P(yp—17yp)7
51@0P(z,xl)---P(xn_1,xn)

d’ou I’égalité cherchée.

Théoréme 5.5.2 (MARKOV fort). Soit T un temps d’arrét pour la filtration canonique
(Fn)n de (Xn)n. Alors, pour tout fonction mesurable G : @ — R,

Ez[1{1<00}G © O1|Fr] = Lirc oo} Exy[G].

De maniére équivalente, pour toute fonction F' : Q@ — R Fp-mesurable et G : @ — R
mesurable,

Es[F(G 0 O1)Li1<00}] = Ex[FEx, [G]L{7<o0}]-

Démonstration. Soit n > 0, et F': & — R Fr-mesurable. Alors, 17—, F' est Fj,-mesurable.
En effet,

[Lgreny € A} = (T =n} N {F € A)U{T #n} {0 € 4}).
~——

eFr

€Fn

Par MARKOV faible avec 1y7_,1F' qui est Fy,-mesurable, on a
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Ex []l{T:n}FG o @T] []l{T:n}FG o @n]

—E,
= Eo[1yr—n} FEx, [G]]
=E, []I{T:n}FEXT [G]]-

En sommant sur n > 0, on a

Eo[L{1<o0} F'G 0 O1] = Ex[1{7 00} FEx, [G]]

car Zzozo ]l{Tzn} = ]1{T<oo}'

Corollaire 5.5.1. Soit T un temps d’arrét tel que Py(T < oo) = 1. On suppose qu’il
existe y € N tel que P(Xp = y) = 1. Alors, sous Py, la variable O est indépendante de
Fr et sa loi est Py,.

Démonstration. Pour toutes fonctions bornées Fr-mesurable F' et G mesurable, la propriété de
MARKOV forte donne

E,[F x (G 0 ©r)] = E,[FEx,[G]] = E,[FE,[G]) = E,[FIE, [F).

Dans le cas particulier F' = 1, on trouve que

E,[G 0 O] = E,[C]

qui une fois réinjecté dans nos calculs permet de dire que E,[F' X (G 0 O7)] = E,[F]E,[G o O7].
Ceci étant vrai pour toutes fonctions bornées Fp-mesurable F' et G mesurable, ceci montre que
Or et Fr sont indépendantes sous P,. Enfin, la derniére égalité signifie P,oO~! = P,, c’est-a-dire
que O7 est de loi P, sur EN.

O

Reformulation de la propriété de MARKoOV. En notant .Z,((X,),) la loi de la chaine de
MARKOV (X,,), avec X ~ v, la seconde propriété de MARKOV forte s’écrit

L((Xn)n>T|Fr) = Ly (Xn)n>0),
ou pour tout B € €,

PV((Xn)nZT € B‘FT) = PXT((Xn)n € B)'

Lorsque T est un temps d’arrét, il s’agit de MARKOV fort. Si T = p est déterministe, il s’agit
de MARKOV faible. On peut encore reformuler les propriétés faible et forte de MARKOV, comme
dans le corollaire suivant.

7

Corollaire 5.5.2. Soient A € €, (xn)n € EN, y € E, et T un temps d’arrét presque
strement fini. Alors,

P(©,X € A|Xo =x0,...,Xp =1xp) =P (X € A) (MARKOV faible),
et

P(OrX € A|Xo =z0,...,Xr=y) =Py(X € A) (MARKOV fort).

78 CMMA



Chapitre 5. DYNAMIQUE MARKOVIENNE

La propriété de MARKOV justifie également que pour une chaine de MARKOV, passé et futur
sont indépendants sachant le présent.

s a

Corollaire 5.5.3. Soitn>1, A€ F,, et B € 0((Xg)r>n). Alors,

P(A N B|Xn) = P(A|Xn)P(B‘Xn)

De la méme facon, si T est un temps d’arrét P, -presque sidrement fini, alors pour tout
AcFretBe{0 1 (A)|AcF}, ona

P(AN B|Xy) = P(A|X7)P(B|X7).

Remarque. Puisque O7 est mesurable, {©71(A)|A € F} est une tribu qui contient les
événements réalisés aprés 7. C’est une manicre adéquate pour remplacer o((Xy)r>7) puisque
{(X1,...,X)00r € B} ={(Xr41,...,X14n) € B}.

Démonstration. Soit F' une fonction F,-mesurable et G' une fonction o((Xy)i >p)-mesurable.
On peut écrire G = G 0 ©,, (selon le théoréme de DINKYN). On a donc

Le cas particulier F = 1 donne Ex, [G] = E,[G|X,] ce qui une fois réinjecté dans nos calculs
montre que

On a donc montré la premiére partie du corollaire. La seconde se fait de la méme fagon avec la
propriété de MARKOV forte.
O
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Chapitre 6

Récurrence et transciences

On considére une chaine de MARKOV (X,,),, de matrice de transition P sur un espace d’état
E. Sauf mention contraire, cette chaine sera la chaine canonique construite a la fin du chapitre
précédent. On note pour tout y € E,

T,=inf{neN | X, =y} et T,=inf{neN"|X, =y}

Ce sont des temps d’arrét, le premier étant un temps d’atteinte de y, et le second un temps
d’atteinte de y aprés le départ. Enfin, on note

Pry = Pz(fy < )

la probabilité que, partant de I’état x, la chaine arrive en temps fini a I’état y. Ainsi, la quantité
pa,z €st la probabilité que la chaine partant de z, finisse par y revenir en temps fini.

6.1 FEtats récurrents et transitoires

Définition 6.1.1. Un état x € E est dit
— récurrent si py = 1;

— transitoire si pg, < 1.

Remarque. Le nombre de passages sur I'état x € E est donné par la variable aléatoire N (z) =
ZZO:O ]l{Xk :x} .

6.1.1 Nombre de passages

7

Proposition 6.1.1. Pour tout x € E, on a l'alternative suivante.

— Si x est récurrent, alors N(z) = oo P,-presque sirement.

— Si x est transitoire, alors N(x) < oo P,-presque siirement, et

Démonstration. Remarquons d’abord que P,(N(x) > 1) = 1. Soit k > 1. Selon la propriété de
MARKOV forte, on a




6.1. Etats récurrents et transitoires

Pa(N(@) 2 k1) = Ball (vwyzen] = Ball 7, <oy L@z © O

= Po(Ty) < ooB[1{n(x)>iy]
= Pz,xPr(N( ) > k)

Par récurrence, il est clair que pour tout k£ > 1,

P,(N(z) > k) = ok,

Si z est un état récurrence, alors P, (N (z) > k) pour tout £ > 1 et on conclut par convergence
monotone. Si x est un état transitoire, alors pour tout k£ > 1,

Py(N(z) = k) = Po(N(z) > k) = Po(N(2) > k+ 1) = p . (1 = poa).

On a donc aussi le second point. O

Soit y € E et N(y) = > neq 17X}, = y} le nombre de passage de la chaine par I'état y aprés
le départ. Si elle part d’un état x € E\{y}, alors N( ) = N(y) et T, = T,. Si elle part de 'état
z =y alors N(y) = N(y) — 1, et le temps d’arrét T, est le temps de premier retour en y. Soit

alors la suite de temps d’arrét (Ty(k)) k>0 définie récursivement par Ty(o) =0, et

Ty(kJrl) = min{n > Ty(k) | X, =y}

pour tout k£ € N.

Proposition 6.1.2. Soient y € E et n € N. Sur l’événement {Tén) < oo}, les variables

aléatoires Agk) = Ték) — T?Sk_l) pour tout k € [1,n] sont indépendantes et identiquement

distribuées sous IP,,.

Démonstration. Puisque {Tén) < oo} = ﬂ?:l{Az(/i) < oo}, il suffit de montrer pour tout k € [1, n]
que

k

[Hg ﬂ{A<z><oo}] TTE oA a0 <o)

i=1

pour toutes fonctions (g;)1<i<x mesurables et bornées sur R. Pour cela, on travaille par récur-
rence sur k € [1,n]. Le cas k = 1 étant évident, on montre directement I’hérédité. Soit k € [2, n],
supposons la relation vraie au rang k — 1 et montrons la au rang k + 1. Observons avant tout les
faits suivants :

A

. L 1
— les variables aléatoires Ag, ), .. sont F, k1" -mesurables ;

— la variable aléatoire © D) est indépendante de la tribu F, k=D et est de loi P, (d’aprés
la propriété forte de MARKOV)
1
. A:S/ ) — A:Sj ) o @Tékfl).

Soient donc g1,...,gr des fonctions mesurables et bornées sur R, . La propriété de MARKOV
forte donne
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=E, <gi (Agj)) ]l{A:(yi)<OO}) g (Aél) o @Tékfl)) 1{A<1)06T(k71)<00}
Y
=, | TT (o (49") ]1{A§”<oo})]

< Ey | g (A§}> ° @T;k—1>> ]1{

A(l)O@Ték_l) <oo}

[k—1

=5 | TT (5 (897) Lagp ) | B o (40 1)
Li=1
k—
= ZHllﬂiy [gi (Ag’i)) ]I{Agjkooﬂ E, [gk (A?(Jk)> n{A;k)@O}} .

Proposition 6.1.3 (nombres de passages en y partant de = # y). Soient x,y € E deux
états distincts. Sous la probabilité Py,

(i) siy est transitoire,

N(y) = (1 = pzy)do + pzyG(1 — pyy)
et P,(N(y) <o0)=1;

(i) siy est récurrent et la chaine part de x, ou bien elle ne rejoint jamais y (i.e N(y) =
0), ou bien elle le rejoint une fois, puis une infinité de fois (i.e N(y) = o0). De plus,

N(y) ~ (1 - pl‘,y)(sO at P:r:,y5007
Py(N(y) =o00) =1, et P,(N(y) = 00) = Pzy-

Remarque. Les propositions 6.1.1 et 6.1.3 permettent de décrire et différencier les états ré-
currents et transitoires.

— Si y est transitoire, alors peu importe 1’état initial de la chaine, le nombre de passage en y
est fini. Le nombre moyen de passage en y est aussi fini.

— Si y est récurrent, alors si la chaine part de cet état, elle y repasse un infinité de fois. Si elle
ne part pas de y, ou bien elle n’y va jamais, ou bien elle y passe une fois puis une infinité
de fois.
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6.1.2 Potentiel ou fonction de GREEN

7

Définition 6.1.2 (potentiel ou fonction de GREEN). Pour tout x,y € E, on note

G(z,y) =E[N(y)] =D Po(Xp=y) = > _ Pk(z,y).
k=0 k=0

La fonction G : E?> — R est appelé potentiel (ou fonction de GREEN)

Interprétation. G(x,y) est le nombre de moyen de passages en y lorsque la chaine part de x.

7

Théoréme 6.1.1 (récurrence, transcience et potentiel). On a les propriétés suivantes.

(i) Siy est un état transitoire, alors le potentiel G(x,y) est fini pour tout état x. Plus
précisément,

Py

7 SITFY;

G(z,y) = e |
—  Sinon.
L= pyy

(ii) Siy est un état récurrent, alors G(y,y) = oo et

0 Stpry=0;
G(w)z{ Pr

00 sinon.

De ce théoréme se déduit facilement un critére de récurrence.

Corollaire 6.1.1 (récurrence et potentiel). Un état x € E est récurrent si et seulement
si G(x,y) = oo.

Corollaire 6.1.2. En convenant que 0 X co = 0, pour tout x,y € E distincts

G(z,y) = payG(Y, ).

Définition 6.1.3. Une chaine est dite transitoire (resp. récurrente) si tous ses états sont
transitoires (resp. récurrents).

Définition 6.1.4. Un état x € E est dit

— récurrent positif si m, = E,[T,] < co.

— récurrent nul s’il est récurrent mais my; = 0.

Interprétation foireuse. Un élément est récurrent positif s’il arrive souvent (récurrent) et
qu’on attend généralement pas trop longtemps pour revenir a 1’état x. Au contraire un élément
récurrent est récurrent nul 8’il arrive souvent mais qu’il faut attendre le dégel entre deux passages
en .
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Exemple. Un état © € E est dit absorbant lorsque P(z,r) = 1. Un tel état est récurrent
positif puisque dans ce cas, T,, = 1 P,-presque stirement.

~

Définition 6.1.5. Une chaine de MARKOV est dite récurrente positive (resp. récurrente
nulle, resp. transitoire) si tous ses états sont récurrents positifs (resp. récurrents nuls, resp.
transitoires).

Exemple. Lorsque F est fini, alors la chaine ne peut pas étre transitoire car au moins un état
est récurrent. En effet, on rappelle que si y est un état transitoire, alors

o
G(z,y) = P"(x,y) < o0
n=0
pour tout x € E. Alors, P"(z,vy) T> 0. Si la chaine était transitoire, on aurait
n oo

0= ZTLII—)H;OP (z,y) :nli_{rOloZP (x,y) =Py (X, € E)=1.
yeE yeE

Il existe donc un état récurrent.

6.1.3 Temps passé sur un état.

Soit y € E, on note

Nu(y) = Z Lix,—y
k=0

le nombre de passages en y a la date n et

n

Gu(z,y) = Eo[Na(y)] = D P¥(x,y).
k=0

Théoréme 6.1.2. Pour tout y € E et toute loi initiale v,

n—00 n My

P, -presque stirement. De plus, pour tout x € E,

lim Gn(TY) _ Pay
n—00 n my,
Démonstration. D’abord, on suppose y récurrent et que la chaine part de y : ]I{T coo} = 1
Y

P,-presque stirement. On note

k .
Té )min{n > 1| N, (y) = k}.

On a vu précédemment que les Aék) = Ték) - 1T, ékil) sont des variables i.i.d!. Puisque Ty(n) =

> ory Aék), on a par la loi des grands nombres

1. Elles le sont sachant Ty(n) < 00, ce qui est vrai selon nos hypothéses.
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ZA(R) = Eym(l)] = Ey[fy] =My

(Py-presque stirement). Si m, < oo, I'utilisation de loi des grands nombres est licite (car alors

Aék) est intégrable). Si m, = oo, on applique la loi des grands nombres a A?(Jk) A a (variable
aléatoire tronquée au niveau a > 0). On aurait dans ce cas

——Z ) Aa) —>E[A(”)/\a]
On a donc

A(l) A(") n

liminf 2220 S i e (AW 4 g) = By (A
n—00 n n—00

k=1

En faisant tendre a vers oo, on a

E AN Aa) —— E,[AM] = m, = cc.

a—r0o0
Ainsi,
. (n)
lim Ay T4y
n—00 n
Or, on a
T;N W) <y <« TWn(Y)+1)
T{Nn @)
et %——— —— m,, car N,(y) —— oo. De plus,

Nn(y) n—00 n— 00

Nn(y) Nn(y) +1  Np(y) n—ooo

On a donc par encadrement

my - 1.

n

Nn(y) n—so0 My

Si la chaine part de x, soit elle rejoint une premiére fois y et on applique ce que I'on vient de
démontrer, soit la chaine n’atteint jamais y et N"T(y) = 0 pour tout n € N*. On a donc

No(y) 147, <o)

n n—00 my

IP,-presque strement. Pour une loi initiale v quelconque, P, = Y pv({z})P;. Si P,(A4) =1
pour tout x € E, alors

Py(4) = ) v({z})Pu(4) =

ek
Lorsque y est transitoire (m, = 00),

Nn(y) —— N(y) <

n—o0

P,-presque stirement. On a donc
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n n—00 My

P,-presque stirement, et donc aussi P,-presque stirement.

Pour la seconde partie, on remarque que 0 < N”( )

convergence dominée. Alors,

< 1 et on applique de la théoréme de

6.2 Ensemble clos et irréductible

Notons Er ’ensemble des états récurrents de E, et Ep ’ensemble des états transitoires de
E.On aalors £ = Er LU Ep.

Définition 6.2.1. Etant donné x,y € E, on dit que & peut mener a y (r ~ y) si Pry =
P (Ty < 00) > 0.

Proposition 6.2.1. Si x et y sont deux états distincts, on a les équivalences suivantes.
(1) ©~y;
(i) G(x,y) > 0;

(iii) il existe n > 1 tel que P™(x,y) >, i.e qu’il existe un chemin de x ay en n étapes de
probabilité non nulle.

Démonstration. On suppose que la chaine part de x # y.

— (i) = (ii). On a {N(y) > 1} = {T, < oo}, donc

P,(N(y) > 1) = P,(T, < c0) > 0.

E;[N(y)] > 0.

Ainsi, G(z,y
= (iii). G(x,y) = > reo P¥(z,y), il existe donc n > 1 tel que P*(x,y) > 0.

)=
)

1)

— (it1) = (i), (#). Sl existe n > 1 tel que P"(z,y) > 0, alors G(z,y) > 0 et donc
P.(N(y) > 1) >0et pgy > 0.
O
[ Proposition 6.2.2 (transitivité). Soient x,y,z € E. Six ~>y et y ~ z, alors x ~ z.
Démonstration. 11 existe n > 1 tel que P"(x,y) > 0 et m > 1 tel que P™(y, z) > 0. Alors,
P (x,2) > P™(x,y)P"(y,2) > 0
et donc z ~ z.
O
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Théoréme 6.2.1. Soit x € Eg ety € E tels que x ~ y. Alors, y € Eg et py, = 1. En
particulier, y ~ x et py, = 1.

Démonstration. 11 suffit de montrer que y € Er et p,, = 1. La seconde partie vient automati-
quement par symétrie des roles avec le premier fait. Si y = x, I’énoncé est immédiat. Supposons
donc  # y. On commence par voir que Py (7, < 00) =1 = p, .. Puisque x est récurrent,

0=P(N(z) < o0)
> Py (Ty < o0, T; 0O, = 0)

[L{7,<c0} X L{7, =00} © O]

oL, <oo} ) Ey[L{T,=c}]  (MARKOV fort)
(

Ty < 00)Py (T = 0)

=E,
E

car P, (T, = o0) puisque = ~» y. On a donc Py (T, < oo) =1, i.e p,, = 1. On montre enfin que
y € Epr en établissant G(y,y) = oo. Il existe ny,n1 > 1 des entiers tels que P™ (z,y) > 0 et
P2 (y,x) > 0. On a pour tout k > 0,

Ptz (y ) > P2 (y,a) P (x, ) P™ (2, ).

On a donc
Z pratkinzy gy > Z P2 (y, z)P*(x, ) P™ (z,y).
k=0 k=0
Ainsi,
ni+ng—1 A
Gly.y)— . Plyy) > P™(y,2)G(x,2)P" (x,y).
§=0

Or, G(z,z) = oo, P™(y,z) > 0, et P™ (z,y) > 0. Ainsi, G(y,y) = oo donc y € Epg.

Théoréme 6.2.2. Soit x € E un état récurrent positif et y € E tel que x ~ y. Alors, y
est récurrent positif.

Démonstration. Comme précédemment, il existe ni,ng2 > 1 deux entiers tels que P™ (z,y) > 0
et P"(y,z) > 0. Pour tout k € N,

PR (4 4y > P (y, 1) PR (2, ) P™ (2, y).

On a donc
SO PRy ) > 37 PRy, ) P, ) P ().
k=0 k=0

Ainsi,

Gn1+N2+n(y7y) - Gn1+ﬂ2—1(y> > p™ (?%x)Gn(xv x)Pn(x7y)'
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En divisant par n,

Gitnan (Y ) _ Grnitna—1(y)
n n

Gz, ) _,

En passant a la limite lorsque n tend vers l'infini,

no n1
B (y, )P (2,y)
my My

0.

Ainsi, m, < 00, i.e que y est récurrent positif.

Définition 6.2.2. Un ensemble d’états C C E est dit clos si aucun état de C ne mene a
Veatérieur de C. Autrement dit, pour tout x € C' ety € E\C, pgy = 0.

Exemple. Sia € E est un état absorbant, alors {a} est clos.

Remarque. D’aprés la définition, C est clos si pour tout x € C ety € C et n > 1, P"(x,y) = 0.
En fait, la définition est équivalente a dire que pour tout z € C et y € E\C, P(x,y) = 0. En
effet, si pour tout (z,y) € C x (E\C), P(x,y) = 0, alors par récurrence sur n, on montre que
P(x,y) = 0 pour tout n > 1. Si c’est vrai pour n € N, alors pour tout x € C et y € C°,

Pz, y) = P(z,z)P"(z,z) = P(z,z) P"(z,z) = 0.

Définition 6.2.3. Un ensemble clos C C E est dit irréductible si pour tout x,y € C, x
peut mener o y. En particulier, une chaine de MARKOV est dite irréductible si [’espace
d’états E est irréductible.

Théoréme 6.2.3. On a les affirmations suivantes.

(i) Soit C C E un ensemble clos irréductible constitué d’états récurrents (ou qui contient
un état récurrent), alors pour tout x,y € C, pyy = 1, Po(N(y) = o0) = 1 et
G(z,y) = co.

(i) Soit C C E un ensemble clos irréductible fini. Alors, tous les états de C' sont récur-
rents positifs.

(iii) En particulier, une chaine irréductible sur un espace d’état fini est récurrente positive.

Démonstration. On ne montre que le point (i7). Si tous les états états y de C' sont transitoires,
alors pour tout x € F,

Pz, y) ——0
n—00

car le potentiel est fini. Ainsi,
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0= lim P"(z,y)
n—,oo
yeC

= lim P"(z,y)
n—oo
yeC

= lim P,(X, € O)
L S ——
=1

=1.

C’est impossible. 11 existe donc un état récurrent, et ils le sont tous par irréductibilité. Remar-
quons maintenant que n = Zyec Ny (y) lorsque la chaine part de x € C. On a donc

1=FE, ZN’;(?J) :ZW‘

yeC yeC

Or, Eo[No(y)] _ Gn(z,y) Pry - Ainsi,

n n n—oo My
1
D D S

yeC Y yeC

Il existe donc y € C' tel que my < 0o, i.e que y est positif.

Corollaire 6.2.1. Soit (X,), une chaine de MARKOV irréductible partant de x € E. On
a lalternative suivante.

— Soit la chaine est récurrente,

Pe(N(y) = o0,Vy € E) =1,

— soit la chaine est transitoire,

P,(N(y) < oo,Vy € E) = 1.

6.3 Classes de réccurence

r

Proposition 6.3.1. Sur Er, ~~ définit une relation d’équivalence.

Définition 6.3.1. On dit que deux états x,y € E communiquent (noté x ~ y) lorsque
T~y ety ~ x.

Démonstration. Remarquons que sur ER, la relation  ~» y se réduit &  ~ y. On a bien z ~
car G(z,x) = 0o, on a donc bien z ~» x. Par définition, ~ est réflexive. Enfin, la transitivité a
déja été démontrée.

O
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Remarque. Cette relation induit une partition de ERr en classes d’équivalence pour ~ :

Er = I_lERi = |_| ERi (] |_| ERj

iel il jel

ou I, désigne les indices des classes de récurrence positive, et Iy les classes de récurrence nulle.
On a donc

E=EBru| || Es |u||]Exg

el j€lo

Théoréme 6.3.1. On a le comportement suivant sur une chaine de MARKOKV partant
dex € F.

(i) Six € Er, (oui € I), alors Py-presque strement, N(y) = oo pour tout y € Epr, et
N(y) = 0 pour tout y € E% .

(it) Si x € Ep, en notant Tg, = inf{n > 0| X,, € Eg}, alors P,-presque sirement,
— ou bien Ty, = 00 et N(y) < oo pour Py-presque tout y € E ;

— ou bien Tk, < 0o, alors il existe j € I tel que pour tout n > Tg,,

X, € ER]..

Démonstration. (i) Soit x € Eg,. Alors, G(z,y) = 0 pour tout y ¢ Ep,. En effet, si y € Er
alors G(z,y) = 0 et si y € Er\ER, alors z et y ne communiquent pas, et donc G(z,y) = 0.
On en conclut que N(y) = 0 P,-presque strement. S y € Eg,, on a P,(Ty, <o) =1. On a
donc

Po(N(y) = o00) = Py(T, < 00)P,(N(y) = 00) = 1

car Px(fy < 00) =1 puisque z ~» y et P, (N(y) = 0o) = 1 puisque y est récurrent.

(i) Six € Ep, alors Tg, = oo ou Tg, < o0. Si Tg, = oo, alors la chaine ne visite aucun
y € Eg, donc N(y) = 0 pour un certain y € FEpg. De plus, pour tout y € Ep, on a
N(y) < 0.

SiTg, < oo, il existe j € I tel que TERj < 00. D’apreés la propriété de MARKOV et le
premier point de I’énoncé, on a N(y) = oo pour tout y € Eg; et la chaine reste dans Eg;

pour tout n > TERj'
O

Exemple. Marche aléatoire simple sur Z. Une marche aléatoire sur Z est dite simple si la
probabilité de passer de la marche n & la marche n+1 est p, et denan—1est 1 —p. On a donc
pour tout z,y € £ =27,

p siy=x+1;
1—p siy=a—1;
0 sinon.

Cette chaine est irréductible puisque pour tout z,y € F, P|x_y‘(§c, y) > 0. Par irréductibilité
de la chaine, tous les états sont de méme nature. On cherche la nature de I’état 0 en calculant

G(0,0). On a
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G(0,0) = i P*(0,0) = i P2(0,0).
k=0 k=0

En effet, on ne peut revenir a un état qu’en un nombre pair d’étapes. De plus, PQk(O,O) =
(215 ) p*(1—p)* (un chemin de 0 & 0 se fait en choisissant k pas a droite et k pas & gauche, chemin
uniquement déterminé par le nombre de pas a droite). On a donc

6(0.0)= Y- (1 (1~ )"

k=0

Selon STIRLING, on a

(2k)! (4p(1 = p))*
()2 (p(1 —p))F ~ T

Sip # 1/2, alors G(0,0) < oo : la marche est transitoire. Si p = 1/2, alors G(0,0) = oo car
Py \/% = 00, et la marche est récurrente 2

6.4 Absorption dans les classes de récurrence

On pose S; = inf{n > 0|X,, € Eg,} la plus petite date d’absorption dans la classe de
récurrence, et

pi(®) = Ez[lis,<c0}] = Pa(Si < 00)

la probabilité d’absorption. Enfin on pose 7;(x) = E;[Sil{s,<c}] le temps moyen d’absorption.

On a aussi E.[S;|S; < oo = Tf(x). On a facilement les faits suivants : pour tout x € Egr., S; = 0,
pi(x) g

pi(r) =1 et 7j(x) = 1; pour tout x € Er; (j # 1), S; = o0, pi(v) =1, et 73(z) = 0.

Théoréme 6.4.1 (absorption). Soit x € Ep. Les probabilités d’absorption p;(x) et les
temps d’absorption T;(x) sont solutions des systémes linéaires

pi(x) =Y Pz,y)pi(y)

yeE
et

i(z) = pi(z) + > _ Pz, y)7:(y).

yeE

Démonstration. Si x € Erp, alors S; > 1 P,-presque stirement. De plus, on a S; = 1+ 5; 0 ©1.
On a

2. Seulement lorsque p = 1/2, la chaine est en équilibre et aucun coté (gauche ou droite) n’est préféré.
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pi(z)

P,(S; < o0)

1ys,<o00}]

T

(
Eo|
Ez[1{145,00,<c0}]
E, [Er []1{1—1—5’1-091 <oo} |*EH
E,|

[ ]EXi []l{Si<oo}H
—— ——
pi(X1)

> P,y)pi(y)
yerR

De plus,

7i(2) = Ex[Sil {5, <o0}]
2[(1+ S50 91)]1{1+s 091<oo}]

Ea|
E,|
Ex[Eq[(1+ 55 0 ©1)1 (145,00, <c0} [ Fill
E,|
E,|

o[Ex; (14 Si) (s, <c0} ]
o [Ex; [L(s,<o0}) T Ex; [Sil(s, <o0}]]
pi(X1) 7i(X1)

= Eu[pi(X1)] + Eu[i(X1)]

= pi(x) + > _ Plx,y)7(y)
yekE
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Chapitre 7

Invariance et équilibre

7.1 Mesures invariantes

7~

Définition 7.1.1. Une mesure 7 (positive) sur E telle que w(x) < oo pour tout x € E
est dite tnvariante pour une matrice stochastique P si w est solution de l’équation de
CHAPMAN-KOLMOGOROV

(au sens du produit matriciel).

Autrement dit, pour tout y € F,

m(y) =Y w(x)P(x,y).

zeE

Proposition 7.1.1. Soit (X,,), une chaine de MARKOV. La loi de X,, ne dépend pas de
n si et seulement si la lov initiale pg est invariante.

Démonstration. On a Z(X1) = Z(Xop) donc pugP = g, i.e que g est invariante.

On a Z(X,) = pun = poP™ = po pour tout n € N.

Exemples.

— Soit E ={0,1} et P la matrice de transition

P:(l_p p).
qg 1l—gq

q p

Alors, (g, p) est une mesure invariante pour P, et (m, m) est une probabilité invariante.

— Marche aléatoire symétrique sur Z.. On considére une marche aléatoire sur Z avec probabilité
1/2 de passer de x & x + 1 et probabilité 1/2 de passer de z & z — 1. Une mesure invariante

7 vérifie

7(y) = Y w(a)Pla,g) = W NETWED,

yeE

i.e m(y+1) —7m(y) = 7(y) — 7(y — 1). On en déduit que la mesure est invariante si et
seulement si elle est de la forme 7(y) = ay + 5. Nécessairement o = 0 (car si @ > 0 alors 7
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devient négative lorsque y tend vers —oo,si a < 0 alors 7w devient négative lorsque y tend
vers 00). On en déduit qu’'une telle mesure invariante m est une mesure uniforme, mais
ne peut étre une probabilité. Cette chaine de MARKOV n’a pas de probabilité invariante.
Remarquons par ailleurs que pour une matrice bistochastique, les mesures uniformes sont
invariantes (par définition d’une matrice stochastique).

— FE = N. On consideére la matrice stochastique telle que P(x,z + 1) = 1 pour tout z € E.
Soit 7 une mesure invariante pour P donc telle que 7(y) = > .p7(x)P(z,y). Siy > 0,
m(y) =7m(y—1) et m(0) = 0. Nécessairement, 7 = 0. Il n’y a donc pas de mesure invariante
dans ce systéme.

— FE = N. On considére la dynamique markovienne de matrice stochastique définie par
P(n,n+1) = p, et P(n,0) =1 —p, pour tout n € Noa 0 < p, < 1et > 2 (1—p).
Cette dynamique est irréductible car il est clair que tout n € N meéne a tout m € N. Une
mesure invariante m de ce systéme est solution de 7(y) = > .pm(x)P(z,y) pour tout
y € E. Onamn(0) =>77,(1—p)m et (i) = p;—1m(i — 1) pour tout ¢ > 0. On a donc
7(i) = m(0) H;;ll pj, et alors

oo 1—1
7(0) ==(0) Y [ 1—p) [[ps
i=1 j=1
Or, si 0 < m(0) < 00, on a
0o i—1 00
1= (-p)[[p; <D (1-p) <1

i=1 j=1 i=1

——
<1

On en déduit que pour cette chaine de MARKOV (irréductible), il n’y a pas de mesure
invariante.

Définition 7.1.2. Une mesure positive ™ non nulle sur E avec w(x) < oo pour tout x € E
est dite réversible pour P si pour tout r,y € E,

m(z)P(z,y) = n(y)P(y, x).

Remarque. Par récurrence immédiate, pour tout zg,...,x, € E, on a

m(xo)P(zo, 1) - - P(xp_1,2pn) = m(xn)P(zn, Tn-1) - - - P(x1,20).

Proposition 7.1.2. Une probabilité w est réversible pour P si et seulement si pour toute
chaine de MARKOV de noyau P de loi initiale 7, on a

L(X0, X1,..., Xn) = L(Xn, Xn_1, ..., Xo).

Proposition 7.1.3. Une mesure w réversible est invariante.

Démonstration. On a pour tout y € F,

(xP)(y) = Y _w(x)P(z,y) = > _w(y)P(y,x) =(y) > _ Ply,z) = 7(y).

zeE el zel
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Exemples.

— Marche aléatoire sur Z. On considére la dynamique markovienne définie par

P siy=x+1;
Plr,y) =4 1—-p siy=x-1;
0 sinon.

i
Alors, la mesure définie (i) = (%) est réversible.

— Urne d’EHRENFEST. On considére sur 'espace d’états F = [0, d] la dynamique marko-

vienne de noyau

dTTx siy=xz+1;
P(z,y) =14 % siy=x—1;
0 sinon.

Si 7 est une mesure réversible pour P, alors

m(x)P(x,z+ 1) =7n(x+1)P(x + 1,x)

donc m(x + 1) = i;_ﬁﬂ(fl‘) pour tout z € [0,d]. On en déduit que m(x) = (g)ﬂ(()). On

peut normaliser 7 et considérer la probabilité invariante définie par m(z) = (;l)2—d donc
m~ B(d,1/2).
7.2 Invariance et récurrence

7.2.1 Théoréme

r

Lemme 7.2.1 (convergence dominée). Soit (a(z))zcr une suite de réels positifs sommable
et (bn(x))zer une suite telle que by(x) < 1 pour tout x € E et n € N. Et on suppose que

ba() —— b(a)
pour tout x € E. Alors,
> a(@)bn(z) —— > ala)b(z).

n—o0
zeE z€E

Démonstration. Tout est dans le titre du lemme.

O
Théoréme 7.2.1 (support d’une mesure invariante). Soit m une mesure invariante pour
une chaine de MARKOV de matrice stochastique P.

— Six € E est tel que w(x) > 0, alors on a aussi w(y) > 0 pour tout y € E tel que
T~ Y.

— Si la chaine est irréductible, le support de m et E.

— Si m est une probabilité, alors w(x) = 0 dés que x est transitoire ou récurrent nul.
Une probabilité invariante ne charge que les états récurrents positifs. Le support d’une
probabilité invariante est une union de classes de récurrence positives.
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Démonstration. Si x € E, w(xz) > 0, et x ~> y, alors il existe n > 1 tel que P(x,y) > 0. On a
m = wP"™, donc

w(y) =D m(2)P"(2,y) > w(x)P"(x,y) > 0.
zeE
Si la chaine est irréductible, tous les états communiquent. La mesure étant non nul, au moins un
état est charge la mesure 7.
Pour le dernier point, supposons que 7 est une probabilité et z est transitoire ou récurrent

nul. Alors, m, = E;[T;] = oo. On a vu que pour tout z € F,
Gu(2,2) pra
n n—oo My

(car m, = 00). Par invariance de 7, 7 = 7 P* pour tout k£ > 1. On a alors

n(z) =Y P¥(z,2).

z€E

En sommant sur k € [1,n] et en divisant par n,

n n—oo
zeE

selon le lemme précédent. Ainsi, 7(z) = 0 pour tout = € Ep U Ep,.
O

Exemple. On considére une marche aléatoire sur Z avec P(n,n+1) =pet P(n,n—1)=1—p
ou p €0, 1].
x
— Si p # 1/2, la marche est transitoire et m = ((%) ) . est invariante. Ici, 7 est de poids
xre
infini. Pour cette marche, il n’y a pas de probabilité invariante.

— Si p = 1/2, la marche est récurrente, et 7 est uniforme et invariante de poids infini. Il n’y
a donc pas de probabilité invariante.

7.2.2 Construction de mesures invariantes

Soit « € E un état récurrent. Alors, T, est fini P,-presque stirement. On pose

To—1 T
va(y) = Eo Z Lix=y} | = Eo Z Tix=y)
k=0 k=1

le nombre moyen de passage en y avec l’arrivée en x.

Proposition 7.2.1. Soit © € Eg. Alors, v, est une mesure invariante, et avec vy(x) =1
de support la classe de récurrence de x (i.e vz(y) > 0 si et seulement si x ~ y).

Démonstration. On a v (x) = 1 car Zzzzal Lix,=2} = 1 Pz-presque strement. Si y n’est pas
dans la classe de =z,
To—1

0=Clw,y) =Es [Z ﬂ{xk:y}] > B | Y Lx=gy | = ().
k=0 k=0

Soit y € F, on a
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r
ve(y) = By Z Lix,—ypy
)

=E, Z Z ]l{ﬁzk}]l{XFy}]l{Xkl:z}]
LzeFE k=1

= Z iEw [El’ []l{ﬁzk}]l{XFy}]l{Xk—l:Z}|f"“'_1H
2€E k=1

Permettez moi d’interrompre cette démonstration pour observer quelques secondes le tableau
que j’essaye de copier ici.

FIGURE 7.1 — Jean-Christophe BRETON essayant de communiquer. 2021, colorized.

O
Lemme 7.2.2. Soit x € E un état récurrent et m une mesure invariante. Pour touty € F,
m(y) = m(z)va(y).
De plus, si x ~ y alors il y a égalité.
Démonstration. Admis pour mon plus grand plaisir.
O

Théoréme 7.2.2. On considére une classe de récurrence Er, (donc close irréductible). Il
y a unicité a multiple pres d’une mesure invariante concentrée sur cette classe (i.e dont le
support est Eg, ). De plus,

— St ces mesures sont finies, alors il y a unique probabilité invariante sur Eg,. Cette

probabilité est donnée pour tout x € E par

_ 1
R, [T.]

Dans ce cas, la classe est récurrente positive.

()

— St ces mesures sont infinies, il n’y a pas de probabilité invariante sur Er, et la classe
est récurrente nulle.

Démonstration. Soit x € Epg,. Cet état est donc récurrent et on considére la mesure invariante
vz qui lui est associé (de support Eg,). D’aprés le lemme, on sait que pour tout y € Eg,, © ~> y
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et m(y) = m(x)vz(y). Puisque v, et m ont pour support Eg,, on a m = m(x)v,. On étudie deux
cas.

— Si ces mesures sont de poids fini, il existe une unique probabilité invariante notée 7 telle
que ™ = 7(x)vy. On a donc 1 = w(E) = 7(z)vz(E) donc w(z) > 0 et 7(z) = ﬁ Cela

signifie que x est récurrent positif. Ainsi, E'r, est une classe récurrente positive. On a

Vm(E) = Z Vr(y)

yerR

Tp—1

= ZE‘T Z ]]'{Xk:y}

yeE k=0 ]

Tp—1

=E. | Y D lix=y

k=0 yekE
= Eo[T,] = me.

— Si ces mesures sont infinies, il n’y a pas de probabilité. De plus, pour tout x € ER,,

00 = vz (E) = m,.

Ainsi, x est récurrent nul et la classe donc récurrente nulle.

7.2.3 Cas d’une chaine irréductible.

Dans ce cas, tous les états sont de méme nature et il y a lors trois situations.
— La chaine est transitoire et toute mesure invariante (s’il y en a) est de poids infini. Il n’y
a pas de probabilité invariante.

— La chaine est récurrente nulle. Les mesures invariantes sont toutes proportionnelles et de
poids infinis. Il n’y a pas de probabilité invariante.

— La chaine est récurrente positive. Les mesures invariantes sont toutes proportionnelles de
poids finis. Il y a une unique probabilité m donnée pour tout z € E par

Corollaire 7.2.1. Pour une chaine de MARKOV irréductible, on a équivalence entre les
assertions suivantes.

(i) Il existe une unique probabilité invariante.

(i) La mesure définie par w(x) = = [11~“] pour tout x € E est une probabilité invariante.

(iii) Il existe un état récurrent positif.

(iv) Tous les états sont récurrents positifs.

Exemple. On considére maintenant une marche aléatoire sur N avec P(n,n + 1) = p pour

n>1, P(n,n—1)=¢q=1-p pour tout n > 2, et P(0,1) = 1. La mesure définie par 7(0) = ¢
n—1

et m(n) = <§) pour tout n > 1, est réversible. Si p < ¢, 7 est finie et la chaine est récurrente

positive. Si p > ¢, 7 est de poids infini et la chaine est récurrente nulle ou transitoire.
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7.2.4 Cas d’une chaine non irréductible.

On a toujours

E=Eru |_|ER L |_|ERJ.
1€l j€lo

et b = <|_|iel+ ERi) U (l—ljelo ERJ‘)‘

Proposition 7.2.2. Pour une chaine non irréductible, on a les propriétés suivantes.

— Sur chaque classe de récurrence, il existe une mesure invariante (unique a un facteur
multiplicatif pres).

— Sur une classe de récurrence, il existe une unique probabilité invariante si et seule-
ment si elle récurrente positive. Dans ce cas, elle est donnée pour tout x dans cette
classe par

1
E.[T,]

() =

— L’ensemble des probabilités est donné par les combinaisons convezes des probabilités
mwvariantes de chaque classe récurrente positive.

Démonstration. Les deux premiers points découlent de résultats précédents. On montre que toute
probabilité invariante 7 est combinaison convexe des uniques probabilités invariantes de chaque
classe de récurrence positive. Soit Er, une classe de récurrence positive telle que 7(Eg;) > 0,
donc il existe un état dans Eg, chargé par la mesure pour 7. On en déduit que pour tout =z € Ep,,
m(x) > 0. De plus, T Eg, est toujours invariante car pour tout y € Eg,,

w(y) =Y 7(2)P(zy) = > P(zy).

zeE zEERZ.

En effet, 7(z) = 0 si z n’est pas récurrent positif, et seuls les z € Epg, sont tels que P(z,y) > 0.
T|E,, est proportionnelle & v, et TEp, = m(x)vy = m(x)vy(ER,)Ugi, OU Uy = Uy /Up(ER,) est la
mesure normalisée de sorte que 7, ; soit une probabilité sur Eg,. On a

™= Z T|ER, = Z 7(2)vy(ER,)Ug.i-

i€l i€l

C’est bien une combinaison convexe de probabilités invariantes chacune sur une classe de récur-
rence positive

O
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7.3 Asymptotique d’'une chaine de MARKOV

7.3.1 Périodicité

7

Définition 7.3.1. On appelle période de U'état x € E pour une chaine de MARKOV de
transition P ’entier

dy = pged{n > 1| P"(z,z) > 0}

avec pour contient d, = 0 si P"(z,x) = 0 pour tout n > 1. Si d, = 1, on dit que x est
apériodique.

Remarque. On considére sur Z la marche aléatoire de matrice stochastique P telle que P(n, n+
1) =p€]0,1[ et P(n,n—1) =1—p. Pour tout = € Z, d, = 2. Cela est dit & un fait plus général.

[ Proposition 7.3.1. Six ~ y, alors d, = d.

Démonstration. Si x ~ y, il existe n,m > 1 tels que P"(z,y) > 0 et P™(y,z) > 0. Alors, pour
tout N,k € N,

PR (g 2) > P2, y) PRy, )Y P (y, o).

Pour k > 1 tel que P*(y,y) > 0, alors PNk (2 2) > 0. Ainsi, d, divise m +n + Nk pour
tout N > 1. Cela signifie donc que d, divise k mais P*(y,7) > 0. On a donc montré que d
divise d,. On conclut par symétrie des roles.

O

Définition 7.3.2. Si une chaine de MARKOV est irréductible, on appelle période la chaine
la période de tous ses états. Lorsque cette période est de 1, la chaine est dite apériodique.

Remarque. Soit P une matrice stochastique et p €]0, 1[. La matrice stochastique perturbée
P,=(1—-p)P+pl avec I = (05,)zy. Perturber de cette facon la matrice P consiste a rajouter
a chaque état une boucle. P, est une matrice de transition apériodique.

Théoréme 7.3.1 (convergence a l’équilibre). On considére une chaine de MARKOV ir-
réductible récurrente positive et apériodique. Alors, si w désigne l'unique probabilité inva-
riante. pour tout r € F,

Tim 7P (X =) — 7(y)| =0.
yeE

On a aussi pour la loi v initiale,
lim > [P, (Xn = y) —7(y)| =0

n—o0
yeE

102 CMMA



Chapitre 7. INVARIANCE ET EQUILIBRE

Remarques.
— On a P"(z,y) = P.(X,, = ) — 7(y) pour tout y € E (et la convergence est uniforme
n—,oo

en y) : (Z(X,|Xo = x)), converge en loi vers la loi 7. On en déduit que (P™),, tend vers
une matrice dont les lignes sont toutes .

— En fait, on a la convergence en variation totale de (£ (X,|Xo = z)), vers la mesure
invariante .

Démonstration. C’est long. Cependant, on peut montrer le second résultat. OnalP, = > o v(z)P,.
On a donc

On a donc

Z‘P n*y )’SZZ‘PJJ(XH::U)_W(;U”

yel yeE x€F
=D [ D IPu(X0 =) —7()] | v(2).
z€E \yeE

Soit alors a(z) = v(z) et by(x) = >, cp|Ps(Xn = y) — m(y)|. On a bien 3 plbn(z)| < 2 et
alors

Z a(x)by () — Z a(x) x 0=0.

r€E z€E

Théoréme 7.3.2 (convergence d’'une chaine périodique). Soit (X,,)n une chaine irré-
ductible récurrente positive et périodique de période d. On mote m 'unique probabilité in-
variante. Alors, pour toute pair d’états x # vy, il existe r € [0,d — 1] un entier tel que
P"(z,y) =0 sin #r mod d. Si (p(n)), désigne la suite croissante des entiers valant r
modulo d, alors

PP (z,y) —— dn(y).

n—oo

7.3.2 Théoréme ergodique

Théoréme 7.3.3 (ergodique). Soit (X,,)n une chaine de MARKOV irréductible récurrente,
et soit ™ une mesure invariante. Soient f,g € L'(w) avec [pgdr =3 pg(z)m(z) # 0.
Alors, pour tout x € E,

b Zhe F(X) _ Jpfdr
n—oo 3 1 9(Xx)  [pgdm

P, -presque sidrement. Pour n’importe quelle loi initiale, on a le méme résultat P, -presque
strement.
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7.3. Asymptotique d’une chaine de MARKOV

Corollaire 7.3.1 (ergodique). Soit (X,,), une chaine de MARKOV irréductible récurrente
positive, d’unique probabilité invariante w. Pour tout f € L'(w), on a pour tout x € E
(resp. pour toute loi initiale v),

Tim i;ﬂxk): | fas

P,-presque sirement (resp. P, -presque sirement).

Démonstration. Prendre g constante a 1 dans le théoréme ergodique.

Démonstration (du théoréme). La seconde partie découle de

zeE

Si pour tout € E, P,(A) = 1, alors P,(A) = 1. Un événement P,-stire pour tout « € F est P,
stire pour toute loi initiale v. Pour la premiére partie, on fixe x € E. On observe que 7(x) > 0
et on dispose de la mesure invariante v,. Par unicité & un facteur prés, il existe a > 0 tel que
T = av, (en fait, @ = 7w(x) car v, (x) = 1). On suppose que la chaine part de z et on note 7
les dates de retou)rs successifs en 2 : 7" = 0 et 7" = inf{k > T | X, = x}. Puisque x est

P n . N
récurrent, les ng sont finis P, -presque stirement. On note

7" _q

Zi(f) =) f(Xi)

Iy

pour tout £ > 1. Montrons avant tout que les Z(f) sont i.i.d lorsque k parcourt N*. Soit (g;)1<i<k
une famille de fonctions mesurables bornées. On montre par récurrence sur k que

Eg

k k
ng‘(Zi(f)))] = HEx [9:(Z1(f))]-
=1 i=1

Pour k£ = 1, c’est immédiat. On suppose le résultat vrai au rang k et on I’établit au rang k + 1.
On observe que Z1(f), ..., Z(f) sont F pm-mesurables, et Zp1(f) = Zi(f) o O,k- Ona

k1 k
Eo | ][] 9:(Zi(£))| =Ea (H%(&'(f))) X gk1(Z1(f) o @Témw)]
i=1 i=1
k
—E, (H g@-<zi<f>>) E. |ge1(Z1(f) 0 @T;m\fﬁm}]
i=1
k
=E. |[Jo:(Zi(f)] x Ex o l9r+1(Z1(F))]-
i=1 ’

On conclut en remarquant que X, k) = . Pour appliquer la loi des grands nombres aux variables
aléatoires Zp(f) (k > 1), on montre que Z;(f) € L'(P,). On a
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(|7 -1

E.(|Z1(f)] =Fa || D F(Xk)

(7)1

k=0

(7)1
| k=0 yeE
7M1
=D B | > Lixemy | /W)
yerE k=0
Y
P
(a;
yerR
d
_ fE |f‘ 0 < 00
()
Le méme calcul sans valeurs absolues montre que E,[Z(f)] = I Eﬂ‘(f')d En appliquant la loi des

grands nombres,

1 & Po—ps [pfdm

On s’intéresse a % Z]k‘vzl f(X%). Jarréte cette démonstration subitement puisque le tableau a

commencé a ressembler a Guernica.
O
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