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Chapitre 1

Introduction et rappels

1.1 Motivations

1.2 Fonctions a support compact

1.2.1 Topologie des espaces compacts
Notations. Dans toute la suite de ce cours, on adoptera la notation suivante :

— Q est un ouvert de R?,
— f:Q — R" est une application,
— f1,--., fn sont les composantes de f,

— CF(Q,R™) désigne I'ensemble des fonctions 2 — R” différentiables a I'ordre & € N et de
différentielle k-iéme continue,

— C*(Q,R") = mkeN Ck(Qan)v
— Pour tout a = (a,...,aq) € N avec |a| := a1 +... 4+ ag < k et tout f € C*(Q,R™), on note

olel f

Q (07 e
aSr ... 954

o%f =
Cette notion ne pose aucune ambiguité comme 'affirme le théoréme de SCHWARTZ.

Topologie de C*(2,R™). On cherche a trouver une bonne topologie pour C*¥(£2,R"). Nous ne
prendrons pas celle induite par la norme uniforme car elle n’est pas toujours pratique. Soit (Ky)pen
une suite de compacts tels que |,y K¢ = Q. Par exemple,
Ky={xe€ Q| ||z|| < ¢, d(z,009) > 1/¢}.
Pour f € C*(Q,R") et £ € N, on pose
pi() =) sup [9°f(x)].

<k D€

Les applications plg se sont que des semi-normes. Cependant, f = 0 si et seulement si p];(f) =0
pour tout £ € N. On pose alors pour tout f,g € C*(Q,R"),




1.2. Fonctions a support compact

Afg) =3 min(pf(f —g),1) _

2
LeN

Cette application définit une distance sur C¥(2, R"). Cette distance induit les propriétés sui-
vantes.

Proposition 1.2.1. Soient (f,,), une suite d’éléments de C*(2,R"™) et f € C¥(Q,R™). Alors,
(i) d(fn, f) — 0 st et seulement si p];(fn - — 0 pour tout £ € N.

(ii) L’espace métrique (CF(Q,R™),d) est complet, appelé espace de FRECHET.

Topologie de C>*(2,R™). Pour f,g € C*(Q,R™), on pose

min(ph(f —
d(f,g) == Z (pg (f g),l)7

2k+L
kleN

ce qui définit une distance sur C* (2, R").

1.2.2 Formule de TAYLOR avec reste intégral
Notations. Soient a = (a1,...,0aq),8 = (B1,...,84) € N% et x = (x1,...,24) € RZ On note

— %= ngl ;!
— a < [ si et seulement si «; < f3; pout tout i € [1,d],
— al= H?:l ay!,

! _ d i
- (E) - 46!(0?—,87)! =IIlim (%)

Avec ces notations, on a les résultats suivants.

Proposition 1.2.2 (formule de LEIBNIZ). Soient a € N¢ avec |a| < k, et f,g € CF(Q,R™).
Alors,

O*(fg) = <g) o° for=Py.

BLa

Proposition 1.2.3 (multinéme de NEWTON). Soit (z1,...,24) € R%. Pour tout k € N,

k!
(xl-%...ﬁ-xd)kZZ E ATxa.
.
la|=k

6 DANF



Chapitre 1. INTRODUCTION ET RAPPELS

Notations. Soit f € C°(,R) avec k € N*. On note

Vf=(01f...,0uf).

On a df(z) - h = (Vf(z),h) pour tout € Q et h € R? tels que = + h € Q. Pour f € C*(Q,RY), on
pose

ofi
div f = Z 8£'
i=1 "
Pour f € C*(Q,R) avec k > 2, on a
oy
Af = ; T = div(Vf).

Proposition 1.2.4 (formule de TAYLOR avec reste intégral). Soient k € N et f € C*1(Q,R?)
et [a,b] C Q. Alors,

_a) L1 _pk
fo)y=>" (ﬂa')'a"‘f(a)+ > (ba)a/ “M“aaf(tﬁut)b) dt.

o] <k ’ la|=k+1 0

1.2.3 Support d’une fonction

e D

Définition 1.2.1. Le support d’une fonction continue f : Q2 —> R est [’ensemble

supp f = {z € Q| f(z) # 0}.

On dit que f est a support compact si son support est compact. Pour k € [1,00], on note Cé“ (Q)
(ou CF(Q)) Uensemble des fonctions de C*(Q) & support compact. On note D(Q) = C°(R).

Remarques.

— Bon courage pour faire de la topologie sur cet espace. En 'occurence, cet espace n’est pas
fermé dans C*(92).

— Si supp f est non vide (i.e f non nulle), puisque f est continue, supp f contient au moins un
ouvert de €.

Exemples de fonctions a support compact. Dans R, on considére la fonction f : R — R
définie par

el siz <0
fla) = { 0  sinon.
C’est une fonction de classe C*°. Soient a,b € R tels que a < b. La fonction
Pap: R — R
x — fla—2x)f(z—Db).

DANF 7



1.2. Fonctions a support compact

est de classe C*™ dont le support [a,b] est compact. En dimension d, si @ = (a1,...,aq) et
B =(B1,...,B4) € N sont tels que a < 3, alors la fonction

Oap : R — R
($1a ce 7xd) = Payib; (Il) T pad7bd(xd)‘

est de classe C* a support compact. De méme, la fonction 6 : R — R définie par 6(z) =
F(1 = ||z||*) en est une. On considére de plus

Fop: R — R

JZ oo Tap(y) dy

Tr .
fR Oa,b (y) dy

Par composition, la fonction G,y définie par G p(z) = 1— F, (1 — |]|?) est & support compact.

1.2.4 Reégularisation

e

Définition 1.2.2. Soient f,g : RY — R deux applications mesurables définies presque par-
tout. On dit que f et g sont convolable si, pour presque tout x € R?, Iapplication

R — R
y — fx=y)g(y)-
est élément de L'(RY,R). On pose alors

fro@ = [ ra=vewa.

lorsque c’est bien défini.

Remarque. f et g sont convolables si et seulement si g et f le sont. En fait, f x g = g * f. Cette
notion ne concerne que les classes d’équivalences.

Notation. On note L}, (RY) (ou L}, (R% R)) 'ensemble des fonctions f : R — R intégrables

sur tout compact de R?. Il a une structure d’espace de FRECHET complet pour les semi-normes
définies par

pulf) = /B oy @

Exemples. Soient f € Co(RY), et g € L}(R?). Pour tout = € R on a :

vy € RY, |f(z —y)g(y)| < Sup 1f()llg(y)[1e — K
z€R4

Loc

[ Proposition 1.2.5. Soient f € C.(R4,R) et g € L} (R4 R). Alors, f+g € C(RY). ]

8 DANF



Chapitre 1. INTRODUCTION ET RAPPELS

Démonstration. Soit le compact K = supp f. Pour tout z,y € R%,

|f(z —y)g(y)| < sup |F g ek

Or, x — K est compact, il est donc contenu dans une boule B¢(0, M). Ainsi,

|f(z —y)g(y)| < sup [f(2)|l9(¥)|L5,0,0m)-
zeK

Le théoréme de convergence dominée nous montre alors que f * g est continue sur B¢(0, M), et
donc sur R¢ entier.
O

On a le résultat suivant, plus général, sur la régularité d’une convolution. La démonstration est
la méme.

Proposition 1.2.6. Soit f € C*¥(R4,R), g € L} (R R), alors f * g € CF(R%,R) et :

Va € N% |a| <k, 8%(f xg) = %f = g.

Remarque. En résumé, “la régularité de f * g est la meilleure des régularités de f, g”.

1.2.5 Retour sur le support

Sil'on prend f = 1, on remarque supp f = R, et pourtant f est nulle presque partout. Notre
définition du support se transpose mal aux fonctions mesurables. On élargit donc la définition du
support de la maniére suivante.

e D

Définition 1.2.3. Soit f : Q@ — R une fonction mesurable. On note O(f) ’ensemble des
ouverts O C Q) ou f est nulle presque partout. On définit le support de cette fonction mesurable
par

c

supp f= | (J O

0€O(f)

Proposition 1.2.7. L’ensemble (supp f)¢ est le plus grand ouvert tel que f y soit nulle
presque partout.

Démonstration. 11 suffit de montrer que (supp )¢ € O(f) (il sera le plus grand par définition).
L’ensemble (supp f)¢ est ouvert comme unions d’ouverts. On pose

V= U B(z,r).
zeQ?NN

reQ
B(x,r)€eO(f)

DANF 9



1.2. Fonctions a support compact

On remarque alors que f est nulle presque partout sur V', donc V' C (supp f)¢. Soit maintenant
z € (supp f)°. Il existe O € O(f) tel que z € O. Puisque O est ouvert, il existe r € Q tel que
B(z,7) C O. De plus, il existe 7 € Q% tel que |z — 2| < r/4. Ainsi, B(Z,7/2) C B(z,7) C O et f est
nulle presque partout sur B(z,r/2) avec z € B(Z,r/2). Ainsi, z € V. D’ou V = (supp f)¢ € O(f).
O

[ Proposition 1.2.8. Soit f € CY(Q,R). Alors, f = {z € Q| f(z) # 0}. ]

Les définition du support pour les fonctions continues et mesurables coincident.

Proposition 1.2.9. Soient f,g: R? — R des fonctions convolables. Alors,

supp f * g C supp f + suppg.

De plus, si l'un des supports est compact,

supp f * g C supp f + suppg.

Démonstration. Soit f= flsuppr €t § = glsuppg alors~f = f ppet g =g p.p- On en déduit que
supp f = supp f et suppg = suppg. Alors, fxg = f x g. Soit z ¢ supp f + suppg, alors pour
tout y € RY, o —y & supp f ou y & suppg. Ainsi, f(z —y) = 0 ou g(y) = 0. Ainsi, f * g(x) =
Jz f(x—y)g(y) dy = 0. Alors, f g est nulle sur (supp f +supp g)¢ donc sur (supp f + supp g)¢. On
en déduit alors le résultat.

O]

Proposition 1.2.10 (Inégalité de YOUNG). Soit p,q,r € [1,00] tels que %+é = 1—1—%. Soient
f € LP(R?) et g € LY(R?). Alors, f et g sont convolables et f x g € L™ (R?) et

1 % 0l ey < 15 oty Nl o -

Démonstration. — Casp =g =1r =1. On a par FUBINI-TONELLI que

L[ =nawiane = [ ([ ir-lac) oty
= [ (L 1rena) latay

= Nl eay 19l 1 ey

— Casgq=1,7r=p.

— Le cas général se démontre de la méme maniére, on utilise encore l'inégalité ’HOLDER. Les
calculs sont simplement plus fournis.

O]
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Chapitre 1. INTRODUCTION ET RAPPELS

1.2.6 Densité des fonctions continues a support compact

e a

Définition 1.2.4. On appelle suite régularisante toute famille (p.)e>o de C° (R4, R) telle
que pour tout € > 0,

— Jgape(x)de =1,
— pe est a valeurs positives,

— il existe r- > 0 tel que supp p. C Bf(0,7.), tel que r- — 0 quand ¢ — 0.

Exemple. Soit p € C°(R% R) une fonction a valeurs positives telle que supp f C Bs(0,1) et
fﬂg p(z)dz = 1. On pose pour € > 0 et z € RY,

pe(w) =% <E>

3

et 7. = e. On peut par exemple choisir p sous la forme

o)
P = T o0y

1
avec 0(x) = el=I*~11g( ).

Proposition 1.2.11. Soit f € C.(R% R), et (p.)->0 une suite régularisante. Alors, les €élé-
ments de (ps * f)eso sont éléments de C°(R%,R) et cette suite converge uniformément vers

f.

Théoréme 1.2.1. Soit p € [1,00][. Alors, I’espace C.(R?) est dense dans LP(R?).

Théoréme 1.2.2. Soitp € [1,00[. L’espace C2°(R%, R) est dense dans LP(RY, R). Plus précisé-
ment, si f € LP(R% R), alors il existe une suite (f,)nen d’éléments de C°(RY,R) convergeant
uniformément vers f. De plus, pour toute suite réqularisante (pe)es0, on a pe * f —re0 f
dans LP(R%, R).

1.2.7 Fonctions plateaux et partitions de 1’unité

Théoréme 1.2.3. Soient K un compact de R% et O un ouvert de R? tels que K C O. Alors
il existe x € C°(RY,R) tel que

— x est constante a 1 sur un certain ouvert U tel que K C U,

— supp x C O.

Démonstration. Soit € K. Il existe r, > 0 tel que B(x,r,) C O. On considére p : R — R4
définie pour tout y € R¢ par

DANF 11



1.2. Fonctions a support compact

1
oly) = { BT iyl < 1,

0 sinon.

On pose alors F, : R — R définie pour tout y € R? par

Fuly) = p <$_y) |

Ainsi, F,, € C°(R?) et supp F,, = By(x, 7). On note

Oz ={y € B(x,72) | Fu(y) = 1/2¢}.

On a alors que K C |J,cx Oz Par compacité, il existe z1,...,xxy € K tel que K C Uf\;l Oy, .
On pose g : R? — R et 1) : R — R, des fonctions définies par les méchanismes

N + _ 1
1 z)e =@-D dg
gy — 2e E Fy,(y) et 1/1:t>—>f_oo [0’1}(_)1
i=1 Jpvse =T dx

Alors, v est nulle sur R™ et ¢ est constante a 1 sur [1, co[. On pose alors y = 9 og. Cette fonction
est de classe C*° par composition. On pose alors U = UZ]\LI Og,. Ainsi, pour tout y € U, g(y) > 1,
donc x(y) = g(¢(y)) = 1. On a donc

N
supp x C U Bf(xi,ra;) C O.
i=1

Proposition 1.2.12. Soit Q un ouvert de R:. D(Q) est dense dans LP(Q) (pour la topologie
de LP(R?)).

Démonstration. Soit f € LP(R?), et £ > 0. On cherche h € D() tel que ||f — hllppgay < €. On
prolongeg f en une fonction de LP(RY) en posant ﬁ oo = 0. Par densité de C2°(R?) dans LP(R?), il
existe h € C°(R?) tel que ||f — hllLp(ray < €. On a donc

1f = 9llpway < ”f—gHLp(Rd) <e.
(R%)

Le probléeme maintenant est que 'on ne sait pas si g, € D(Q). Pour n € N*, on pose
K,={x€Qld(z,0 Q) >1/n, ||z|| <n}.

C’est un compact, et on a Q = U,enK,,. On considére alors pour n € N* une fonction x,, € LP(R?),
constante & 1 sur un voisinage ouvert de K,, et supp x, C Q. Comme |hx,| < |h|, le théoréme de
convergence affirme que hy, —n—00 h dans LP(2). Soit alors ng € N* tel que pour tout n > ny,
Ilhxn — h|| < e. On a par inégalité triangulaire que

< = hllpsy + 1= hxallLo(q)
< f = Pllpogay + 1h = hxall o)
< 2e.

1f = hxnll o)

12 DANF



Chapitre 1. INTRODUCTION ET RAPPELS

Théoréme 1.2.4 (partition de I'unité). Soit K un compact de R?, Oy, ...,0,, des ouverts
de R? tels que K C |Jp_, Ok et OpNK # @ pour tout k € [1,n]. Alors, il existe X1, .., Xn €
D(Q) tels que

— supp xx C O pour tout k € [1,n],

— xk(x) € [0,1] pour tout x € Q, k € [1,n],

= Zzzl Xk est constante a 1 sur un voisinage ouvert de K.

Démonstration. 1l existe des compacts K1, ..., K, tels que

n
K C UKl et K,; C O pour tout i € [1,n].
i=1

En effet, pour x € K, il existe i, € [1,n] tel que z € O;,. Puisque O;, est ouvert, il existe r, > 0
tel que B(z,r,) C O;,. Ainsi,

K C O B(z,14,/2).

zeK

Par compacité, il existe x1,...,zxy € K tels que

K c | B(xe,2,/2).
/=1

On pose alors

n

K; = U By(xg,re,/2).
zy€0;

On a donc montré Pexistence de tels compacts. Soit i [1,n]. Par le théoréme précédent, il existe

une fonction y; € C°(R?) telle que . ..

O
Proposition 1.2.13. Soient Q un ouvert de R, f € C}(Q), et ¢ € CL(2). Alors, pour tout
i€[1,d], on a
[ at@pl@) o=~ [ f@ig() o
Q Q
Démonstration. — Cas d =1 et Q =|a, b[ avec a < b des réels. Puisque ¢ est a support compact

dans l'intervalle ]a, b], une intégration par parties donne

/ ’ Pla)ple) de = / ' fla)e! () e

DANF 13



1.2. Fonctions a support compact

— Casd>1et Q=T[",]as,b;]. Par le théoréme de FUBINI, on a

/Qaif(x)cp(x)da: _ /bl / /: . 8f,( Yo(@) das - - - dws_1dasss - - dan

= /Qf )0ip(z) da.

— Cas général. On pose K = supp p. Par compacité, on peut écrire

d

N
K C HPg avec Pp= H}ai,g, b e[ pour ¢ € [1,d].
(=1 i=1

D’aprés le théoréme précédent, il existe x1, ..., xn € D(Q) tels que

— supp xx C O pour tout k € [1,n],
— xk(z) € ]0,1] pour tout = € Q, k € [1,n],

— > p_1 Xk est constante & 1 sur un voisinage ouvert de K.

Alors, Y est a support compact. On a

N
/Q if(aele)de = 3 /Q 8 f (2)xe(x)pl2) dz
N

Application. Pour tout g € C}(Q), et i € [1,n],

/ f(@)Vg(z)de = — / div f(z)g(z) dz.
Q Q

14 DANF



Chapitre 2

Distributions, exemples et opérations

2.1 Distributions et exemples

Définition 2.1.1 (distribution). Soit Q un ouvert de R%. On dit qu’une forme linéaire T sur
D(Q) est une distribution si, pour tout compact K de §, il existe Cx > 0 et pg € N tels que,
pour tout ¢ € D() dont le support est inclus dans K, on ait

(T,p) =T(p) < Cg sup sup |0%p(x)|.
aeN? zeK
lo|<pg

T est dit étre d’ordre inférieur ou égal & p € N si prr < p pour tout compact K de §2.

Notation. On note D'(€2) 'ensemble des distributions sur €.

1
Loc

Exemple fondamental. Soit f € L, .(Q,R). On considére I'application
T;: D(Q) — R
¢ = [ @

T est une distribution, d’ordre 0.

Lemme 2.1.1. Soit f € L}, .(Q,R) telle que [, f(z)¢(z)dz =0 pour tout ¢ € D(2). Alors,

Loc
f est nulle presque partout.

Démonstration. Soit 6 € D(Q), et (pe ). une approximation de I'unité. On prolonge f6 sur R? par 0.
Ainsi, ce prolongement (toujours noté f0) est de L'(R%) et f6 % p. = 0 pour ¢ suffisamment petit.
Or, f0 % p. — f0 dans L'(R?). On en déduit que £ est nulle presque partout. On écrit maintenant
Q = U,en Kn ol les K, sont des compacts. Soit n € N, et soit 6, € C2°(R%) une fonction plateau
telle que 0, = 1 sur K,, et suppf C Q. Alors, f6,, = 0 presque partout sur 2. On en déduit donc
que f est nulle presque partout sur €.

O




2.1. Distributions et exemples

Ce lemme assure qu’il existe un prolongement de L} (2, R) dans D’'(2) via Uinjection f — Ty.
On confondra parfois f et T¢. On peut alors considérer que tout f € L; (€2, R) est élément de D'(2).

Loc

Exemples.

— Soit a € €. On considére 'application

do: D) — R
¢ — ¢(a).
dq est une distribution, mais elle ne s’identifie & aucune fonction. Nous allons le montrer par

I'absurde. Supposons qu'il existe une fonction f € L} (2) telle que §, = T}. Soit 6 € C°(RY)
une fonction plateau a valeurs dans [0, 1], et telle que

=1 et =0.

9|B(O,1) ‘9|B 0,3/2)¢

De plus, on note pour tout n € N*, 6, : R* = R, 2 +— 0(n(z — a)). Ainsi, on a suppf, C
B(a,3/2n) C Q pour n suffisamment grand. Alors,

1= (5., 0,) /f dx</ f(2)| de — 0,
B(a,3/2n)

ce qui est absurde.

— Soit p : 2 — R une mesure de masse finie sur les compacts. Alors I’application
T,: D) — R
o — / pdu.
R

est une distribution sur €2.
— Soient zp € N et o € N

Définition 2.1.2. On appelle valeur principale de la fonction R* — R*, x — 1/x, Uappli-
cation

vp(l/z): | D(R) — R
o s {up(ljz),e)=lim [ 28 g, / pl@) = el=2) 4,
R4

e—0 |z|>e xT xT

C’est une distribution d’ordre 1.

Démonstration. O

Définition 2.1.3. Une distribution T € D'(Q2) est dite positive si :

Ve € D(Q), (¢ 20) = ((T,¢) 2 0).

Exercice. Soit f € LKOC(Q). Alors, Ty est postive si et seulement si f est positive.

16 DANF



Chapitre 2. DISTRIBUTIONS, EXEMPLES ET OPERATIONS

Proposition 2.1.1. Les distributions positives sont d’ordre 0.

Démonstration. Soit K un compact de Q. Soit § € C°(R?) une fonction plateau telle que 6 est
constante & 1 sur un voisinage ouvert de K, et supp § C Q. Pour tout ¢ € D(Q) tel que supp ¢ C K,
on a

(T, [[lloe @ = #) = 0.
Ainsi, (T, ¢) < Ck||¢|l o ot Ckx = (T',0). On déduit que T" est d’ordre 0.

2.2  Dual topologique de D({2)

( ")

Définition 2.2.1.
Soit Q un ouvert de R%. On dit qu’une suite (¢n)nen d’éléments D(Y) converge vers p € D(S)
s1

— pour tout o € N, on a [|0%(¢n — @)l — O,
— il existe un compact K de ) tel que supp ¢, C K pour tout n € N.

Proposition 2.2.1. Soit T' une forme linéaire sur D(S2). Sont équivalents :

(i) T est une distribution.

(i) Pour tout suite (¢n)n d’éléments de D() convergente de limite ¢ € D(Q), alors
(T, on))n converge vers T(p) dans R.

Démonstration. On Suppose que T est une distribution. Soit (¢,), une suite d’éléments de
D(Q), et p € D(N) tel que ¢, — ¢ dans D() (au sens de la définition 2.2.1). Par définition, il
existe un compact K de §2 tel que supp ¢, C K pour tout n € N. Ainsi, supp ¢ C K. Puisque T est
une distribution, il existe Cx > 0 et pg € N tels que

| (T, on — ) < Cg sup sup |0%(pn — ¢)(x)] —— 0.
la|<pg z€EK n—00

Par contraposition, on suppose que 1" n’est pas une distribution. Alors, il existe un compact
K de Q tel que pour tout n,p € N, il existe ¢, , € D(Q) telle que

suppnp C K et (T, 0np) > n sup [[0%0npll, -
loe|<p
Soit n,p € N et ¢, ,, € D(2) une telle fonction. On pose
¥n,p

Ynp = 77—
b <T7 ‘Pn,p>

Alors,

1> n‘sup [0%nplle et suppin, C K.
a<p
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2.3. Convergence de distributions

Ainsi, pour tout a € N? tel que |a| < n, on a ||0%,,|| < 1/n. Or, ¥, — 0 dans D(Q), mais
(T, n,n) ne tend pas vers 0.

U
2.3 Convergence de distributions
Définition 2.3.1. Soit Q un ouvert de R?. On dit qu’une suite (T))nen d’éléments de D'(RQ)
converge vers T € D'(Q) si pour tout ¢ € D(Q), on a ((Tn,)), converge vers (T, p) dans R.
Exemples.
— Soient (fn)n une suite d’éléments de L}, .(Q) et f € L} (), telles que f,, — f. Alors,
Tfn — Tf.

— Soient (ay )y une suite d’éléments de 2 convergeant vers un élément a € Q. Alors, d,, — dq.
— Soit n.€ N*. On note f, : 2 € R = Ly, oof(|z|)z 1. Alors, fo — vp(1l/x).
n oo

Théoréme 2.3.1. Soit Q un ouvert de RY, et (T),), une suite d’éléments de D'(Q) tels
que pour tout p € D(Q), ((Tn,@))n soit convergente. Alors, il existe T € D'(Q) telle que
T, —— T dans D'(Q).

n—oo

Théoréme 2.3.2. Soit (T},),, une suite d’éléments de D'(Q) telle que T,, — T dans D'(Q).
Soit (on)n une suite d’éléments de D(QY), et telle que o, —— ¢ € D(Q). Alors, on a que
n—oo

(T, Pn) m (T, ).

2.4 Dérivations des distributions

Définition 2.4.1. Soient Q un ouvert de R? et T € D'(2). Pour tout j € [1,d], On définit
0;,T : Q — R par

<8jTa 80> = <T7 8]90>
pour tout ¢ € D(N). C’est une distribution.

Proposition 2.4.1. Soient f € C1(Q), et j € [1,d]. Alors, ;T = Tp,;.

. J

Démonstration. Soit ¢ € D(2). Par une intégration par parties,

(0;T, ) = —(T,05) = /f Ojp(x dx—/af x)dz = (To;f,¢) -
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Chapitre 2. DISTRIBUTIONS, EXEMPLES ET OPERATIONS

Définition 2.4.2. On appelle partie finie de la fonction R* — R*, x + 1/2% la distribution
pf(1/2%) : | D(R) — R
2
 —> <pf(1/x2),@> = lim </ ¢(z) dx — QP(O)>
|z|>e

e—0 2 g

Elle vérifie vp(1/x)" = pf(1/x2).

Proposition 2.4.2 (formule des sauts). Soit I un intervalle de R, et f : I — R une fonction
de classe C* par morceauz, et a; < ... < an € I une décomposition adaptée a f. On note

{f'} la fonction qui coincident avec f},ak,akH[ sur |ak, ag41[ pour tout k € [1, N]. Alors,

N

(Ty) =T + Y (flai) — f(ag,))da,-

k=1

Démonstration. Appliquer la relation de CHASLES.

Théoréme 2.4.1. Soit I =|a,b[ un intervalle ouvert de R, et T € D'(I) tel que T" = 0. Alors,
il existe A € R tel que T soit constante a A.

Démonstration. Soit d’abord ¢ € D(I). On voit facilement que ¢ est d’intégrale nulle sur |a, b[ s
et seulement si c’est la dérivée d’un élément de D(I). Soit maintenant 6 € D(I) d’intégrale 1. Pour
tout ¢ € D(I), on pose

Ao = /ab@(x) da.

Alors, ¢ — A, est d’intégrale nulle. Il existe alors ¢, € D(I) telle que

o= )\¢,0+w;.

Soit maintenant 7' € D’(I) une distribution de dérivée nulle. Pour tout ¢ € D(I), il existe A\, € R
et 1, € D(I) des éléments tels que

(T, @) = (T, Ag0) + (T, ¥5,)
0

De plus, puisque A, est choisi dans cette démonstration comme l'intégrale de ¢ sur I, on a bien
pour tout ¢ € D(I),

b
<T,90>=/ (T, 0) p(x)dx.
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2.5. Multiplication

Définition 2.4.3. Soit Q un ouvert de R? et T € D'(Q). Pour tout a € N, on définit
Uapplication 0°T : Q@ — R par

(8°T, ) = (=1 (T, 8%)

pour tout ¢ € D(2). C’est une distribution.

Proposition 2.4.3. Soit (T},), une suite d’éléments de D'(Q) telle que T,, — T € D'(Q).
Pour tout o € N¢, on a

0T, —— 0°T.

n—00

Autrement dit, la dérivation est continue.

2.5 Multiplication

Il n’y a pas de multiplication comme on 'entend sur les distributions. En effet, si (pz)e0 est une
approximation de I'unité, alors p. — g dans D'(R). Soit I un intervalle de ouvert et p € D(I) une
fonction positive, telle que || ;p=1.50it € > 0. On choisit comme approximation de I'unit¢ la suite
de fonction de terme général

p:|I — R
o 1p(2).

Alors, pour tout ¢ € D(R), la quantité (p-o, ) = p-(0)p(0) = L1p(0)(0) n’admet pas de limite

€
lorsque ¢ tend vers 0. Or, on attendrait d'une multiplication de distributions que p.dg — (dg)%. On

ne peut donc pas définir de distribution (dg)?.

Définition 2.5.1. Soit Q un ouvert de RY, T € D'(2), et a € C®(). On définit I’application
al : Q — R par

<aTa 90> = <T7 a(10>

pour tout ¢ € D(Q). C’est une distribution.

Démonstration. On utilise la formule de LEIBNIZ pour majorer les [|0%(ay)|| -

Remarque. L’ordre de a1 est majoré par celui de T'.

Proposition 2.5.1. Soit (T,,)nen une suite d’éléments de D'(Q), et (an)n une suite de C*(Q).
On suppose (T,), converge vers une certaine distribution T dans D'(Q2), que 0%a,, — 0%a
uniformément sur tout compact pour tout o € N%. Alors, a, T, — aT dans D' ().
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Chapitre 2. DISTRIBUTIONS, EXEMPLES ET OPERATIONS

Proposition 2.5.2. Soit a € C®(Q), T € D'(Q), et a € N¢. Alors,

CACNEDY (g) 8%a0°=PT.

BLla

En particulier, pour tout j € [1,d], on

(9j (GT) = (8ja)T + aajT.

2.6 Localisation et recollement

r ")

Définition 2.6.1. Soit Q un ouvert de R? et w un owvert de Q. Pour T € D'(), on définit
la distribution T' restreinte a w, 1|, € D'(w), par

<T|w7 90> = <T7 95>

pour tout ¢ € D(w), o @ coincide avec ¢ sur w, et vaut 0 sur Q\w.

Proposition 2.6.1 (recollement de distributions). Soit (w;)ier une famille d’ouverts de €
telle que Q = |J;c;wi. Soit T; € D'(w;) pour tout i € I. Pour tout i,j € I, on suppose que
Tijwinw; = Tj|wimwj des lors que i # j. Alors, il existe une unique distribution T € D'(Q) telle
que :

Vi€ I, Ty, = Ti.

Démonstration. — Unicité. Soient T7 et Th deux telles distributions. On pose S = 11 —T5 de sorte
que S|, = 0 pour tout 7 € I. Soit maintenant ¢ € D(£2) et K un compact tel que supp ¢ C K.
Par compacité de K C Q = (J;c;wi, il existe iy,...,i, € I tels que K C (Jj_; ws,. Soient
X1,---5Xn € D(Q) des partitions de I'unité telles que :

— X1+ -+ Xn = 1 sur un voisinage de K,
— supp x¢ C wj, pour tout £ € [1,n].

Puisque suppp C K, on a

n n

=D (Sxep) = <S|wi£7Xf(P\wie> = 0.
(=1 (=1

<Sv QD) - <S7 ZX@‘P>
(=1

— Emistence. Soit ¢ € D(Q2) et K un compact tel que suppy C K. On reprend les mémes
notations qu’au point précédent. Une analyse montre que si T' existe, alors

<Ta (P> = Z <Eev XE@) :

(=1
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2.7. Composition

Montrons que T est ainsi bien défini. Soit L un autre compact contenant le support de ¢,
et ji,...,Jp € I tels que L C | J¥_; wj,. Soient Ay,..., A, € D(Q) des partitions de 'unité
associées. Montrons que

n p
Y (T xep) =D (Ti M) -
(=1 k=1
On a
n P n
<Ti/_za X@‘P> = Z Z < ig) AkXZQO>
=1 k=1 ¢=1

I
NE
M:

i
—
~
Il

—

< Zéh@ Nwi,? kX[¢>

I
NE
WE

jykhhkﬁwu kXé¢>

k=1 (=1
P n
= 2{: < jkrAka@>
k=1 ¢=1
p
= Z< ]kvAk(p>

e
Il
—

En conservant les notations associées a ¢ et K, on montre facilement que c’est bien une
distribution.

O

2.7 Composition

Soient f € L},.(?) et x : @ — Q un C>-difféomorphisme. Si 'on cherche & définir une compo-
sition pour les distributions, on souhaiterait que cette formule soit compatible avec le changement
de variable. Entre autres, on souhaite que pour tout ¢ € D'(£2),

1

(T o x,¢) /f X ') [det S (x ') dy

Définition 2.7.1. Soit T € D'(Q) une distribution, et x : Q@ — Q un C-difféomorphisme.
On définit la distribution T o x par

(T o X, ©)prcry p(@2) = <T7 T o x’1>

D(2),D/(Q)

Remarque. C’est bien une distribution, en vertu de la formule de FAA DI BRUNO.

Exemple. SiQ=0Q=R% et y:R? - R% 2+ Az+bon A€ GLy(R) et b € R%. On a pour tout
¢ € D(RY),

(T'ox,p) = |det A|71 <T,<p o X71> avec (o Xfl(g;) = @(A*l(x —b)).
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Chapitre 2. DISTRIBUTIONS, EXEMPLES ET OPERATIONS

2.8 Dérivation et intégration

7

Proposition 2.8.1. Soit T € D'(2) et p € C®( x R™). Soit K un compact de S tel que
suppp C K x R™. Alors, la fonction y — (T, o(-,y)) est de classe C* sur R™ et est telle
que pour y € R™ et a € N#tn,

a; (T,go(,y)) = <T781790(7y)>

Théoréme 2.8.1. Soit T € D'(Q) une distribution sur Q un ouvert de R%. Soit ¢ € D(Q x

R™). Alors,
[ @etanae=(z. [ ot2as).

Démonstration. On démontre le théoréme pour n = 1. Soit K un compact de R?. Soit R > 0 tel

que supp ¢ C K x [—R, R].
— Cas particulier. Si [, o(x,z)dz = fFR ¢(x,z)dz = 0. On pose

O(x,y) = /_y o(z,z)dz.

On voit alors que suppf C K x [-R, R] et § € C*(R% x R). On a

ST <T, §§<.7y>> Y

avec un certain . Ainsi,

— Siy < —R, alors

d’ou A = 0.
— Siy >R,

DANF
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2.8. Dérivation et intégration

— Cas général. Soit Y (z,y) = ¢(z,y) — x(y) [z ¢(x,2) dz avec x € D(R) telle que [ x(y)dy =1
et supp x C [—R, R]. Alors, comme dans le premier cas,

oty an= [ ot - (T, [ ).

La démonstration pour n € N* quelconque consiste a dire que si y — (T, ¢( -, y)) est & support
dans Bf(0, R), elle est élément de L'(R™). On utilise alors FUBINI pour intégrer variable par
variable en se ramenant au cas n = 1.

O
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Chapitre 3

Convolution de distributions

3.1 Support d’une distribution

e 1

Définition 3.1.1. Soit T € D'(Q) une distribution sur un ouvert Q de RZ. Soit O I’ensemble
des ouverts w C ) tel que 1) soit nulle. On définit le support de la distribution T' par

supp T = (U w>c.

weO

Attention. Ici, le complémentaire est le complémentaire dans §2.

Proposition 3.1.1. Pour toute distribution T € D(2), supp T est le plus petit fermé tel que

T|(suppT)C = 0. Entre autres, (suppT)¢ est le plus grand ouvert sur lequel T est nulle.

Démonstration. Par définition, il majore tous les ouverts sur lesquels T est nulle. Il faut maintenant
montrer que Tjuyppr)e = 0. Pour tout w € O, T| est nulle. Ainsi, par recollement, il existe une
unique distribution S € D (Uweo w) telle que pour tout w € O, S, = T}, = 0. On a donc que

,—Z_vl (suppT)¢
]

Remarques.

— De maniére équivalente, le support de T est le plus petit fermé F tel que (T, @) = 0 pour tout
© € D(Q) nulle sur un voisinage de F' (i.e supp ¢ N F = &). Ainsi, si ¢ et ¢ € D(Q2) sont deux
fonctions coincidant sur un voisinage de supp 7', alors (T, ¢) = (T, 9).

— (z €suppT) <= (Vr >0, Ty e # 0). Un point x € Q est dans le support si et seulement
st pour toute boule ouverte w voisinage de z, il existe ¢ € D(Q) tel que suppp C w et
(T, p) # 0. Les contraposées sont aussi intéressantes.

Exemple.

— Soit zp € Q et « € N?. Alors, supp 5;&‘3) = {zo}. En effet, si x; # xo est un point de 2. Alors,
pour tout r > 0 tel que zg € B(z1,7), 0z,




3.1. Support d’une distribution

— Soit ¢ € D(R) tel que ¢ soit égale & 1 sur un voisinage de 0. On a

(00, ) = — (do, (2¢)") = —(2¢' + 9)(0) = —p(0) = ~1.
Ainsi, (&), zp,#) 0 car zg est nul sur le support de dy, mais pas sur un voisinage de supp do.

— suppvp(l/x) = R. En effet, pour tout x € R et p € D(R) telle que ¢ soit positive sur R, et
constante & 1 au voisinage de x. On suppose de plus que supp ¢ C B(zg,r) pour un certain
r > 0.

(vp(1/x),zp) = lim o(x)de = /ch(ac) dz > 0.

e—0 z|>e

Remarque (encore). Soit f € L} (£2), et w un ouvert de Q. Alors,

Loc

fi,=0pp = V@Ep(w),/ﬂﬁzo = Ty, =0

On en déduit donc dans ce cas que supp f = suppTy.

Proposition 3.1.2. Soit T € D'(Q), et a € C>(Q2). Alors,

suppal C suppa Nsupp 7.

Démonstration. Soit ¢ € D(£2) une fonction nulle sur V', un voisinage de supp a Nsupp 7". Alors, ap
est aussi nulle sur V' et ap est nulle sur (supp a)€. On en déduit que ap est nulle sur V' U (supp a)¢ qui
est un voisinage de supp 7. Ainsi, (T, ap) = 0. Au final, (aT', ¢) = 0 pour toute fonction ¢ € D(12)
sur un voisinage de supp a Nsupp 7. On en déduit 'inclusion.

O

Proposition 3.1.3. Soit S et T € D(Q)) des distributions. Alors,

supp S + 1" C supp S Usupp 7.

Démonstration. Exercice.

Proposition 3.1.4. Pour toute distribution T € D'(Q),

supp 0%T C suppT.

Démonstration. Soit w un ouvert de € tel que T}, = 0. Pour tout ¢D(£2), si suppy C w, alors
supp 9%¢ C w, et alors (0°T, @) = (—1)1*1(T, %) = 0.
O

Remarque. L’inclusion réciproque est en générale fausse. Prendre comme contre-exemple les T’
ou f est une fonction constante.
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Chapitre 3. CONVOLUTION DE DISTRIBUTIONS

3.2 Distributions & support compact

Définition 3.2.1. Soit Q un ouvert de RY. On note £'(Q) I'ensemble des distributions sur §)
a support compact.

Théoréme 3.2.1. Toute distribution T € E'(Q) est d’ordre fini. De plus, si p désigne l’ordre
de T, il existe K un compact de Q2 tel que K soit un voisinage de supp T, et ¢ > 0 tels que :

Vo € D(Q), (T, ) < cmax sup |0%p(z)] .
la|<pzek

. J

Démonstration. Soit K C £ un compact voisinage de supp 1. Par définition d’une distribution :

deg >0, px € N, Voo € D(Q), (T,v) < max [0%Y].
la|<px
Soit maintenant x € D(Q) telle que x soit constante & 1 sur un voisinage de supp 7T, et telle que
suppx C K. On a alors que pour tout ¢ € D(Q2), (T,(1 —x)p) = 0 car (1 — x)¢ = 0 sur un
voisinage du support de T'. On a alors que (T, ) = (T, xp). Soit alors K = supp T Il existe Cx > 0
et px € N, tels pour tout ¢ € D(Q2) avec supp ) C K,

(T,¢) < Cx max sup [0%(z)].
aeN? zeK
lo|<px

En particulier, si ¢ € D(Q), alors supp x¢ C K. Ainsi,
(T, ) = (T, xp) < Cx max sup [(0%xp)(x)|.

En posant

C = 2PKCk max sup |[(0%))(z)| et p=pk,
aeN? zeK
la|<pr

on trouve bien que pour tout ¢ € D(2),

(T', ) < C'max sup [(0%p)(x)] -
<

O]

Remarque. On note £(Q2) I'espace de FRECHET des fonctions de €2 dans R des fonctions infiniment
dérivables. Si T' € £'(Q), alors on peut prolonger T en une forme linéaire sur £(2) telle qu'il existe
un compact K, une constante C' > 0 et un entier p € N tels que pour tout ¢ € D(Q),

(T, ¢) < Cmax sup [0%p].
lo|<pzeK

Il suffit de prendre le compact K donné par le théoréme précédent. On se donne alors xy € D(Q2)
telle que x = 1 sur supp T et suppT C K. Pour tout ¢ € £(2), on pose (T, p) = (T, xp).
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3.3. Convolution D' * D

Proposition 3.2.1. Soit Q un ouvert de R?, 2y € Q, et T € D'(Q). Si suppT = {x¢}, alors
il existe p € N et {aa}|a|§p un ensemble de coefficients réels, tels que

Démonstration. Soit T € £'(Q2). Cette distribution est d’ordre fini, qu’on note p.

— Cas 1. On suppose sans perte de généralité (par translation) que zo = 0. Soit ¢ € D(R) telle
que ¢(0) = 0. Alors, pour tout = = (x1,...,24) € Q,

d 1
Z / O plta) dt < Jo] mas 1045

3.3 Convolution D'« D

7

Définition 3.3.1. Soit T € D'(R?), et p € D(R?Y). Pour x € R, on pose

(T'xp)(2) = (T, p(x = -)) -

Proposition 3.3.1.
Soit T € D'(R?), et ¢ € D(RY). Alors T x ¢ € C°(R?), et pour tout o € N, on a

0T ) =T x 0% = 0%T % .
De plus, suppT * ¢ C supp T + supp .

J

Démonstration. (i) Soit zg € R? et x € D(Q) telle que x soit constante & 1 sur un voisinage V' de
xo. Pour montrer que z — (T, p(x — -)) est infiniment dérivable au voisinage de zp, on va
montrer que x — (T, o(x — -)) x(z) est. Pour tout y, z € RY, on note ¥ (y, z) = p(z—y)x(z).
On a alors supp v C (—supp ¢ +supp x) X supp x). Par théoréme de dérivation, on a que pour

tout x € V,
T xp)(x) = (T, p(x— "))
= (T, p(x — - )x(z))
= (T,0%p(z — - )x(z)])
= (T,0%p(z - -)])
T 0%p(x)

Enfin, pour tout z € R?,

ONT xp)(x) = (T, p(x— "))
(— )“" (T,0%(z — -))
= (T*0%¢p(x—")).
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Chapitre 3. CONVOLUTION DE DISTRIBUTIONS

(ii) Montrons I'inclusion des supports. T * ¢ est continue, donc on peut s’intéresser a ’adhérence
des points ot T' * ¢ ne s’annule pas.
O

[ Corollaire 3.3.1. Soient T € £'(R?) et o € D(RY). Alors T * p € D(RY). ]

Remarque. On peut définir la convolution pour ¢ € £(R?). On obtient les mémes résultats que
ceux de la proposition 3.3.1.

Théoréme 3.3.1. Soient T € D'(RY) et (p.)->0 une approvimation de l'unité. Alors,

Txp. — T dans D'(RY).
e—0

Théoréme 3.3.2. Soit Q un ouvert de R? et T € D'(Q). Alors, il existe une suite (T},)nen
d’éléments de D(Q) telle que T,, —— T dans D'(Q).
n—oo

Proposition 3.3.2. Soit T € &'(R?). Alors, l’application

D(Rd) — D(Rd)
p — Txop

est séquentiellement continue.

Proposition 3.3.3. Soient (Ty,)nen une suite d’éléments de D'(R?) et T € D'(R?) une dis-
tribution, telles que T,, —— T'. Alors, pour tout ¢ € D(Rd) et a € N?, la suite (0% % ©)neN
n—,oo

converge uniformément sur tout compact vers 0% x . De plus, s’il existe un compact K de R?
tel que suppT,, C K pour tout n € N, alors T, * © — T * ¢ dans D(R?).
n—oo

3.4 Convolution D’ x &'

Définition 3.4.1. Soient T € D'(R%) et S € £'(R?). On définit la distribution T xS € D'(R?)
par

(T*S,(p):<T,§*go>

pour tout ¢ € D(R?), o pour tout ) € D(R?) et 2 € RY,

(S.0)=(S.8) et Px)=v(-2).
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3.4. Convolution D' x &'

Proposition 3.4.1. Pour toutes distributions T € D'(R?) et S € £'(R?), on a

supp T xS C supp S + supp 7.

Remarque. On peut aussi définir une convolution & * D’ de la maniére suivante : si S € E'(R?)
et T € D'(R?%) sont des distributions, alors on pose (S * T, ) = <S,T * <p> pour tout ¢ € D(RY).
On peut alors montrer que S * T est bien élément de D' (R) et que S+ T =T * S.

Exemples.
— Pour toute distribution T' € D'(R?), on a T * 6o = T.

— Plus généralement, pour tout a,b € R?, on a d, * & = Oatb-

Proposition 3.4.2. Soient T € D'(RY) et S € £'(R?). Alors, pour tout o € N¢, on

0T % S) =0T S =T *0S.

Remarque. On souhaite résoudre I’équation aux dérivées partielles —Au = f. Si 'on connait une
distribution T' € D'(R) telle que —AT = ¢y, alors

—A(T*f)==A(T*f) = (=AT) « f = 6o % f = [.

Ainsi, u = T * f est une solution. La distribution 1" est appelée solution fondamentale.

Proposition 3.4.3. Soient (Ty,)nen une suite d’éléments de D'(R?) et T € D'(R?) une dis-
tribution, telles que Ty, — T. Soient (Sp)nen une suite d’éléments de E'(RY) et S € £'(R?)
n—oo

une distribution, telles que S, —— S. On suppose qu’il existe un compact K de R? tel que
n—oo

supp S, C K pour tout n € N, alors Ty, * Sy, — T * S¢ dans D'(RY).
n—oo

Théoréme 3.4.1. Soit R,S,T € D'(R?) des distributions. Si deux d’entre elles sont dans
E'(RY), alors,

R+« (S+«T)=(RxS)=T.
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Chapitre 4

Transformation de FOURIER

4.1 La classe de SCHWARTZ

4.1.1 Définition et convergence dans ’espace de SCHWARTZ

Définition 4.1.1. On appelle espace de SCHWARTZ [’espace

S (RY) = {go € C*°(R?) |Va, B € N¢, sup 2205 p(x)| < oo} :
z€Rd

Remarque. On a aussi

S (RY) = {tp € C®(RY) | Vk € N, VB € N4, sup |z*]|0°p(z)| < oo} .
xERA

Exemples.
— Les fonctions de classe C*° & support compact sont toutes dans la classe de SCHWARTZ.

— Toutes les fonctions de la forme p(z) = P(x)e*“”“w avec P € R[X1,...,X4] et a > 0 sont de
cette classe.

Remarque : topologie de la classe de SCHWARTZ. On utilisera sur I’espace de SCHWARTZ la
topologie suivante : pour tout p € N et ¢ € .7(R%), on définit

Ny(p)= > sup [0 p(x)].
lal,|81<p “ER

C’est une semi-norme.

Définition 4.1.2. Une suite (©,)nen est dite convergente de limite ¢ € ./ (RY), dans lespace
S (RY), si :

Vp € N, Np(pn — ) —— 0.

n—o0




4.2. Transformation de FOURIER sur S(R?)

Proposition 4.1.1. L’espace C°(R%) est dense dans lespace . (R?) munie de la topologie
définie ci-dessus.

Corollaire 4.1.1. Pour tout p € [1,00], I’espace LP(R?) est dense dans ’espace .7 (R%).

4.1.2 Propriétés de la classe de SCHWARTZ

Définition 4.1.3. Une fonction f € C(R?) est dite étre a croissante polynomiale s’il
existe n € N tel que

f(@) = o)z oozl

Proposition 4.1.2. Soit ¢ € R%. On a les résultats suivants.
(i) Pour tout o € N4, 9* € .7 (RY).
(ii) Pour toute fonction f € C*(R%) dont les dérivées sont a croissance polynomiale, fo €
S (RY).
(i4i) Pour tout ¢ € [1,00], .#(R?) C LI(RY). De plus, il existe C > 0 tel que pour tout
fe.ZRY et a,B e N tels que |al,|8| < p, on ait

(iv) Pour toute distribution a support compact S € E'(RY), on a S * p € S(RY).

1 1
pogy S CNo() T Npaa ()7

$a85f‘

4.2 Transformation de FOURIER sur S(RY)

Définition 4.2.1. Soit p € .7 (R%). On appelle transformée de FOURIER de ¢ la fonction

Fo:|RY — R

& —» e 48 p(2) du.
R4

Remarque. L’application linéaire .# est bien définie puisque pour tout ¢ € .7 (R?) et ¢ € R?, on
a pour tout z € R?,

|74 ()| = |ip(a))|

sachant que ¢ est au moins L! puisqu’elle est dans la classe de SCHWARTZ.
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Chapitre 4. TRANSFORMATION DE FOURIER

Proposition 4.2.1. Soit ¢ € Z(R%). On a les résultats suivants.
(i) La fonction Fp est de classe C* et, pour tout j € [1,d] et & € R?,

0;.F7 (&) = F (—iX;p)(£).
ou pour tout x = (x1,...,2q), Xj(z) = ;.
(ii) Pour tout j € [1,d] et £ € R4,
F(95)(§) = i&F p(8).

(i) Pour tout a € RY, on pose 7, : RY — R%, x v ¢(z — a). Alors, pour tout a € R? et
£ €RY,

F (1ap)(€) = e Fp(€).

Théoréme 4.2.1. La transformation de FOURIER % est un automorphisme de C-espaces
vectoriels de #(R%). Sip € S (R?) et x € RY, alors

F (0 = g [ SOwE) e

Enfin, F est un homéomorphisme sur . (R®). Plus particulierement, pour tout p € N, il existe
Cp > 0 tel que pour tout ¢ € .7 (R?),

Np(y@)aNp(ﬂ_l‘P) < Cpr-i-d—f—l(SD)-

Lemme 4.2.1. Le théoréme d’inversion de la transformation de FOURIER nécessite les deux
résultats suivants.

(i) L’espace .7 (R%) est stable par F.
(it) Soit A € .1 (R) une matrice définie positive. Alors, Uapplication

Gs:|RY — R
67%<A_1x,:13>
(2m)ddet A
est élément de ./ (RY). De plus, pour tout & € R?,

x

FG () = e 10468,

Corollaire 4.2.1 (formule de PLANCHEREL). Soit @, € . (R%). Alors,

1
(0, V) 2@y = (@n) (F o, ZY) 2Ry -
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4.3. Distributions tempérées

4.3 Distributions tempérées

Définition 4.3.1 (distribution tempérée). On appelle distribution tempérée toute forme li-
néaire continue sur y(Rd), dans le sens ou il existe p € N et C > 0 tel que pour tout
p € S (RY,

(T, 0)| < CNp(e).

Les distributions tempérées sur R forment un espace vectoriel noté ' (R?).

Remarque. Le terme de “distribution” est justifié par le fait que la restriction d’une distribution
tempérée a D(R?) est bien une distribution usuelle. En effet, pour tout K compact de R? et ¢ €
D(]Rd) fonction & support compact contenu dans K, on a

Np(p) < AB(1+p)*" max sup |0%(z)]
la| <pzek

oit A = max,ex (14 |z]). Par conséquent, on dispose de I'injection .#/(R?) < D'(R%).

Exemples.
— Une distribution a support compact est tempérée.

— Toute fonction f € LP(R?) (1 < p < o) définit une distribution tempérée.
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