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Chapitre 1

Rappels : topologie dans les espaces
métriques

L’objectif de ce chapitre est de se rappeler les résultats de la topologie des espaces métriques qui
seront utiles pour étudier les espaces vectoriels normés, dans les chapitres ultérieurs.

1.1 Espaces métriques

~

Définition 1.1.1 (distance, espace métrique).

Définition 1.1.2 (boule ouverte/fermée, diamétre, borné).

Définition 1.1.3 (continuité uniforme). Soient (E,dg) et (F,dr) des espaces métriques. Une
fonction f: E — F est dite uniformément continue si

Ve > 0,30 >0,Vx,y € E, (dg(z,y) <) = (dr(f(z), f(y)) <e).

Exemple. Une application K-lipschitzienne est uniformément continue (prendre 6 = ¢/K). La
réciproque est fausse ([0,1] — R, z — /).

1.2 Owuverts d’un espace métrique

7

Définition 1.2.1 (ouvert, fermé).

Proposition 1.2.1. (i) (Aziomes d’ouverts) E et @ sont ouverts. Une réunion quelconque
d’ouverts est ouverte. Une intersection finie d’ouverts est ouverte.

(i) (Aziomes de fermés) E et & sont fermés. Une intersection quelconque de fermés est
fermés. Une union finie de fermés est fermeée.




1.3. Suites d’un espace métrique

Définition 1.2.2 (intérieur, adhérence, densité). Soit (E,d) un espace métrique, A une partie
de E, etx € E.

(i) (Intérieur) Le point x est dit intérieur & A s%l existe v > 0 tel que B(z,r) C A.
L’intérieur de A, noté Int(A) est l’ensemble des points intérieurs a A.

(ii) (Adhérence) Le point x est dit adhérence a A si pour tout r > 0, B(xz,r)N A contient un
autre point que x. L’adhérence de A, noté A est I’ensemble des points adhérents a A.

(iii) A est dite dense si A = A.

Proposition 1.2.2. Soit (E,d) un espace métrique et A une partie de E.

(i) L’intérieur de A est l'union des ouverts contenus dans A.

(i) L’adhérence de A est l'intersection des fermés contenants A.

Définition 1.2.3 (distances équivalentes). Soient d et d’ des distances sur un espace E. Les
distances d et d' sont dites équivalentes s’il existe C1 et Cy des constantes strictement positives
telles que

Vz,y € E, Crd(z,y) < d'(z,y) < Cod(z,y).

On note encore

Crd < d < COsyd.

Remarque. Cette définition définit bien évidemment une relation d’équivalence.

Proposition 1.2.3. Deux distances équivalentes définissent la méme topologie.

1.3 Suites d’un espace métrique

Définition 1.3.1. Soit (E,d) un espace métrique, a € E, et (zy)nen une suite d’éléments de
E. La suite (x,), est dite convergente vers a si

Ve >0, Ing € N, Vn > ng, d(zp,a) <e.

Le point a est alors dit étre la limite de la suite (z,,)n. On note a = limy, o0 T,

6 EVNCD (Partie 2)



Chapitre 1. RAPPELS : TOPOLOGIE DANS LES ESPACES METRIQUES

Proposition 1.3.1. Soit (E,d) un espace métrique, a € E, et (zy)nen une suite d’éléments
de E. Sont équivalents :

(i) Il existe une sous-suite (T, (n))n qui converge vers a.

(ii) Pour tout r >0, B(a,r) contient une infinité des x,, (d’indice n arbitrairement grand).

Dans ce cas, a est dit étre une valeur d’adhérence de (xy,)y.

1.4 Application continues entre espaces métriques

Proposition 1.4.1. Soit (E,dg) et (F,dp) des espaces métriques, f : E — F une applica-
tion, a € E et b € F. Sont équivalents

1.5 Espaces métriques compacts

1.5.1 Définitions

e 1

Définition 1.5.1 (compact). A est dite compacte si (définitions équivalentes)
(i) (BOREL-LEBESGUE) De tout recouvrement de A par des ouverts de E, on peut en
extraire un sous-recouvrement fini.

(i) (BOLZANO-WEIERSTRASS) De toute suite d’éléments A, on peut en extraire une sous-
suite convergente dans A.

Théoréme 1.5.1. Soit (E,d) un espace métrique et A C E. Si A est compacte, alors il existe
D C A dénombre et dense dans (A,d).

\.

Démonstration. Pour tout n € N*, A C (J,c4 B(x,1/n). Pour tout n € N*, on extrait

Définition 1.5.2 (compacité relative). A est dite relativement compacte si (définitions
équivalentes)

(i) A est un compact de (E,d).

(ii) De toute suite d’éléments de A, on peut en extraire une sous-suite convergente dans
(E,d).

\

Démonstration. On montre l'implication (i¢) = (i). Supposons (i7). Soit (xy,), € A", Pour tout
n € N* il existe y, € A tel que d(xy,,yn) < 1/n (définition de adhérence). La suite (yy), est une
suite d’éléments de A, on en extrait donc un sous-suite convergente dans (E,d). Il existe donc z € A
et  une extratrice tels que d(yw(n), z) — 0. On a alors pour tout n € N*,

d(xcp(n)a Z) < d(xcp(n)7 ygo(n)) + d(ycp(n)a Z) < 1/@(”) + d(:l/ga(n)a Z)

EVNCD (Partie 2) 7



1.6. Espaces métriques complets

Exercice. Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, A est relativement compacte si et
seulement si A est bornée.

1.5.2 Fonctions continues sur un compact
1.6 Espaces métriques complets

1.6.1 Définitions

Définition 1.6.1 (suite de CAUCHY). Soit (E,d) un espace métrique on appelle suite de
CAUCHY toute suite (x,,), € EN telle que

Ve >0, dng € N, Vp,q > ng, d(xp, z4) <e.

Proposition 1.6.1. (i) Une suite convergente est de CAUCHY.
(i) Une suite de CAUCHY est bornée.

(iii) L’image d’une suite de CAUCHY par une application uniformément continue est une
suite de CAUCHY.

Contre-exemple. Si f(z) =1/x et x, = 1/n, alors (f(zn))nens = (n)nen+ n'est pas de CAUCHY,
car f n’est pas uniformément continue sur R* .

Définition 1.6.2 (espace complet). Un espace métrique (E,d) est dit complet si toute suite
de CAUCHY d’éléments de (E,d) est convergente dans (E,d)

Exercice. Montrer que (C°(E, F),dw) est complet lorsque (F,dr) Uest.

Soit Maintenant A une partie de (E,d), un espace métrique.

1.6.2 Prolongement des applications uniformément continues

Théoréme 1.6.1. Soient (E,dg) et (F,dr) des espaces métriques. On suppose (F,dr) com-
plet. Soit D C E une partie dense de E, et f: (D,dg) — (F,dr) une application unifor-
mément continue. Alors, f admet un unique prolongement par continuité fv: E— F. De
plus, [ est uniformément continue de (E,dg) dans (F,dp).

Démonstration. Soit x € E\D, et soit () une suite d’éléments de D convergeant vers . Montrons
que f(xn)n est convergente. En effet, (x,), est de CAUCHY dans (D,dg) et f est uniformément
continue. Ainsi f(xy,), est de CAUCHY , et (F, dp) est de plus complet. Ainsi, f(zy)y, est convergente.

Montrons maintenant que peu importe la suite (), choisie, f(x,) — f(z). Soit (y,)n € DN
convergeant vers z. Soit € > 0. Montrons que dp(limy, oo f(2n), im0 f(yn)) < € & partir d'un

8 EVNCD (Partie 2)



Chapitre 1. RAPPELS : TOPOLOGIE DANS LES ESPACES METRIQUES

certain rang. Soit 0 > 0 donné par 'uniforme continuité de f (convenable pour €) Il existe ng € N
tel que pour tout n > ng, d(z,zy,) < §/2. Alors, dg(z,y,) < 0. Ainsi, dp(f(zn), f(yn)) < e.

Ainsi, on peut noter sans ambiguité f(z) = lim, s f(2,) pour toute suite (2, ), € DN de limite
. Montrons maintenant que ce prolongement est uniformément continu. Soit € > 0 et soit 6 > 0
correspondant pour 'uniforme continuité de f. Soit x,y € E tels que dg(z,y) < §/2. Soient (x,,), et
(Yn)n € DN de limites respectives z et y. Il existe ng € N tel que pour tout n > ng, dg(xn,yn) <9,
et alors,

dp(f(zn), f(yn)) <e.

On obtient le résultat par passage a la limite.

1.6.3 Théoréme d’AScoOLI

e D

Théoréme 1.6.2. Soit (E,dg) un espace métrique compact, (F,dr) un espace métrique com-
plet, et A C C°(E, F). Sont équivalents :

(i) A est relativement compacte dans (C°(E, F),ds) avec

doo(f, 9) = sup{dr(f(x),g(x))|x € E}.

(i) A est équicontinue :

Ve>0,36>0,Vf € A Vo,y € E, (dp(z,y) <6) = (dr(f(), f(y)) <¢)

et Ay = {f(z)| f € A} est relativement compacte dans F pour tout x € E.

Démonstration. On suppose (ii). Montrons que A est relativement compacte dans (CO(E, F), doo).
Soit (f,,)n une suite d’éléments de A. Montrons qu’il existe une extractrice 1 et g € C°(E, F) telles

que deo(fyp(n);9) — 0. (E,dg) est compacte, il existe donc une partie D C E dénombrable et dense
dans (E,dg).

() On construit une extractrice 9 tel que (fy(n))n converge simplement sur D. Notons

D = {d;|j €N}.

Soit j € N, n a {fu(d;)|n € N} C Ag,, qui est compact dans (F,dr) donc il existe une
extractrice p; telle que (f,,;(n)(do))n converge dans (F),dp). Ainsi, pour tout j € N,

(f(go0-0p;)(n) (d5))neN

converge dans (F,dp). On procéde ensuite & une extraction diagonale : on pose

Vn €N, ¢(n) = (po oo pn)(n).
Alors, pour tout j € N, (fy(n)(dj))n>; est une sous-suite de (f(po--op;)(n)(dj))nen. Ainsi,
(fi(n)(dj))nen converge dans (F,dr). Notons maintenant

g9(d) = lim fy)(d)

n—oo

EVNCD (Partie 2) 9



1.6. Espaces métriques complets

pour tout d € D.

(i) Montrons maintenant que g est uniformément continue. Soit £ > 0 et § > 0 donné par 1'équi-
continuité de A. Soient z,y € E, tels que dg(z,y) < . Alors,

dr(fym) () fpm)(y) < e

Par passage, a la limite lorsque n tend vers l'infini,

dr(g(z),9(y)) <e.

On applique ensuite le théoréme de prolongement des applications uniformément continues.
Soit g ce prolongement.

(iii) Montrons que (fy(n))n converge uniformément vers g sur (E,dg). Soit € > 0 et 7 > 0 tels que
Va,y € B, (de(z,y) <n) = (dr(g(x),9(y)) < ¢)

et

Vr,y € E, (dE(xvy) < 77) = (dF(fw(n)($)7f1/z(n)(y)) < 8)

On sait que E C |J,cp B(z,n) par densité de D dans (E,dg). Il existe x1,...,25 € D tels
que E C Uévzl B(zj,m). Pour tout j € [1,n], dr(fym) (7)), 9(z;)) —>n—sco 0 selon le premier
point de la démonstration. Il existe donc ng € N tel que pour tout n > 0, pour tout j € [1,n],

dF(flp(n) (‘/Ej)a §($])> <e.
Soit n > ng et x € E. 1l existe j € [1, N] tel que d(z,z;) < n. Ainsi,

S 387
ce qui achéve la démonstration (i) = (i).

Soit (E,dg) un espace métrique compact et (F,dp) un espace métrique complet. Soit de
plus A C CO(E, F). On suppose A compact dans (C°(E, F),ds). Montrons que A est équicontinue.
Soit € > 0. On sait que A C sy B (f.€), donc par BOREL-LEBESGUE, il existe fi,..., fx € A

tels que A C U§V21 Ba.. (fj,€). Pour tout j € [1,N], f; est uniformément continue sur E (selon le
théoréme de HEINE), il existe donc n > 0, tel que

VJ € [[LN]]’ Vz,y € Ea (dE(may) < 77) - (dF(fJ(x)af](y)) < 5)'

Application. Pour M > 0, 'ensemble

{f €C®(0,1,R) | [|fllo <1, Yz, y € [0,1], |f(z) — f(y)| < Mz —y|}

est relativement compact dans (C°([0,1],R), [|]|..)-

10 EVNCD (Partie 2)



Chapitre 2

Séries de FOURIER

2.1 Coeflicients de FOURIER

Les séries de FOURIER sont un outil fondamental dans 1’étude des fonctions périodiques. L’étude
d’une telle fonction par les séries de FOURIER se fait en deux temps :

— lanalyse, qui consiste en la détermination des coefficients de FOURIER,

— la syntheése, qui permet de retrouver, en un certain sens, a ’aide de la suite de ses coefficients.

Le but du chapitre est de mettre en place les résultats classiques, de nature non hilbertienne,
concernant les séries de FOURIER et leur convergence. Les séries de FOURIER seront une illustration
importante de la théorie des espaces de HILBERT que nous développerons au prochain chapitre. Par
convention, nous noterons

1

2m
I = 5= [ Ir@lat. vy e 2 o.2a)

2
lgll, = \/ 3 | laP e vr e 210,21

de sorte que les fonctions ey, : t — e*** soient de normes 1 pour tout k € Z.

2.1.1 Définitions, régles de calcul

Définition 2.1.1. Soit f € L}OC(R, C) une fonction 2w-périodique, on définit les coefficients
de FOURIER de f

1 27

ealf) = o= | flHyeinat

:271'0

pour n € 7.

Remarque.

— cpler) = 0y, pour n,k € Z. On appelle polynéme trigonométrique toute fonction dont les
coefficients de FOURIER sont & support fini.




2.1. Coefficients de FOURIER

— Pour ¢ €]0, [, la fonction signal 0. = 1|_. . admet pour coefficients de FOURIER

Cn(O'S):{ % Sin?éo’

£ i =
= sin=0.

Proposition 2.1.1. Pour f € LlOC(R,C) une fonction 2mw-périodique et a € R, on définit
Tof : R — C
t — f(t—a).

On a les résultats suivants.

(i) Pour toutn € Z, c,(Taf) = e ™, (f).

(ii) Pour f € L} (R,C) une fonction 2m-périodique et n,k € Z, alors c,(t — e*' f(t)) =

cn—k(f)-
(iii) Pour f,g € L}, .(R,C) des fonctions 2m-périodiques, on a co(f * g) = cn(f)en(g).
(iv) Si f € C°(R,C)N C;m(]R, C) est 2m-périodique, alors cn(f") = incy(f).

Démonstration. (i) Changement de variable.
(ii) Evident.
(ili) Soient f,g € L, OC(R, C) des fonctions 27-périodiques, et soit n € N. Pour presque tout z € R,
on définit

1

27
o f(y)g(x —y)dy.
T Jo

(fxg)(z) =

Montrons d’abord que f x g € L}, (R, C). Soit K un compact de R. Par FUBINI-TONELLL,

//27r gt —s)|dsdt = /Qﬂ/|f g(t — )| dt ds
= / |/\gt—s|dtds
:/0 1£(s)] /K[Ozﬂ]|()\drds<oo

On en conclue que f * g € L'(K) donc est finie presque partout. On trouve que

2 2
cn(fxg) = 217r/ (2177 ; f(s)g(t —s) ds> e dt.

(iv) Soit f € CO(R,C) N C,,,(R,C) une fonction 2m-périodique. Soit 0 = ag < ... < ay = 27 une
subdivision adaptée & f’. Alors, par intégration par parties

1 Nl . ajy1 .
n / - fznt J+ +/ f(t)inef'mtdt .
T o a5 a

] J

On observe un télescopage avec le premier membre de la somme, ce qui nous donne le résultat.
O
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Chapitre 2. SERIES DE FOURIER

2.1.2 Décroissance, régularité

Proposition 2.1.2. On a les résultats suivants.
(i) (Lemme de RIEMANN-LEBESGUE) Si f € L*(]0,27[,C), alors c,(f) = 0n—soo(1).
(i) Si f € CO(R,C) N C;m(]R,C) est 2m-périodique, alors cn(f) = on—oo ().

(i4i) Si f € CK(R,C) est 2mw-périodique, alors c,(f) = 0n—oo (,le)

(iv) Si f € L*(10,2x[,C), alors (ca(f))nez € 13(Z,C) et 3 ,cz len(H)? < |IF15-

(v) Si f € C'R,C) N Cp,,(R,C) est 2m-périodique, alors (cn(f))nez € I'(Z,C) et
ez len(f)] < 0o. De plus, sa série de FOURIER Y. ¢, (f)e™ converge normalement,
Sonezllen(fenllse < 00. Enfin, sa série de FOURIER Y. cn(f)e™ converge uniformé-
ment par rapport a t.

Démonstration. (i) Soit f € L*(]0,27[,C). Deux cas se présentent.

— Si f est de classe C! a support compact, alors

cn(f')

. *n—oo -0
m

‘Cn(f)’ =

2 £,
- oon

— Si f est simplement L' sur |0, 27[, on utilise la densité de C}(]0, 2x[, C) dans (L*(]0, 2x[, C), ||-||; )-
Soit € > 0, il existe une fonction g € C}(]0,2x[,C) telle que || f — g||; < &/2. D’aprés le
premier cas, il existe ng € N tel que :

Vn > ng, |en(g)] < g/2.

On a alors pour tout n > ny,
€
lea(N)l < lealf)l +len(f =gl = 5 +1If =gl <,

et ce pour tout € > 0.

(i)
(iii)
(iv) Soit f € L?(]0,2x[,C), et N € N. On pose
N
Dx(t) = 3 enlf)e
n=—N

Onaalors f = Dy+(f—Dy). C’est une décomposition orthogonale dans I'espace L?(]0, 27, C)
muni de son produit scalaire habituel. En effet, pour tout k € [N, NJ,

N

2T
/0 (f = D)™ dt = () — cx(D) = u(F) = 3 enlFlerlen) = 0.

n=—N

D’aprés PYTHAGORE, on a

EVNCD (Partie 2) 13



2.1. Coefficients de FOURIER

v) Soit f € CO°(R,C)NCL (R,C) une fonction 27-périodique. Montrons que cen(f)] < o0.
pm neZ
Soit n € Z\{0}, on a l'inégalité |c,(f)| = %jl)‘ < n—lg + |len(f)]?, d’ott le résultat.

O]

2.1.3 Noyau de DIRICHLET, noyau de FEJER

~

Définition 2.1.2. On appelle noyauw de DIRICHLET la fonction définie pour tout N € N* par

N : 1
3 sin ((N + 7) t)
Dy(t) = g R T
My sin (3)
Ainsi que le noyau de FEJER
N-1 . £\ 2
1 sin (%)
N() Nn_o n() NSin(%)Q

Remarque. Le noyau de FEJER est la moyenne de CESARO des noyaux de DIRICHLET.

Définition 2.1.3. Soit f € L'(]0,27[,C), on appelle série de FOURIER de f (convergente
ou non) la série

Z Cn(f)eint.

On définit de plus les sommes partielles de la série de FOURIER de f pour tout N € N*
par

N ) 1 27
3 calf)em™ = (Dy  f)(t) = Dy (t — 5)f(s)ds.

T or
n=—N 0

Enfin, on définit leur moyenne de CESARO pour tout N € N* par

1 N-1
¥ 2 (Dnx () = (Ky * f)(1).
n=0

Proposition 2.1.3. On a les résultats suivants sur les noyaur de FEJER et DIRICHLET :

(i) Pour tout N € N*, Kx est a valeurs positives et |[Ky|; = 1.

(i) Dy n’est pas de signe constant. On a

1 2

— Dy(t)dt =1
o7 /. N(t) ,

mais limy,_,o ||Dn||; = o0o.

1. Pour tout a,b € Ry, ab < 2ab < a? + b

14 EVNCD (Partie 2)



Chapitre 2. SERIES DE FOURIER

2.2 Théoréme de FEJER

Théoréme 2.2.1 (FEJER). Si f € C°(R,C) est une fonction 2mw-périodique, alors

If = Kn * fllo —2 O

Remarque. Ky * f est la moyenne de CESARO des Dy * f, elle a donc de meilleures propriétés
de convergence que Dy * f. En effet, Dy n’est pas une approximation de I'unité car elle n’est pas

de signe constant. En revanche, Ky 1est.

Démonstration. Soient f € C°(R,C) une fonction 27-périodique et € > 0. On cherche un Ny € N tel
que pour tout N > Ny et tout = € R, |f(x) — Ky * f(x)| < e. Par le théoréme de HEINE, il existe

6 > 0, tel que pour tout x € R, pour tout t € R :

(<) = (If@) - fa=-1l<3).

De plus, il existe Ny € N tel que pour tout N > Ny,

2l _
Nsin(6/2)2 = 2°
On a alors, pour tout ¢,z € R avec [t| < 6,

[f(z) = (En =+ f)(z)] =

o [ U@~ e - Ea@

—Tr

< % i |f(z) — f(x —t)|Kn(t)dt (par positivé de Ky)
< oo [ 1@ - s - nIRN @
T Jit|<s
1 sin((NV + 1/2)t)?
+ m s<li|<r ‘f(l’) - f(ﬂ? - t)’ Sll’l(t/2)2 dt
c oty 2

2 " Nsin(6/2)?

On en déduit alors le résultat.

Corollaire 2.2.1. On obtient les deux résultats suivants.

(i) f € C°(R,C) est une fonction 2w-périodique et si sa série de FOURIER converge sim-
plement, alors sa somme coincide en tout point avec f.

(ii) f € C°(R,C) ﬂC;m(R, C) est une fonction 2m-périodique, alors la série de FOURIER de
f converge uniformément sur R par rapport a t € R :

o0

FO) = ) elf)e™, et |f = D flloe — 0.

n=—oo

EVNCD (Partie 2)
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2.3. Théoréme de DIRICHLET

Remarque.

— La série de FOURIER d’une fonction continue 27-périodique ne converge pas nécessairement.
Il en est donc de méme pour la convergence uniforme avec I’hypothése de convergence simple.

— Cependant, on peut montrer que pour tout f € LP(]0, 2x[, C), [[Kn * f — fl|, e 0 (théoréme
—00

de FEJER LP). Nous démontrerons ce théoréme en TD pour le cas p = 1.

2.3 Théoréme de DIRICHLET

Théoréme 2.3.1 (DIRICHLET). Soit f € L} (R,C) une fonction 2m-périodique et x € R.
Si f admet en x des limites a droite (f(zT)) et a gauche (f(x™)), et si les fonctions t —>

w et t — w sont bornées au voisinage de 0%, alors

(Dx * (a) — LEIHIED,

Démonstration. Soit f € L*(R,C) une fonction 27-périodique et z € R. On suppose que f vérifie
les hypothéses du théoréme. On a pour tout N € N,

Dy s (@) =5 [ fa=9Dx(s s = 5 [ (@ = 5) + S~ )Dx(s)ds

par parité de Dy. On a alors que

33+ T
Dy« fla) - LTI ) :/’ F(z —5)+ f(z"))Dy(s) ds

(f(I—SHf( ")) Dn(s)ds

271'

I . 1052 I
™ Jo ﬂ .sm](\?) 0,
2 fa—+ f(x*))w ds.
2 Jo sm(2)

On applique le lemme de RIEMANN-LEBESGUE & chacune des intégrales. Selon les hypothéses et
grace a l'inégalité de convexité du sinus sur [0, 27], il existe un certain M > 0 tel que

flz—s)— ’ ‘fx—s f@7)
Sln(s/Q

S

sin(s/2)

‘ < Mr € L]0, 27[, C).
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Chapitre 3

Espaces de HILBERT

3.1 Espaces préhilbertiens

On suppose connue la notion d’espace préhilbertien sur un corps K € {R, C}. Nous supposons
aussi connus les concepts et résultats suivants : inégalité de CAUCHY-SCHWART?Z, l'identité du paral-
lélogramme, les formules de polarisation, orthogonalité et orthonormalité d’une famille d’éléments,
théoréme de PYTHAGORE, l'orthogonal d’une partie.

3.2 Espace de HILBERT et théoréme de projection

3.2.1 Espace de HILBERT

7

Définition 3.2.1. Un espace de HILBERT est un espace préhilbertien (E, (-|-)) complet pour
la norme euclidienne associée a son produit scalaire.

Exemples.
— R (resp. C™) muni de son produit euclidien (resp. hermitien) est un espace de HILBERT .
— [?(N,C) muni de son produit scalaire canonique est un espace de HILBERT .
— L?(]0,1[,R) muni de son produit scalaire canonique est un espace de HILBERT .

— Dans un espace de HILBERT , tout sous-espace vectoriel fermé est de HILBERT (CNS).

Contre-exemples.

— C%(]0,1], R) muni du produit scalaire de L2(]0, 1[, R) n’est pas un espace HILBERT (il n’est pas
fermé).

— Dans un espace de HILBERT H tout sous-espace vectoriel F' qui n’est pas fermé pour la norme
associée au produit scalaire de H n’est pas de HILBERT.

3.3 Théoréme de projection

3.3.1 Théoréme de projection sur un s.e.v de dimension finie

Notre but va étre de généraliser & la dimension infinie le résultat élémentaire suivant.




3.3. Théoréme de projection

Théoréme 3.3.1 (projection sur un s.e.v de dimension finie). Soit (E, (-|-)) un espace pré-
hilbertien. On note || - || la norme associée au produit scalaire. Soit F' un sous-espace vectoriel
de E de dimension finie. Soit (by,...,b,) une base orthonormée de F. Alors,

i) Pour tout x € E, la distance d(z, F) = inf cp ||z — y|| est atteinte au point
Yy

n

Pp(z) =) (x]b)b;.

j=1
Le théoréme de PYTHAGORE affirme alors que
2 2
2]|* = [|Pr()|* + d(z, F)*.

(i) La projection orthogonale Pr : E — F' est continue de norme 1.
(iii)) E=F @ F+.

Démonstration. (i) Soit y € F. On vérifie que x — Pp(x) € F*. Ainsi,

lz = ylI* = llo = Pr(@)|I* + | Pp(z) — y|* > |lz — Pr(2)|*.

On en déduit que 'infimum est atteint en Pp(x) par positivité de la norme. On déduit la
seconde partie du résultat grace au fait que Pp(x) L (x — Pp(z)) et au théoréme de PYTHA-
GORE.

(ii) Pp est clairement linéaire par bilinéarité du produit scalaire. Puisque d(z, F') > 0 pour tout
rekl,

2 2
[1Pp ()" < =]
Ce qui montre que Pp est continue, et que ||Pr|| < 1. Or, Pr(y) = y pour tout y € F. On en

déduit donc que || Pg| = 1.

(iii) D'une part, F N F+ = {0} grace au caractére défini du produit scalaire. De plus, la décom-
position d’un point z € E est donné par x = Pr(z) + (z — Pr(x)).

O]

Exemples et applications.
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Chapitre 3. ESPACES DE HILBERT

3.3.2 Théoréme de projection sur un convexe fermé

7

Théoréme 3.3.2 (projection sur un s.e.v de dimension finie). Soit (H, (-|-)) un espace de

HILBERT . On note || -|| la norme associée au produit scalaire. Soit C' C H un convexe fermé
non vide.

i) Pour tout x € E, la distance d(xz,C) = inf,co || — y|| est atteinte en un unique point
y
noté Po(z) (projection de x sur C').

(ii) Il est caractérisé par la propriété de ’angle obtus, i.e,

Po(x) e C et R({(x— Po(z)|z— Po(x))) <0 pour tout z € C.
(iii) La projection orthogonale Po : H — C' est 1-lipschitzienne.

(iv) En particulier, si F' est un sous-espace vectoriel fermé (de dimension quelconque) de H,
alors pour tout x € H, Pr(x) est caractérisé par les propriétés suivantes :

Pr(z) e F, et R((z— Pr(z)|y)) =0 pour tout y € F, i.e, (x — Pp(x)) € F+

Démonstration. (i) Soit x € C, et d = d(z,C). Par définition de la borne inférieure, il existe

(Yn)n € CN telle que ||z — y,|| —— d. Soit n, p € N, on sait par I'identité du parallélogramme
n—oo
que

lyn = wpll = Iz —yn) — (z — yp)I”

2 2 2

= 2(lle = gall” + llz = 4l1*) = 1122 = (v + 1)l

2
2 2 4r—(yn+

= 2 (llz = yull® + llz — ) — || 2=ttt

IN

2 (llz = yall® + Iz — yll*) — 482 —— 0.

n,p—00

ce qui démontre que la suite (yy), est de CAUCHY . Par complétude de H (et puisque C' est

fermé), il existe z¢ € C limite de la suite (yp)n. Soit maintenant z; et zo € C en lesquels
I'infimum est atteint. Alors,

lzs —@all = (@ — 1) = (2 —22)|?

2(l(z = @) > + (@ = 2)]?) = 122 = (21 + 22)]”

(ii) Montrons que z¢ est I'unique point de C' tel que :

Vze O, R({x —zc|z—20)) <0

Soit z € C. Pour tout t €]0,1], (1 — t)z¢ + tz € C, alors

0 Hw—(l—t):rc—tZHQQ— Hw—mcH22
lz — 2o+ t(xe — 2)||” — ||z — 2c||
UR((x — zc |zc — 2)) + 2 ||2) .

En divisant par ¢t €]0, 1], on remarque que

IAININ
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3.3. Théoréme de projection

2R ((z —zc |2 —zc)) < tl)|”.

Ceci étant vrai pour t €]0, 1], c’est aussi vrai en passant a la limite pour ¢ — 0. D’ou le sens
direct. Réciproquement : soit o € C tel que R((x — Z¢) |z — Z¢)) < 0 pour tout z € C.
Montrons que ||z¢c — Z¢|| = d. Pour z € C,

I(z - &c) — (= = Zo)|?

= \|$—ii‘c||z+||z—i‘c||2 —2R((z — &c |2 — Fc))
> |z —zc|”.

2
[l — 2|

par négativité de la partie réelle du produit scalaire.

(iii) Soient x,y € H. Montrons que P est 1-lipschitzienne. On a

|z —ylI> = |(Po(x) = Po(y) + ((z — Po(x)) = (y — Pe))|1?
= |Po(x) = Po(y)|> + .. .II°

—2R((z — Po(x) | Po(y) — Po(x))) — 2R ((y — Pe(y) | Po(z) — Po(y)))

|Pe(z) — Po(y)l®

Y

Remarque. En fait ’hypothése de complétude de I'espace H entier n’est pas utilisée. Il suffit de
supposer que H est un espace préhilbertien, et que C' est une partie convexe et compléte de H.

3.3.3 Théoréme du supplémentaire orthogonal

' D

Théoréme 3.3.3 (du supplémentaire orthogonal (T'SO)). Soit H un espace de HILBERT , et
F un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors,

1
H=F®F*+ etdonc (FL) =F.

Corollaire 3.3.1 (critére de densité). Soit H un espace de HILBERT et F un sous-espace
vectoriel de H. Alors, F est dense dans H si et seulement si F+ = {Oy}.

3.3.4 Dualité : théoréme de RIESZ

Théoréme 3.3.4. Soit H un espace de HILBERT . Pour tout ¢ € £.(H,K), il existe un
unique zo € H tel que ¢(y) = (zo|y) pour tout y € H. De plus, (¢l g,y x) = [|lzoll-
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Chapitre 3. ESPACES DE HILBERT

3.4 Bases hilbertiennes

3.4.1 Définition, existence

Définition 3.4.1. Soit E un espace préhilbertien sur K. Une base hilbertienne de E est une
famille orthonormée totale, i.e que [’espace vectoriel qu’elle engendre est dense dans E.

Remarque. Une telle définition impose de bien distinguer les bases hilbertiennes des bases algé-
briques.

Théoréme 3.4.1. Un espace préhilbertien est séparable si et seulement si il admet une base
hilbertienne dénombrable.

Remarque. Lorsque H est un HILBERT non séparable, il admet une base hilbertienne, mais elle
n’est pas dénombrable. La démonstration de I’existence d’une telle base repose sur le lemme de ZORN,
et la base obtenue est délicate & manipuler : puisque ’ensemble des indices est non dénombrable, on
doit travailler avec des familles sommables, plutét qu’avec des séries convergentes.

3.4.2 Caractérisation par I’égalité de BESSEL

e D

Théoréme 3.4.2 (BESSEL-PARSEVAL). Soit E un espace préhilbertien, et (e, )nen une famille
orthonormée de E. Sont équivalents.

(i) (en)n est une base hilbertienne de E.
(ii) Pour tout x € E,

o0
leli> =S| @l en) | (égalité de Brsser).
n=0

(iii) Pour tout xz € E,

o0

1z1* =D (x]en) (en|9)*.

n=0

Démonstration. Rappelons que pour tout N € N, si Fiy = Vect (e, )o<n<n, alors Pry (z) = SN (] en) en
pour tout x € F, et

d(z, Fy) = ||z = Py (@) = | lz]* = 3 [ (@] en) |-

— (i) = (ii). Supposons (e,), étre une base hilbertienne. Soit x € E et £ > 0. Il existe Ny € N
tel que d(x, Fix,)? < e. Alors, comme Fy, C Fy pour tout N > N, on a
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3.5. Annexe 1. Application du théoréme de RIESZ : résolution d’EDP elliptiques

N
2
0< [lz> =Y [{a|en)|” = d(z, Fy)? < d(z, Fy,) < &.
n=0
On en déduit la convergence de la somme et 1’égalité de BESSEL.
— (i1) = (4). Supposons qu’on ait pour tout x € E 'égalité de BESSEL. Alors,
2 2 2
lz = Pry (@)|* = [l = > [ (] en) | ——0,

d’ou la densité de (ep)nen.
— (#1) = (413). Formules de polarisation.

— (iii) = (4i). Evident.

Théoréme 3.4.3. (i) L’application

J: | E — l2(N,K)
r — ((z|en))nen
est une isométrie.

(i) Pour tout x € E,

[e.9]

xzz<x|en)en,

n=0

et cette série est commutativement convergente.

(i1i) L’isométrie J est surjective si et seulement si E est complet (donc un HILBERT ).

3.4.3 Application aux séries de FOURIER

3.5 Annexe 1. Application du théoréme de RIESZ : résolution d’EDP
elliptiques
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Chapitre 4

Théoréme de BAIRE et applications

4.1 Théoréme de BAIRE

7~

Théoréme 4.1.1 (BAIRE). Soit (E,d) un espace métrique complet. On a les résultats sui-
vants.

(i) Si (On)nen= est une suite d’ouverts de (E,d) denses dans (E,d), alors

Q:ﬂOn

neN*
est dense dans (E,d).
(i1) Si (Fp)nen+ est une suite de fermés de (E,d) d’intérieur vide dans (E,d), alors

U r

neN*

est d’intérieur vide dans (E,d).

Démonstration. Soit (Opn)nen+ une suite d’ouverts denses. Montrons que €2 = (), oy« On est dense
dans E. Pour cela, on va montrer que €2 rencontre tout ouvert de (F,d). Soit alors w un ouvert de
(E,d). Montrons donc que Q Nw # &.

— Etape 1. On construit par récurrence sur n € N une suite suite (x,), d’éléments de E et
(rn)n € R une suite de rayons, telles que B(xg,79) C w et que pour tout n € N,

”
Bf(xnt1,7n41) C B(xn, 1) NOpgt1 et 0 <7rppr < ?n

— n = 0. w est ouvert.

— Soit n € N. On suppose xq, . .., Zn, 70, - - - , n construits. On veut construire x,4+1 et ry41.
Puisque O+ est dense, il rencontre 'ouvert B(zy, ry,). Soit alors x,41 € B(xy, 1) NOpy1
et 41 > 0 suffisamment petit tel que

— Etape 2. Montrons alors que w N § # @. Pour n < p des entiers positifs, on a

r
d(zp,xp) <1p < 250

M pnoo




4.1. Théoréme de BAIRE

On en déduit que (zy,), est de CAUCHY. Puisque (F, d) est complet, il existe 2o € E limite de
cette suite, i.e d(xn, xoo) — 0. Montrons que o, € w et que o, € O, pour tout n € N*.
n—oo

L’inégalité d(xy,xp) < 7, montre que (en faisant tendre p vers I'infini) zo € By(zp, ), pour
tout n € N*. On a donc

Too € Bf(z1,71) C B(xg,70) Cw et Bf(xp,m,) C O, pour tout n € N*.

Exercice. Soit (H,( -|-),||-]|) un espace de HILBERT , et (yn)nen une suite d’éléments de H.
Montrer que ’ensemble

{re H|VneN, (z|yn) # 0}

est dense dans H.

Applications. Ce théoréme peut servir & démontré qu’un ensemble défini par une quantité dé-
nombrables de “contraintes ouvertes” est dense. On trouve dans Analyse de Xavier GOURDON les
exemples suivants :

— un espace vectoriel normé admettant une base (algébrique) dénombrable (non finie) n’est pas
complet ;

— les fonctions continues, nulle part dérivables, sont denses dans (CY([0,1],R), |- |l..);

— une fonction dérivée est continue sur un ensemble dense.

Enfin, on termine avec un exemple que nous allons corriger ici. Montrons que

O ={zcl?(N,R)|Vn €N, z, # 0}
est dense dans (I2(N,R), |- [|). On a

0= m O,, ot pour tout n € N, O,, = {z € I*(N,R) | z,, # 0}.
neN

— Soit n € N. O, est un ouvert de (I>(N,R), || -|,). En effet, si z € O,,, alors B(z, |z,]/2) C Oy,
car si y € I2(N,R), et |ly — z||, < |#4|/2, alors pour tout n € N,

00
|yn - $n|2 < Z |yk - Qj‘k|2 = Hy - $”§
k=0

— Pour tout n € N, O,, est dense dans (I>(N,R), || - ||,). En effet, si y € (2(N,R)\O,. On ay, = 0.
On pose alors z€ la suite égale & y en tout point, sauf en n, oi x,, = ce,...
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Chapitre 4. THEOREME DE BAIRE ET APPLICATIONS

4.2 Théoréme de BANACH-STEINHAUSS

4.2.1 Enoncé

e D

Théoréme 4.2.1 (BANACH-STEINHAUS). Sotent (E,|-||p) un espace BANACH, et
(F, |- |lz) un espace wvectoriel mnormé quelconque. Soit (T;)icr une famille d’éléments de
Z.(E,F) (pour les normes associées). On suppose que pour tout x € F,

S [T5(2)|| p < o0

1€

Alors,

sup || 3| o, (g, ) < 00-
1€l

Ce théoréme est trés important, et permet d’obtenir des estimations uniformes & partir d’esti-
mations ponctuelles.

Démonstration. On va utiliser ’énoncé sur les fermés du théoréme de BAIRE. Soit n € N, on pose

Yo ={z € E|Vie L, |T:(@)|p < n= (T (Br(0r,n).
el
C’est bien un fermé de (E, || -||) comme intersections de fermés (en utilisant le fait que les T; sont
des opérateurs continus). Par hypothése,

E = UYn.

neN

Puisque (E, || - ||) est complet, le théoréme de BAIRE affirme qu’il existe un ng € N tel que I'intérieur
de Yy, est non vide. Soit alors z € Int(Y,,) et 7 > 0 tel que B(x,r) C Int(Y,,). Alors, pour tout
i€l et zeB0g,1),

1T + 52 = T _ [Tt + 52)] + IT@)e _ 2m0
/2 B r/2 2

(o5, <
2 F

car x + 52 € B(z,r). Ainsi,

ITi() P =

Ainsi, |T]| < 47@, et ce pour tout i € I.

Corollaire 4.2.1. Soit (E,||-|z) un espace BANACH, et (F, | -| ) un espace vectoriel
normé quelconque. Soit (T,)n, € Lo(E,F)N. Si (T},)n converge simplement sur E vers une
application T, alors

(i) supnen 1 Tnll ¢, (g, F) < 0©,

(i) T € Z(E, F),

(i51) T (g r) < Uiminfn oo |Tnll 4 (g 5 -
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4.2. Théoréme de BANACH-STEINHAUSS

Démonstration. O

4.2.2 Applications aux séries de FOURIER

Proposition 4.2.1. Il existe une fonction de C°(R,C), 2w-périodique dont la série de FOU-
RIER ne converge pas en t = 0.

Démonstration. On note CSeT(R, C) l'espace des fonctions continues dans R dans C, 27-périodiques.

Pour tout N € N, on définit Ay : C%,,.(R,C) — C par

per

1 ™
An(f) =Dy £)0) = [ f(s)Dn(=s)ds
pour tout f € CSET(R, C). On doit alors montrer qu’il existe f € CSET(R, C) une fonction telle que
(AN (f))n ne converge pas. Puisque CY,,.(R, C) est complet, il suffit de montrer que

per
sup ||[An]| = 0.
NeNH 2o, re).0

— Etape 1. Montrons que Ay est continue et que |[Ax| = |[Dy||;. Pour f € CgeT(R,(C), on a
IDN(F)| < |1fllo o= [|Dn]l;- Cela assure la continuité de Ay, et que sa norme vérifie || Dy || <

00 27
|Dnlly- Or, il existe (f:)e>0 une suite d’éléments de C%,,.(R, C) tel que | f-| < 1 pour tout & > 0,

per
et

fe RN sign(Dy).
e—0

Et alors, par convergence dominée, on obtiendra la seconde inégalité de normes qui nous
donnera 1’égalité.

— Etape 2. Montrons que ||Dy||, o oo Pour tout N € N, on a par parité que
—00

I Dnlly = i/oﬂ Dy (s)|ds = i/o” |sin(£ifz(j/;§2)8)| ds.

Par inégalité de convexité sur le dénominateur, on a

1Dl = 2 L2 g,

Par le changement de variable y = (N + 1/2)s,

=

—1

c
y> S 2
y= <+ 1

2 [T [sin(y)|
D > —
1Dl = 2 ;

B
Il

ot C = 2 [|sin(y)| dy. On a donc minoré ||Dy||; par le terme d’une série divergente, d’ott
le résultat.

O
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Chapitre 4. THEOREME DE BAIRE ET APPLICATIONS

4.3 Théoréme de ’application ouverte et théoréme d’isomorphisme
de BANACH

Théoréme 4.3.1 (de l'application ouverte (BANACH-SCHAUDER)). Soient (E,|-|5) et

(E |- |l) des espaces de BANACH. Soit enfin T une application linéaire continue surjective
de (E, | -|lg) sur (F,|-||p). Alors, il existe ¢ > 0 tel que B(0p,c) C T(B(0g,1)).

Remarque. On dit alors que T est une application ouverte.

Démonstration. — Etape 1. Montrons qu’il existe ¢ > 0 tel que B(0r,2¢c) € T(B(0g,1)). Soit
n € N, on pose F,, = nT'(B(0g, 1)). C’est un fermé de (F, | - || ). Par surjectivité de T,

F= UFn

neN

En effet, si y € F, il existe z € E tel que T(x) = y. Soit alors n € N suffisamment grand
pour que ”in” < 1. Alors, y = nT'(5) € F,. Puisque (F,||-|/) est complet, le théoréme de
BAIRE affirme qu’il existe ng € N tel que Int(F,,,) # @. Nécessairement, T'(B(0g, 1)) est aussi
d’intérieur non vide. Il existe donc = € F et ¢ > 0 tels que B(x,4c) C T(B(0g,1)). Alors,

B(0p,4c) = —x + B(z,4¢) C T(B(0g, 1)) + T(B(0g, 1)) .
—_——
2T(B(0g,1))

On en déduit que B(0p,2¢) C T(B(0g, 1)).

— Etape 2. Montrons que B(0r,c) C T(B(0g,1)). Soit y € F tel que ||y||p < ¢. On cherche un
antécédent = € E de y tel que ||z < 1. Construisons par récurrence sur n € N* une suite
(zn)n d’éléments de E telle que pour tout n € N*|

c 1
‘|y_T(Zl+"'+Zn)HF<27L et ”ZnHE<27L

— n = 1. On sait que 2y € B(0p,2¢) C T(B(0g,1)). 1l existe z; € B(0g,1) tel que
|2y — T'(Z1)|| < c. On pose alors z; = 2z /2.

— Soit n € N*. On suppose zi,..., 2, construits. Construisons z,,1. Par hypothése de
récurrence,

Uy —T(z1 + -+ 2,)) € B(Op, 2¢).

Il existe alors Z,1 € B(0g, 1) tel que

127 (y = T(z1+ -+ 20)) = T(GEns)||p < .
Alors,

_ 5n+1
ntl = onid

convient.
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4.3. Théoréme de I'application ouverte et théoréme d’isomorphisme de BANACH

Ainsi construite, ) ||z,||; converge absolument donc ) z, converge (car (E, || -||5) est com-
plet). Notons

9]
T = g Zn-
n=1

Alors, par construction, ||z|; < 1. De plus, un passage a la limite permet de conclure que

T(x)=y.
O

Théoréme 4.3.2 (d’isomorphisme de BANACH). Soit (E, ||| 5) et (F,|-||p) des espaces de
BANACH. Soit T' une application linéaire continue bijective de (E, || - || ) sur (F,| - || ). Alors,
T~ est continue de (F\,|-||z) sur (E, || ||5)-

Démonstration. On applique le théoréme de 'application ouverte : il existe ¢ > 0 tel que

B(0p,c) C T(B(0g,1)).

Soit y € F un vecteur non nul. On voit que Qﬁ" € B(0p,c). Il existe donc = € B(0g,1) tel que

2
yor (2l
C

Par bijectivé de T, on a T~ !(y) = %x Puisque ||z||; < 1, on conclut que

T(z) = ﬁ Par linéarité,

2
HT_I(Q)”E < . 1yl

d’ou la continuité de T 1.
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Chapitre 5

Topologie faible dans espace de HILBERT

5.1 Suites faiblement convergentes dans un espace de HILBERT

e D

Définition 5.1.1. Soit (H,(- | -)). Une suite (fn)nen d’éléments de H converge faiblement
vers un élément f si pour tout g € H,

(falg) —=(Flg)-

Notation. f, — f.
Remarque. La limite est unique.

Exemples.

— Les fonctions e, : [0,1] — C,t + ™ (pour n € N) sont des éléments de L?([0, 1], C). Selon le
lemme de RIEMANN-LEBESGUE, la suite (e, ), converge faiblement vers la fonction nulle.

— Si (fn)nen est une famille orthonormée d’éléments de H, alors f,, — 0. En effet, pour tout
z€ H,ona

Z! (2] fad P < )2

donc (z| fn) — 0lorsque n — oco. Des exemples concrets sont par exemple la suite ((0p, k) keN)nen
dans [?(N), ou la suite (t — e™),cz dans L%([0, 2], C).




5.1. Suites faiblement convergentes dans un espace de HILBERT

Proposition 5.1.1. Soit (f)n, (gn)n deuz suites de HY. On a les résultats suivants.

(i) (fo = f) = (If]| <liminf |[fo[).
(i1i) Si fr, — f, alors (fn)n est bornée.

@) (fa = 1) = (o= DA (al — 1D
(v) (fn— f)A(9n — 9) = ((fulgn) —— (f19)) (la convergence faible de (gy)n ne

(vi) Si (fn, — f) alors f appartient & ’enveloppe convexe fermée de {f,|n € N} (pour la

(i) (=) = (fa—= 1),

n—0o0

suffit pas).

topologie de la norme).

Démonstration. (i) Appliquer 'inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ & f,, — f et g.

(if)

(iii)
(iv)

On a
17 = lim (] fo) =liminf (f | fa) < |I£] liinf | f]].

On applique le théoréme de BANACH-STEINHAUS. On pose T, : H — R, h — (f,, | h). Il suffit
de montrer que |1, || = || fnll-

Le sens direct est évident. Pour le sens réciproque, on écrit que

1o = SIP = Ifall® + 1F1P = 2RCF | f)) —— 0.

n—oo

Soit € > 0. Puisque (fy,), est faiblement convergente, c’est une suite bornée . Soit M > 0 un
majorant de la suite (|| f||)n. Pour n € N un entier suffisamment grand, on a
€ €
- — et - —.
U= Flo)l <5 et llgn—gll < 5o

On remarque alors que pour n € N assez grand,

[{(fulgn) = (Fla)] < [{(falgn —9) |+ {fu—fl9)|
< N fallllgn —gll <e.

Pour se convaincre que la réciproque est fausse, il suffit de prendre f,, = g, pour tout n € N
et tel que | f]| =1 et f, — 0. On peut par exemple prendre x — €* dans L%([0,1],C).

Soit C I'enveloppe convexe fermée (pour la convergence forte) de { f,, |n € N}. Soit Po: H —
C la projection sur C. La caractérisation de I'angle obtu, on sait que pour tout n € N,

RS = Pe(f) | fn — Pc(f))) <0.

En passant a la limite lors que n — oo, et en utilisant la convergence faible des f,, on obtient
que

If = Po(H))* =R = Pe(f)| f - Pe(f))) < 0.

On en déduit que f = Po(f), dou f € C.
[
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Chapitre 5. TOPOLOGIE FAIBLE DANS ESPACE DE HILBERT

Exemples d’obstructions a la convergence forte.

5.2 Compacité faible

Théoréme 5.2.1. Dans un espace de HILBERT séparable, de toute suite bornée, on peut
extraire une sous-suite qui converge faiblement.

Démonstration. Soit H un espace de HILBERT séparable, (hy)gren une suite d’éléments de H, dense
dans H. Soit (fy), une suite bornée d’éléments de H.

— FEtape 1. Montrons qu'’il existe une extraction 1) : N — N telle que (<f¢(n) | hk’>)neN

dans R pour tout k£ € N. La suite ((fw(n) ’hk>)neN est bornée dans R pour tout £ € N, on
obtient alors v par un procédé d’extraction diagonale.

converge

— Etape 2. Montrons que g € H, la suite (<fw(n) |g>)n€N converge dans R. Soit g € H et € > 0.

Il existe K € N tel que [lg—hgl|l < 35. La suite ({fy@) |hK>)n€N converge donc est de
CAucCHY. Il existe alors N € N tel que pour tout m,n > N,

| (fom) = foon i) | < %

Ainsi, 'inégalité triangulaire montre que la suite (< Jon) | g>)n€N est de CAUCHY donc converge
dans R. On note L(g) sa limite.

— Etape 3. On applique le théoréme de Riesz. En effet, L est une forme linéaire puisque pour
tout g € H, I'inégalité de CAucHY affirme que

im [{fym 19)] < M |gll-

n—oo

Le théoréme de RIESZ affirme alors qu’il existe f € H tel que L(g) = (f | g) pour tout g € H.
On conclut en remarquant que f est la limite faible des fy ).

Remarque. L’hypothése de séparabilité de H n’est pas nécessaire. Elle simplifie la démonstration,
mais on peut toujours se ramener & un espace de HILBERT séparable en écrivant que H =V @ V =+
avec V = Vect{ f, |n € N}. La plupart des espace de HILBERT que nous manipulons sont séparables,
le théoréme tel qu’il est suffit donc au cadre de ce cours.
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5.3. Application a 'optimisation

5.3 Application a 'optimisation

e a

Proposition 5.3.1. Soit H un espace de HILBERT séparable, et J : H — R une application
de classe C' conveze et coercive, i.e que

lim J(x) = oo.
llz[|—oc0
Soit C un convexe fermé non vide de H. Alors, il existe x, € C tel que
«) = inf i
J(xy) inf J(x)

En d’autres termes, linfimum sur un convezre fermé non vide est toujours atteint.

5.4 Quelques relations entre différents types de convergences

Proposition 5.4.1. Soit d € N*, Q un ouvert de R?, (fn)nen une suite d’éléments de
L2, R), et f € L2(S,R). Alors, (fn)n converge faiblement vers f dans L?(),R) si et seule-
ment si (fn)n converge vers dans D'(Q) et (fn)n est bornée dans L*(Q, R).
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Chapitre 6

Le théoréme spectral sur un espace de
HILBERT

Ce chapitre aura pour but de démontrer le théoréme spectral dans un espace de HILBERT quel-
conque. En dimension finie, il s’énonce ainsi.

Théoréme 6.0.1 (spectral en dimension finie). Soit (E,(-|-)) un espace préhilbertien de
dimension finie, et T € L (E). Alors, on a les propriétés suivantes.

(i) I existe une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de T .
(ii) Les espaces propres de T sont orthogonauz et ses valeurs propres sont réelles.
(11i) La norme de T (subordonnée a la norme euclidienne) est son rayon spectral, i.e,

T| = p(T) = Al
ITll = p(T) = max |Al

(iv) (Inégalité de RAYLEIGH). Pour tout x € E\{Og},

Ce théoréme est une conséquence directe de la réduction des endomorphismes normaux. En
dimension infinie, la généralisation est la suivante.




6.1. Endomorphisme adjoint

Théoréme 6.0.2. Soit (H, (- | -)) un espace de HILBERT séparable sur R, et T € £.(H) un
endomorphisme autoadjoint compact. Alors, on a les propriétés suivantes.

(i) H admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres de T .
(ii) Les espaces propres de T sont orthogonauz et ses valeurs propres sont réelles.
(11i) La norme de T (subordonnée a la norme euclidienne) est son rayon spectral, i.e,

T =p(T) = Al
| HzC(H) p(T) )\éggggp)\ |

(iv) (Inégalité de RAYLEIGH). Pour tout x € H\{Op},

6.1 Endomorphisme adjoint
6.2 Opérateurs compacts sur un espace de BANACH
6.3 Spectre et valeurs propres

6.4 Annexe 1. Réduction des endomorphismes normaux en dimen-
sion finie

6.5 Annexe 2. Propriétés des opérateurs compacts sur un espace de
HILBERT

6.6 Annexe 3. Démonstration partielle du théoréme spectral
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Chapitre 7

Théoréme de HAHN-BANACH,
complément de dualité

7.1 Théoréme de HAHN-BANACH analytique

7.1.1 Démonstration du théoréme de HAHN-BANACH sur un espace de HILBERT
7.1.2 Prolongement avec une dimension de plus
7.1.3 Démonstration du théoréme de HAHN-BANACH en dimension finie

7.1.4 Démonstration du théoréme de HAHN-BANACH dans le cas général via le
lemme de ZORN

7.2 Complément de dualité

7.3 Théoréme de HAHN-BANACH géométrique

7.3.1 Hyperplans
7.3.2 Le théoréme




7.3. Théoréme de HAHN-BANACH géométrique

36
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Chapitre 8

Calcul différentiel

8.1 Théorémes des extremas liés (démonstration élémentaire)

8.1.1 Enoncé

Théoréme 8.1.1. Soit U un ouvert de R”, et f1,..., fr € C(U,R). On pose

N={zeU|f(x1) =" = fr(x) =0}.
Soit g € CL(U,R). On suppose que g admet un extrémum local en un point z* € N tel que les
formes linéaires dfi(z*), ..., dfx(z*) soient libres. Alors, il existe Ai,...,\, € R, tels que

k
dg(a*) =) dfs(a”).
i=1

Remarques.

— On peut aussi vérifier que les vecteurs V f1(z*),..., V fi(z*) forment une famille libre de R™
(lorsque c’est le cas, on dit que les contraintes sont qualifiées en z*).

— Les \; sont appelés les multiplicateurs de LAGRANGE.

Lemme 8.1.1. Soient T, L1,..., Ly des formes linéaires sur R™ telles que (L1, ..., Ly) soit
libre et

k
() ker(L;) C ker(T).
j=1

Alors, il existe M1, ..., A\ € R, tels que

Démonstration. Soient vy, ..., v, w € R™ des vecteurs tels que pour tout z € R™,




8.1. Théorémes des extremas liés (démonstration élémentaire)

T(z)=(w|x) et Ljx)=(vjlz) pour tout j € [1,k].

Soit I'application L : R — R 2 s (Li(z),...,Li(z),T(x)), et M sa matrice dans la base
canonique. On a que rg(L) = n—dim L = k. On en déduit que les k + 1 lignes de la matrice M sont
liées. On peut donc exprimer 7" en fonction des L;.

O]

On peut maintenant démontrer le théoréme principal.
Démonstration. — Etape 1. Soit f = (f1,..., fr) : U — R¥. La différentielle
df(z*): R* — RF
h —  (dfi(z*),...,dfr(z¥)).

On pose B = ker(df (z*)) = ﬂ;?:l ker(df;(z*)) (de dimension n—k). Soit Fy un supplémentaire
de E7 dans R™. Pour tout vecteur On note x € R™, on note x = x1 + 2 sa décomposition dans
R™ = F; ¢ E5. Notons

f:UCE;xEs — Rk
(x1,22) —  f(z1 + x2).
Alors,

.
2L @) b= ) o

pour tout h € R™. La fonction 8f ( ) Ey —» RF est bijective. On applique alors le théoréme
des fonctions implicites. Il ex1ste des voisinages ouverts Uy € Vg, (z7), Uz € Vg, (23), et ¢ €
Cl(Ul, Us) tels que pour tout (z1,xz2) € Uy x Us,
(f(z1,22) = 0) < (21 € U1) A (22 = p(1)).
Ainsi,
NN (U x Uz) ={z1+ p(z1) |21 € Ur}.

— FEtape 2 : égquation d’EULER. Puisque g|n est extrémale en z*, alors Uy — R, 21 — g(x1+p(z1))
est extrémale en ] € U; (on rappelle que U; est un ouvert). On en déduit que pour tout
hy € El,

0 =dg(z®) - (h1 + dep(x7) - hn).
\—,_z

=0
Alors, par le théoréme des fonctions implicites,
of 1 0f
do(x*) - hy = x* -h
) - Oz 8951( )

O
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Chapitre 8. CALCUL DIFFERENTIEL

8.2 Sous-variétés

Les sous-variétés de R™ cherchent & étendre le concept de courbe, tout en essayant de préserver

les structures d’espaces vectoriels sur lequels nous savons différentier des fonctions.

8.2.1 Définitions équivalentes

~

Définition 8.2.1. Soit p € N* U {0}, et k € [1,n]. Un sous-ensemble N de R™ est dit étre
une sous-variété de R™ de dimension k et de classe CP si, pour tout o € N, il existe
W € Vgn(z0) tel que l'un des énoncés équivalents suivants a lieu.

— (Carte locale). Il existe un CP-difféomorphisme local ¢ : W — R tel que

P(N NW)RE x {0}" 7% N p(W).

L’application ¢ aplattit N sur un espace vectoriel plat.

— (Graphe). Il existe une application u : RF — R"* de classe CP et un changement de
coordonnées A € GLy,(R) tels que
NNOW = {A(z,u(2)) |z e RF} nW.

— (Equation). Il existe F : W — R"™* de classe CP telle que dF(zq) soit surjective, et
NNW = F~({0o}).

— (Nappe paramétrée).

Pont aux anes. Soit P = {(z,y) € R? |y = 22}, la parabole dans le plan R2. Montrons que P est
une sous-variété de dimension et de classe C° de RZ. On va montrer ce résultats de trois maniéres
différentes.

— (Carte locale). Soit ¢ : R? — R2, (z,y) — (z,y — 22). Cette application satisfait ¢(P) =
R x {0}, et est inversible d’inverse z, w — (z,w + 22). Puisque ¢ et ¢! sont des applications
polynomiales, on en déduit que ¢ est un C*°-difféomorphisme.

— (Graphe). P = {(z,2?) | x € R} est le graphe de v : R — R, x — 22 € C*°(R, R).

— (Equation). On a P = F~1({0}) o1 on a posé

F: RZ — R
(r,y) — y—2a

F est de classe C™, et est surjective (y = f(0,y) pour tout y € R).
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8.2. Sous-variétés

8.2.2 Espace tangent

s a

Définition 8.2.2. Soit N une sous-variété de classe C' de R™ et xo € N. On définit I’espace
tangent a N en zg comme l’ensemble Ty N des vecteurs vitesse t = 0 des chemins de classe
C! tracés sur N passant par xo at =0, i.e,

Ty N = {¥/(0)| ¥y € C*(I,R), I intervalle ouvert contenant 0, v(I) C N, 4(0) =z} .

Remarques.

— Si N est un ouvert d’un sous-espace vectoriel de R", alors T}, /N coincide avec ce sous-espace
vectoriel.

— Pour l'instant, il n’est absolument pas clair que T, /N est un sous-espace vectoriel de R".
On s’efforcera de démontrer cela en utilisant des définitions équivalentes & ’aides des quatre
définitions de sous-variété.

8.2.3 Equivalence des définitions.
Une carte locale définit une équation

Soit zp € N. Il existe un voisinage W € Vgn(xg) et ¢ : W — R™ un CP-difféomorphisme tel
que p(NNW) C (RF x {0}"*)np(W). Notons (u1, ..., ug,v1,. .., Vn_g) les équations coordonnées
dans l'espace d’arrivée. Soit F': W — R 2 (v(¢(x)),...,vm_r(p(x))). Cette application de
classe CP, et F~1({0}), et de plus, pour tout h € R™ (par composition),

dF (xo) - h = (v1(de(xo) - R, ..., vp—k(dp(x0) - 1))

Cette application est bien surjective car la différentielle dp(zg) est bijective (puisque ¢ est au moins
un Cl-difféomorphisme).

Une équation définit un graphe

Soit xg € N. I existe un voisinage W € Vgn (z0). Il existe I : W — R"~* une fonction de classe
CP telle que NOW : F~1({0}) et dF(z0) : R® — R"¥ est une surjection. Notons E1 = ker(dF (o)),
qui est un sous-espace vectoriel de R™ de dimension k en vertu du théoréme du rang. Soit de plus Es
un supplémentaire de E; dans R™. Identifions R" = E} @ FEy a l'espace E1 X Eo (si © = x1 + x2 est
décomposé, alors on l'identifie & (x1,x2)). Alors, Papplication 3712(%) : By — R ¥ est injective
donc bijective par égalité des dimensions. D’aprés le théoréme des fonctions implicites, il exist une
fonction u : F4 — Es une fonction de classe CP définie au voisinage de z1 (ou 1 est la composante

de zg dans E) telle que (quitte a réduire W),

NOW ={(y1,uly1))[y1 € E1} N W.

De plus, du(z;) = — (aF (xo))il o 9E (q).

Oxg ox1
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Chapitre 8. CALCUL DIFFERENTIEL

Un graphe définit une carte locale

Soit zy € N. Il existe un voisinage W € Vgn(xz¢). 1l existe une application u : RF — Rn — k tel
que (quitte a changer de coordonnée via une matrice inversible),

NOW = {(z,u(z)) |z € R¥} nW.
On identifie R® = R¥ x R"™* et en notant = (21, z2) pour tout = € R™. On pose

©0: WcR* — R»
x=(r1,22) — (21,22 —u(x1)).

Cette application est de classe CP et que (selon le théoréme des fonctions composées),

d(p(l’o) -h = (hl, h2 — du(acm) . hl).

On en déduit que dp(xp) est bijective. D’apreés le théoréme d’inversion local, ¢ est un CP-difféomorphisme
local en xg, et

P(N W) = (R* x {0}"7F) np(W).

8.2.4 Exercice type
8.3 Retour sur le théoréme des extremas liés

8.3.1 Enoncé
8.3.2 Exercices-type
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