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Chapitre 1

Solutions holomorphes d’équations
différentielles

1.1 Théoréme d’existence et unicité

Théoréme 1.1.1. Soit D C C un domaine (i.e ouvert connexe de C), et soit zy € D. Soient
p et g deux fonctions holomorphes sur D. Alors, pour tout ag et ay € C, il existe une unique
fonction holomorphe w : D — C telle que

w”(2) + p(2)w'(2) + q(2)w(z) = 0,
w(zp) = ag,
w'(20) = a.

Démonstration. Les fonctions p et g étant holomorphes sur D, elles sont développables en séries
entiéres sur un disque dans D. On suppose que zp = 0 et que 0 € D (quitte a translater). On a

o0 o0
= Z bzt et q(z) = Z cpzt.
k=0 k=0
On cherche alors w sous la forme
oo
w(z) = Z apz*
k=0
On a donc
o o
Z (k+Dapp128 et w"(z) = Z(k‘ + 2)ap_o2".
k=0 k=0

De 1a, on reporte dans I’équations toutes les séries entiéres, et aprés avoir effectué des produits de
CAUCHY et identifié les puissances de z, on obtient que pour tout k € N,

k k

(k+2)(k + Darya + > (0 + Dagpaby—e+ Y ascr—r = 0.
=0 =0




1.2. Equations linéaires et points singuliers de FUCHS

On vérifie ensuite que la suite (ay)ken est bien définie pour tout ag, a; € C. Assurons nous maintenant
que la série entiére donnée de w converge. Soit 21 € D, on a Y, |brl|21]F < 00 et 350 ckll21]F <
0. On pose p = [21], et soit My, M € R deux réels tels que 3, - |bg| |21 |F < M et > k>0 k|21 ]F <
Ms. Alors, pour tout k£ € N, |b;| < % et x| < %. On en déduit que

k
(k+2)(k + Dlapgal < D (4 1)|ag| = ﬁZ‘ f‘
(=0 /=0
k+1
= Z€|aé| o~ z+1 +Z|a£| pk— f
1 k+1
14
< g > (OMap! o+ Mop™ayl
P
k+1

M
< YDl
£=0

ou l'on a posé M = max(Mj, Map). On en déduit que

\ =

k
k(k +1)|apg| < e > (+1)|aglp".
£=0

Soit alors (Ag)ken une suite définie par

k+1

M
(k+ 2)(k + 1) Apqo = W Z(f + l)Agpg
(=0
A() = |a0\, A1 = |a1].

Par construction, on a |ax| < Ay pour tout k¥ € N (démontrable par récurrence). La relation de
récurrence nous assure de plus que la suite est soit nulle & partir d’un certain rang, soit non nulle a
tout rang. Dans le second cas, le calcul montre que

Apyo  k(k+1)+ Mk +2)p 1
Apia plk+1)(k+2)  ksoo p’

ce qui signifie que la série entiére > Az2z" a un rayon de convergence non nul R = p. De plus,
lax|2* < Apz* pour tout k € N, ce qui montre que 3 apz* a pour rayon de convergence au moins
p = |zl

O

1.2 Equations linéaires et points singuliers de FucHS

On cherche désormais a résoudre la méme équation, mais en supposant de plus que p et ¢
admettent des poles. On établit d’abord un résultat dans un cadre particulier défini ici.

Définition 1.2.1. Un point zg € C est un point singulier de FUCHS (ou fuchsien) si c’est un
pole de p ou de q (I'un deux au moins), et qu’ils existent by, co € C tels que

lim (z — 20)p(2) =bo € C et lim (2 — 20)?q(2) = o € C.

Z—20 Z—20
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Chapitre 1. SOLUTIONS HOLOMORPHES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Théoréme 1.2.1. On suppose que l'une au moins des deux fonctions p et g admet zg pour
pole. On suppose que zy est un point singulier de FUCHS (on reprend les notations de la
définition précédente). Soient aq, a0 € C les racines de a(a — 1) + abg + ¢o = 0, telles que
3%(0&1) Z %(042).

(i) Sia; —ag € N, alors il existe deuz solutions linéairement indépendantes développables
au voisinage de zg sous les formes

wi(z) = (2 — 29)™ Z ag(z — zo)k,
ko:oo

wa(z) = (2 — 29)* Z ap(z — zo)ﬁ
=0

(i) Si a1 — ag € Z, alors il existe deuz solutions linéairement indépendantes développables
au voisinage de zy sous les formes

wi(z) = (2 — 20) Zak z—zo ,
wa(2) = u(z)wi(z )

ot u est de la forme u(z) = Aln(z — z0) + ¢(2), o ¢ admet éventuellement zy comme
pole.

Démonstration. On suppose encore zg = 0. Par hypothése, les fonctions définies par P(z) = zp(z)
et Q(z) = z2q(z) sont holomorphes sur D, donc développable en série entiére sur D. On écrit

= Z biz® et Qz) = chzk.
k=0 k=0

Enfin, on écrit w sous la forme

oo
z) = 2% Z apz®
k=0

avec « = a + bi € C. On a donc

oo o0
'"(2) = 2 Z(a +k)apz"t et w(z) = 2* Z(a + k) (a4 k —1)apzF2
k=0 k=0
On en déduit que
(0.9} o0
zO‘ZOH—k‘akz et zO‘ZOH—k Y+ k —1)ag2".
k=0 k=0

Par définition, on a

2w (2) + P(2)w'(2) + Q(2)w(z) =0

Comme dans la démonstration précédente, on obtient pour tout k£ € N la relation
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1.2. Equations linéaires et points singuliers de FUCHS

k k
(a+k)(a+k—1a,+ Z(a + O)agbp_¢ + Z apcr—y = 0.

£=0 =0
Cela est vraie si et seulement si
k—1 k—1
(et k) (a+k—1)+ (a+kbo+co)ax+ Y (a+Oagbpr+ Y apcp_g=0,k>1;
=0 £=0

ala—1)+aby + ¢y = 0.

La deuxiéme égalité se traduit par a® + a(bp — 1) + ¢g = 0. On pose pour tout o € C, f(a) =
ala—1) 4+ aby + co, et gi(a) = abg + ¢ pour tout k& € N. Ainsi on traduit la premiére équation par

k-1

fla+k)ag + ng—z(a + £)ag = 0.
=0

On a a donc

f(Oél + k‘) = (Oél + k- 041)(011 + k- 012) = ]{Z(k‘ + a1 — 042).

Ainsi,
|[flar + k)] > [Rf(a1+ k)l
= |k +ER(a1 —az) |
—_————
>0
= k> +kR(a; — o)
> k2>1.

La série eentiére Y axz* est donc formellement bien définie. On détermine maintenant son rayon de
convergence. On a

k2|an|

IN

| fa+ k)la]

k—1

> lgp—e(on + 0)||a|

/=0

k—1

> (o + Obp—g + cril|adl

/=0

k—1

< Y (o] + O)[br—el + [ex—e])]ac]
/=0

IN

Soit donc z; # 0. Par hypothése sur P et @, il existe M7 > 0 et My > 0 des réels tels que pour tout
ke N,

loglp® < My et |eg|p® < My

ot 'on a posé p = |z1|. Ainsi,
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Chapitre 1. SOLUTIONS HOLOMORPHES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

k—1
Flan| < ) ((Joa| +OMip" ™" + Mop"™*)|a|
(=0
=
= = > ((laa| + OMy + My)p'lay.
P =0
On en déduit que
k—1
1 |t | + My + Mo
lag| < T ( A + My)p" ||
L
=
< F ((Jer| + €)My + Mo)p'|a-
L
Soit M > + [(|ax| + €)My + Mo]. Ainsi,
=
jael < 1 S ladl.
L

C’est-a-dire que
k—1
M
k ¢
jaxlo® < == pflal.
=0
Pour k =1, |a1|p < M|ap|, pour k = 2, on en déduit que

M(M +1)
2

On suppose en outre que M > 1. Ainsi, on obtient que |az|p? < MZ2ag. On résonne par récurrence
en supposant que pour tout £ € [0, k], |as|p® < M*. Ainsi,

laz|p? < |ao|.

M M
laglp® < ==Y aelp® < =Y  MP*|ag| (par hypothése de récurrence).
k k
=0 £=0

Ainsi, |ag|p* < M¥|ag|. On conclut par récurrence sur k € N* que pour tout k € N*, |ag|p* < M¥|ag|.
On en conclut que pour tout k > 1,
MA\F
lax| < | — ] laol-
p

M
|ar|¥ < =l
p

Alors,

Soit R le rayon de convergence de la série entiére > azz¥. On a

1 . | ‘% M
— = limsup |ag|* < —.
R k—o0
Ainsi, R > p/M. On en déduit que 3 apz¥ converge dés lors que |z| < p/M < p (car M > 1).
Autrement dit, on obtient une solution w; telle que wy(z) ~.—0 2%t ag. Pour a = ag, on obtient

encore
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1.2. Equations linéaires et points singuliers de FUCHS

k—1
flag + k)ag + ng,g(az + 0)ap = 0.
=0

On peut montrer par le calcul qu'il existe un A €]0,1[ et ky € N, tels que pour tout k > ko,

f(as + k) > Ak?.

Par le méme raisonnement, on obtient une série entiére Zakzk telle que pour tout £ € N¥,

k
lag|p® (&)". On a donc convergence pour |z| < (pA)/M < p/M < p. Cela nous donne une se-
conde solution wsy. L’indépendance de w; et wy est donnée par le wronskien

w1 w2
/ /

W(wy,we) = W w
1 Wy

= wiwh — wow.

Evalué en un point z, ce wronskien est

oo k
portaz—l Z Z(Oéz + Lapag—¢ — (o + E)aga;_g)zk-
k=0 (=0

On a donc

W (wy,we)(z) = zo‘1+a2_1(a2 — al)a0a6 +o0 (|z|°‘1+a2_1) .
On différencie alors les cas.

(i) a1 — ag € N. Le wronskien est non nul, et (wy,ws) est un systéme fondamental de solutions
au voisinage de z = 0.

(ii) a1 — a9 € N. On pose m = a1 — ay. La solution w; reste inchangée, et on cherche ws sous la
forme wy = uwy. On a donc nécessairement

w’2 = u'wy + uw’l,
wh = u"wy + 2u'w] + vwf.

On reporte dans w” + pw’ + qw = 0, et on obtient

0 = wiu” + (2w] + pwi)u’ + (Wi + pw| + qui)u = win” + (2w) + pwi)u/,

=0

1.e que

wiu” + (2w) + pwy)u’ = 0.
On peut supposer de plus que u' ne s’annule pas, de sorte que

"
wlg + 2w + pwy = 0,

et alors
u// /

w
?+2w—1+p:0.

Par intégration, on obtient
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Chapitre 1. SOLUTIONS HOLOMORPHES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

In(u/(2)wi(2)) = — / PO et w(z) = e PO

- w1 (Z)

On écrit wy(2)? = 22*1W(z) oit W est une fonction holomorphe. Alors, sachant que

p(z) = L _ 3 paht,
k=0

z

on trouve que

/ p(C)dC = boln(z) + %zk
k=1

et donc que

e~ JPOd — g=boIn(z) 17 3)
——

z—bo
ou U est une fonction holomorphe. On a u/(z) = Z;ﬁgii)bo avec @ une fonction holomorphe
au voisinage de 0. Par hypothése, a1 — ao est un entier, et les aj, g sont les racines de
a? +a(bp — 1) +co = 0. Ainsi, a; +as = —bp + 1 et a3 — ag = m. En manipulant ces deux

équations, on trouve que

1 [o@)
u'(2) =g Y Bt
k=0

N——
o(2)

Alors,
u(z) = Z &zk_m + BnIn(z) + C
k=OJom

avec C € C. On obtient & nouveau un systéme fondamental de solutions.

Définition 1.2.2. On dit que z = oo est un point singulier fuchsien si ( = 0 est un point
singulier fuchsien de l’équation obtenue par le changement de variable ( =1/z.

Exemple. On cherche maintenant a déterminer a quelle(s) condition(s) le point ¢ = 0 sera singulier
fuchsien pour une équation différentielle. On pose ¢ = 1/z, et v({) = w(1/¢) ol w est solution de
w” 4+ pw’ 4+ qw = 0. En dérivant, on obtient que v'(¢) = —C%w’(l/g). Ainsi, —¢%0'(¢) = w'(1/¢). On
dérive a nouveau, et 'on obtient

20(0)+ ¢ = (7).

On détermine par le calcul que ¢ = 0 est un point singulier fuchsien si et seulement si

. 1 1 o1 Iy
%1;1((1)(2—@_2P<C>>—b06© et %g%@q<<)—co€(l

FHFS 11




1.2. Equations linéaires et points singuliers de FUCHS
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Chapitre 2

Fonctions de LEGENDRE

2.1 Equation de LEGENDRE

Soit a. résoudre I'équation

(1 —22)w"(2) — 220'(2) + n(n + Dw(z) =0
dans C. On se raméne a la théorie en posant

2z n(n+1)

o) =— g et q(s) =

Les fonctions p et ¢ se développent en série entiére pour |z| < 1 sous les formes

p(z) = -2 Z 26 et pz) =nn+1) Z 22,
k=0 0

k—
Ainsi, on peut chercher une solution w dans le disque ouvert B(0,1). De plus, p et ¢ admettent —1
et 1 pour pbdles.

Nature des poéles —1 et 1. Un calcul de résidu en 1 de p et ¢ montre que by = 1 et ¢g = 0. On
s’est donc ramené a résoudre 'équation 0 = a(a—1)+a = o2, qui a pour racine double a; = ag = 0.
Un calcul de résidu en —1 donne les mémes valeurs de by et ¢o. Ainsi, w se développe au voisinage
de z =1 et z = —1 sous la forme w(z) = Y70, axz".

2.1.1 Etude au voisinage de z =0

Soit w solution de 'équation différentielle, sous la forme w(z) = Y 32, axz®. Le calcul montre
alors que pour tout k£ > 0,

k(k+1) — n(n+1)
(k+ 1)(k + 2)

Puisque les coefficients d’ordre pair ne dépendant que de ag et les impairs de a1, on peut choisir w;
et wy (les deux solutions) telles que

ap42 =




2.1. Equation de LEGENDRE

Ainsi, wy est somme des termes pairs, et wo des termes impairs. Elles sont alors linéairement
indépendantes. Etudions les racines du polynomes X2 + X — n(n + 1) pour déterminer si la suite
ap, s’annule ou non. Ses racines sont n et —m — 1. Si n € Z, alors wy et wo sont sommes de séries
entiéres de rayon de convergence R = 1. Supposons maintenant que n € N.

— Si n est pair, alors ap42 = 0, donc p, := w; est un polynéme de degré au plus n, et wsy est la
somme d’une série convergente sur la boule ouverte de rayon 1.

— Si n est impair, alors a,42 = 0, et cette fois-ci p, := we € C,[X], et w; est la somme d’une
série convergente sur la boule ouverte de rayon 1.

Peu importe la situation, nous avons fait le choix d’un polynéme p,, € C,,[X]. On note P, = ¢,py, le
normalisé de py, i.e tel que P,(1).

7

Définition 2.1.1. Le polynéome P, est appelé polynéme de LEGENDRE d’ordre n.

Remarques.

— Que n soit pair ou impair, on a montré que I’on peut compléter P, en un systéme fondamental
de solution (ou la solution ajoutée est une série convergente présentant une singularité de type
logarithmique sur le cercle unité).

— Les polynoémes de LEGENDRE (de premiére espéce) sont plus connus sous la forme

_ 1
~onp)l

Po(X)

((X2 _ 1)n) (n)

appelée formule de RODRIGUES.

2.1.2 Etude au voisinage de z = 0o

On pose encore ¢ = 1/z, et v({) = w(1/w). On observe, sous forme résolue, que v est solution

de

2¢ n(n+1)

" /
— =0.
V(0 + g VO + G o)
~—— —_——

p(z) q(2)
Ainsi, p et ¢ admettent pour péles les points ( = —1,0, 1. En particulier, ( = 0 est un point singulier
fuchsien. L’équation indicielle associée a(av — 1) — n(n + 1) = 0 admet pour racines a; = n + 1 et
a=-n,eta; —ay=2n+1¢€ N. Ainsi, ’équation admet deux solutions sous la forme

vi(Q) =Y AR et wa(Q)=¢T"Y Bl
k=0

k=0

convergeant pour |[¢| < 1, et telles que vy n’est pas indépendantes de vj. Le changement de variable
z = 1/¢ transforme v; en la solution

wg =z "1 E ApzF,
k=0

Il est immeédiat que ws forme avec P, un systéme fondamental de solutions sur {z € C| |z| > 1}.
Dans le développement de ws, on choisit
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Chapitre 2. FONCTIONS DE LEGENDRE

)
Ay = 2"n!
(2n +1)!

de sorte que @, := w3 soit tel que que @, (1) = 1.

Définition 2.1.2. La solution Q),, est appelé fonction de LEGENDRE d’ordre n de seconde
espece.

2.2 Application a I’équation de LAPLACE

Soit & résoudre 1’équation en coordonnées sphériques dans R? d’inconnue wu,

Lo fatn) L (o du_
2or \' or r2sin ¢ 1ng0&p (rsinp)2 062

Cette équation se résume a

Viu=Au=0

oit V2 = A est l'opérateur différentiel laplacien (ici en coordonnées sphériques). On va chercher ici
des solutions axiales, i.e indépendantes de 'angle . On va méme chercher des solutions dont les
variables sont séparées, i.e sous la forme

u(r; o) = R(r)®(e).

Si 'on suppose u étre solution de I’'équation différentielle, alors on obtient que

(rR/(r)) | (sinp®'(p))’
r2R(r) r2sin p®(p)

On déduit que

(FPR(r)) _ _ (sinp®'(p))

R(r) — sing®d(p)
et ’on observe méme que ces deux termes sont constants. En effet, cette égalité montre que chaque
membre peut s’exprimer uniquement une variable dont il est indépendant. Soit donc @ € R tel que
(FPR(r) _ (sinp®(p))

= — = .

R(r) sin p®(p)

FHFS 15



2.2. Application a I’équation de LAPLACE
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Chapitre 3

Fonctions de BESSEL

3.1 Fonction I

Définition 3.1.1. On appelle fonction I' Uapplication

oo
z»—>/ > le=t dt.
0

Remarque. On déterminera plus tard le domaine de définition.

[ Proposition 3.1.1. La fonction T' est holomorphe sur {z € C|R(z) > 0}. ]

Démonstration. Soit € > 0, et R > 0. On va montrer que I' est bien définie et holomorphe sur une
une bande C; p = {z € C|R(z) € [¢,R]}. Soit z=x+iye C.rett>0.Ona

et

’tz—le—t| _ ‘e(x+z‘y—1)lnt€—t| _ e(x—l)lnt
Sit>1,Int >0 donc
0< e(x—l)lnt < e(R—l)lnt.

On est ramené a étudier la convergence de
[e.e]
/ th=te=t dt.
1

toz(tR—le—t) — ta+R—1e—t

Pour tout a > 1, on a

eta+R—1=(a—1)+ R > 0. Ainsi,

}LTO fotR=1—t _ o

1

i.e que tii-le7t =0 ( ta) lorsque t tend vers l'infini. Puisque o > 1, on en déduit que




3.1. Fonction I'

[o@)
/ ti=1letdt < .
1

D’aprés le théoréme de LEBESGUE sur les fonctions holomorphes, puisque z — t*te* est holo-
morphe, on sait donc que

o0
zn—>/ >l tdt
1

est holomorphe sur C; g. On considére maintenant le cas ot 0 < ¢t < 1. On adonc |Int| = —[Int| < 0.
Ainsi,
o1 — la=Dnt _ (1-a)|lnt| < (1-e)|lnt] _ -1
Ainsi,
e T

avec 0 < t*~1 <=1, Soit a €]0, 1[. Alors,
ate—1>0 <<= e>1—-a.
On choisit @ > 0 tel que 0 < 1 — «a < ¢, et alors

lim¢*ts~t =0

t—0 ’

iequett™l=o0 (t%) lorsque t tend vers l'infini. Ainsi,

1
/ t=le7tdt < 0.
0
En appliquant & nouveau le théoréme de LEBESGUE, on en déduit que
1
z »—>/ t*letdt
0

est holomoprhe sur C; g. Finalement, I' est holomorphe sur C; g. On en déduit donc que I' est
holomorphe sur tout {z € C|R(z) > 0}.
O

Remarque. Pour tout n € N, et z € C avec R(z) > 0,

r(z) = / (Int)"t* et
0

Proposition 3.1.2. La fonction T' se prolonge sur C\Z~ en une fonction holomorphe telle
que

I'(z+n)

()= 2(z+1)---(z4+n-1)

lorsque R(z) > —n.
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Chapitre 3. FONCTIONS DE BESSEL

Démonstration. Soit z € C tel que R(z) > 0. On intégre par partie dans I’égalité

F(z+1):/ t7e~tdt
0

et on en déduit que I'(z+1) = 2I'z. On peut donc prolonger I a {z € C|R(z) > —1} par le théoréme
des zéros isolés. On travaille ensuite par récurrence pour obtenir le résultat.
O

Proposition 3.1.3. Soit z € C tel que R(z) > 0. Alors,

I'(z) = lim <1 — t) t#=1dt.
0

n—o0 n

Démonstration. Soit n > 0. S10 <t <n,alors 0 <1— é < e~ et donc 0 < (1 — %)n < et Ainsi,

t\" -
]l[O,n] <1 — n) < ]l[o,n}e ¢

t " z—1

o
/ e dt < oo.
0

. — . n . . N ”, N Y
On sait que et = lim,, o0 (1 — %) . Ainsi, d’aprés le théoréme de de convergence dominée,

De plus,

< ]l[O,n} e el

ol z = x + iy. Alors,

lim <1 — t) t#7Ldt =T'(2)
0 n

n—oo

(avec R(z) > 0). O

Proposition 3.1.4. Pour tout z € C avec R(z) > 0. Alors,

n*n!
I'(z) = 1 .
(Z) n1—>n§oz(z—|—1)(z—|—n)

Démonstration. Soit z =x + iy € C avec z > 0. On a

n—oo n

n t n
I'(z) = lim <1 — ) =1 dt.
0

Soit n € N*. On fait le changement de variable affine s = ¢/n (donc ds = 9) avec 0 < s < 1. On en

n
déduit que
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3.1. Fonction I'

/On <1 - Ttl>ntZ1dt = /01 (11_ )" (n3)271nd3
= [
= I(2).

Par intégration par parties successives, on en remarque

In(z) _ n! /1 Sn—l—i—z ds
n? 2(z4+1)---(z+n—-1) J, ’

On calcule enfin la derniére intégrale pour en déduire que

nn!
[(z) = li .
(2) ner00 2(z+1)---(z+n)
O
Proposition 3.1.5 (formule de WEIERSTRASS). Soit z € C tel que R(z) > 0. Alors,
1 7 ﬁ <1 + Z) _Z
= ze —)en
I'(2) oot n
ot
1
v = nll)ngozg — Inn.
k=1
Démonstration. Soit z € C tel que R(z) > 0. Alors,
U G B)
I'(z) n—oo n#n!
Soit n € N*. Alors,
HZ:()(Z + k) —zlnn - z+k
== = e z
n?n! k
k=1
a z
—zlnn
_ 1+7)
et [T (14
k=1
n 1 n z z
_ Ze—zlnnezzk:1§ H <1+E) e k.
k=1
On conclue en faisant tendre n vers I'infini.
O
FHES
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Chapitre 3. FONCTIONS DE BESSEL

3.2 Equation de BESSEL

Soit & résoudre 1’équation

22" (2) + 20’ (2) + (22 = N)w(z) =0

ou A > 0. Cette équation sous forme résolue devient

i 1 / /\2
w'(z)+ - w(z)+(1- = )w(z)=0.
z z
p(z) a(2)

On remarque que z = 0 est I'unique pole de p et ¢. On a ici

bo=limzp(z) =1 et o= lim 2%q(z) = —\°.
z—0 z—0

On en déduit 1'équation associée a® — A2 = 0 (donc o = +X). On pose donc a3 = \ et ag = —\.
On a donc o — g = 2.

— Si 2A € N, on obtient deux solutions linéairement indépendantes de la forme

o0 o0
wi(z) = 2 Z arzt et wy(z) =2 Z ay2*
k=0 k=0

pour tout z # 0.

— Si 2A =m € N, alors on obtient deux solutions indépendantes

wi(z) = 2 Z arzt et wy(z) = (A Inz+z"" Z a;zk> w1 (2).
k=0

k=0
pour tout z # 0.

(i) On se place dans le cas ot 2\ ¢ N. On chercher w sous la forme w(z) = 2% Y 32, axz*. On a

donc
w'(z) = 2% Z(Oz + k)apzt
k=0
et -
w’(z) = 2% Z(a +k)(a+k—1)apz"2
k=0

avec a_o = a_1 = 0 et ag # 0. En réinjectant dans ’équation, on observe que a; = 0 et que
pour tout k£ > 2,

ar — k=2
PR+ R

Puisque a; est nul, tous les coefficients d’indice impair sont nuls. Le calcul montre alors que

k k
% - H a2p (—1) P()\ + 1)
p=1

aq - agp_g - 4kk! .F(k—i-)\-i-l).
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3.2. Equation de BESSEL

On en déduit sur notre solution w (qu’on note maintenant wy) que

S e G VA A O 2 VA"
wi(z) = apz kzzo gy F(k+)\+1)z .

On a donc que

(=) = a2 T+ 1) (;)Akz% I<:'F(IE:_+1);+1) (2)".

Puisque ag est un degré de liberté, on pose ag = . Alors,

1
22T(A+1)

z —1)k z
wi(2) = (z)A;M@%-

On pose alors

z —1)* z
() = (Q)Akzzok:!l“(l(wrl))arl) )"

On appelle fonctions de BESSEL les fonctions Jy.

On suppose maintenant que o = o = —A. On sait que a; = 0 et que pour tout k > 2,

k‘(—2)\ + k)ak = —Aak—2.

Si k = 2p est pair (avec p > 1), on a

4p(—=A +p)agy = —agy—2.

On suppose que A € N. Alors, on trouve encore quee

ayp _ (=D 1

ap ARkl T(=A+p+1)

.On a

On choisit donc ag = F(iiil)

z —1)k z
Toalz) = walz) = (5)A kzzo k!l“(—(/\ i)k 1) <§>2k '

Si maintenant A = m € N, alors a1 — ag = 2m € N. On sait que

zZ\m _1\k 5
o) == ) kZ:Ok,(ﬂnljk), )"

On a aussi que

Z\—m —1)k z
Tom(z) = (5) 2 k:!I‘(—(ml—:k+ 1) (5)%‘

k=0

22
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Chapitre 3. FONCTIONS DE BESSEL

I z(z+1)---(2+n)
I'(z)  T(z+n+1)

si R(z) > —n — 1, donc F(in) = 0 lorsque z = —n avec n € N. Ainsi,

z\~m —1)k z
T2 = (3) QW@%
- GG wemen

= pl(m + p)!

- ()T e ()

= (=1)"Jn(2).

On obtient une solution Y,, indépendante de J,, en posant

cos(mA)Jx(2) — J_x(2)
sin(7mA)

Yi(z) =

pour tout A € R1\N, et en posant

Y (2) = lim Y\ (2).
A—m
En fait, lorsque A tend vers m, le numérateur et le dénominateur de Y) tendent tous deux vers 0.
La régle de L’HOPITAL donne

100 9Ty
Yn(2) = lim = <8/\ " Ton >(Z)'
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