UNIVERSITE DE RENNES 1

GEDI

GEOMETRIE
DIFFERENTIELLE

SOUS VARIETES DE R", VARIETES, VARIETES QUOTIENTS, PARTITIONS DE L'UNITE, THEOREME
DE WITHNEY, FORMES DIFFERENTIELLES, DIFFERENTIELLE EXTERIEURE, ORIENTATION,
INTEGRATION DES FORMES DIFFERENTIELLES, THEOREME DE STOKES, COHOMOLOGIE DE DE
RHAM, DEGRE D’UNE APPLICATION.

AUTEUR NOTES DE COURS
CHRISTOPHE DUPONT VICTOR LECERF

UNIVERSITE DE &

RENNES 1

2021-2022



GEDI



Table des matiéres

1 Sous-variétés de R"

1.1 Deéfinition . . . . . . . .
1.2 Caractérisations . . . . . . . . . .
1.3 Espace tangent . . . . . . . . .. Lo

Variétés différentielles

2.1 Définition . . . . . ... e
2.2 Variété quotient . . . . . .. L
2.2.1 Topologie quotient . . . . . . . . ...
2.2.2 Actions de groupe . . . .. ...
2.2.3 Définition d’une structure de variété sur M/T° . . . . . ... ...
2.3 Partitions de 'unité et théoréme de WITHNEY . . . . . . . . . . . .. ... ... ...
2.3.1 Partitions de 'unité . . . . . . . ...
2.3.2 Théoréme de WITHNEY . . . . . . . . .. . i vt vttt

Formes différentielles

3.1 1-forme différentielle sur un ouvert de R™ . . . . . . . . .. .. ... ... ... ...
3.2 k-forme différentielle sur un ouvert de R™ . . . . . . . ... ... L.
3.2.1 k-formes linéaires . . . . . . . . . . .o
3.2.2  k-forme différentielle . . . . . . . . ...
3.3 Algebre extérieure sur un ouvert de R™ . . . . . . . ... oL
3.4 Tiré en arriére des formes différentielles . . . . . . . . . .. ... ...
3.5 Fibré tangent & une variété, champ de vecteurs . . . . . . . ... ...
3.5.1 Vecteurs tangents, espace tangent, application tangente . . . . . .. .. ...
3.5.2 Construction du fibré tangent TM . . . . . . . .. .. .. ... ... ...
3.5.3 Champs de vecteurs sur M . . . . . . . . ...
3.6 Formes différentielles sur une variété . . . . . . . . . . ... .. ...
3.7 Tiré en arriére et produit extérieur sur les variétés . . . . . . . . ... ... ... ..
3.7. 1 Tiré en arri€re . . . . . . . .. e e e e e e e e e e e e
3.7.2 Produits de deux formes . . . . . . .. ...
3.8 Différentielle extérieure . . . . . . . . .. Lo

Orientation et intégration des formes différentielles

4.1 Orientation . . . . . . . .

4.1.1 Atlas d’orientation . . . . . . .. Lo
4.2 Orientation et formes volumes . . . . . . . . . . . . .. ...
4.3 Intégration des formes différentielles . . . . . . . . .. ...

4.3.1 Intégration sur les ouverts de R™ . . . . . . . .. .. ...

©o© o ot G

11

14
14
14
15
16
16
17

19
19
20
20
21
21
22
24
24
25
26
26
27
27
28
28




TABLE DES MATIERES

4.3.2 Intégration des formes différentielles de degré maximale sur les variétés . . . . 35

4 GEDI



Chapitre 1

Sous-variétés de R"

1.1 Définition

Définition 1.1.1. Soit M un sous-ensemble de R™ et p € [0,n]. On dit que M est une
variété de dimension p de R™ si pour tout xg € M, il existe U un voisinage ouvert de xq
dans R"™ et ¢ : U — @(U) C R™ un C*-difféomorphisme tel que p(xo) = 0, et tels que
e(UNM) = o(U)NRP x {0}"7P

Exemples.

— Une sous-variété de dimension 0 de R™ est un ensemble de points isolés.

— Une sous-variété de dimension n de R"™ est un ouvert de R".

— Dans R?, un cercle, une hyperbole, une droite, sont des variétés de dimension 1 de R2.

— Une union de deux droites distinctes sécantes n’est pas une sous-variétés de R?, mais lest si
I’on enléve le point d’intersection.

— L’ensemble {(t2,¢3) |t €]1,1[} n’est pas une sous-variété de R2.




1.2. Caractérisations

1.2 Caractérisations

e D

Théoréme 1.2.1. Soit M un sous-ensemble de R"™. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) M est une sous-variété de dimension p.

(ii) (Equation). Pour tout xo € M, il existe V un voisinage ouwvert de xo dans R™ et une
application C*° F : V. — R" P tels que la différentielle d, F' est surjective et VN M =
F=H({o}).

(iii) (Graphe). Pour tout xog € M, il existe V un voisinage de xoy dans R"™ de la forme A x B
(avec A C RF et B C R"™* des ouverts), une permutation des coordonnées L € GL,,(R),
et f: A— B, tels que

VM= {L(a, f(a))|a € A}.

(iv) (Nappe paramétrée). Pour tout xg € M, il existe un voisinage ouvert de xo dans R™, Q
un voisinage ouvert de 0 dans RP, et j : Q@ — R™ une application C* tels que j(0) = zo,
doj est injective, et j : Q@ — VN M est un homéomorphisme sur son image (ou V N M
est muni de la topologie induite par 'ouvert V. de R™).

Exemples.

— Soit D la droite d’équation 2z + 3y = 1 dans R?. C’est une sous-variété de dimension 1. En
effet, si my € D, posons

F:| R — R
(x,y) — 20+3y—1
(remarquons ici que F' ne dépend pas de mo mais ce n’est généralement pas le cas). On a

dmy = 2dx + 3dy (ou dp, F = (2,3)). Elle est surjective puisque dp,, F € .2 (R?,R) et est non
nulle. Enfin, R2N D = F~}({0}) (on a V = R?).

— Soit C le cercle de rayon 1 et de centre 0 dans R?, i.e C = {(x,y) € R?|2? + y? = 1}. Soit
mo = (xo,y0) € C et
F: R? — R
(z,y) — 22 +9y2—1.

On a dp F' = 2z¢dx + 2ypdy. Cette différentielle est bien surjective car my € C' donc z¢ # 0
et yo # 0. Ainsi, d;,, F' est non nulle et est donc surjective car c’est un élément de .Z(R? R).

— 02(R) = {M € Ma(R) |'MM = I} C M2(R) = R*. Soit

M= (i‘ Z) € Ms(R).

Alors, M € O2(R) si et seulement si

a4+ =1
¥+d =1
ab+cd =

On voudrait donc poser
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Chapitre 1. SOUS-VARIETES DE R"

F: R* — R3
(a,b,c,d) +—— (a®+c?—1,b2+d?—1,ab+ cd).

Pour montrer que O3(R) est une sous-variété de dimension 1, il suffit de montrer que pour
tout (a,b, ¢,d) € O2(R), dgpeaF € L (R* R?) est surjective.

— SLa(R) = {M € M3(R)| det M = I} C My(R) = R*,
Soit
a b
M = <C d> € MQ(R).
Alors, M € O2(R) si et seulement si ad — bc = 1.

Démonstration. — (i) = (ii). Soit xg € M et ¢ : U — @(U) C R™ un C* difféomorphisme
tel que p(zg) =0 € R et (M NU) = p(U) NRP x {0}"P. On écrit

e: | U — o)
r — (p1(x),...,on(T)).
On pose
F:|U — R"P

z — (opr1(2), ..., on(x)).
(avecici V =U). Alors, VNM = F~1(0,_p) car o(MNU) = p(U)NRP x {0}"P. d,,, F est bien
surjective car dg,¢ € £ (R") est inversible (puisque ¢ : U — ¢(U) est un difféormophisme).

— (#4) = (4i7). Soit (a,b) € RP x R™7P. Selon (i7), (a,b) € VN M si et seulement si F(a,b) =
0 € R™P. Quitte & permuter les coordonnées, on peut supposer que OpF € L (R"P) est
inversible. On applique le théoréme des fonctions implicites, et il existe alors A x B C V et
f:A— B tels que F(a,b) =0 si et seulement si b= f(a).

— (ti1) = (i). Posons U = A x B, et

U — o)
(CL, b) — (CL, b— f(a))
Alors, o(UNM) = o(U) NRP x {0,—,}. La différentielle

(L |
dw”‘(—if fnp>

est inversible. Quitte & minimiser U, le théoréme d’inversion locale assure que ¢ : U — ¢ (U)
est bien un difféomorphisme.

(Yol

— (vit) = (iv). Soit
A — Mn(AxB)
a — (a, f(a)).

Alors, dgj € Z(RP,R™) est injective pour tout a € A (on peut supposer que j(ag) = xy avec
ap = (a,0)). En effet, d,j est de la forme

j:
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1.2. Caractérisations

Enfin, montrons que l'application j : A — M N (A x B) est un bijection continue. Il reste
a vérifier que j est ouverte. Pour cela, soit A’ un ouvert de A. On a j(4') = M N (A’ x B).
A’ x B est bien un ouvert de V.= A x B, donc j(A’) est un ouvert de M N (A x B).

— (iv) = (iii). Soit

ji|QCR — RP xRV
t— (a(t),5(t))

telle que 7(0) = (ag,by) = zo, doj € Z(RP,R™) est surjective, et j : @ — VN M est un
homéomorphisme. La démonstration se fait en deux temps. Dans un premier, on montre qu’il
existe A un voisinage de ag dans RP, une application f : A — R" P, et Q' C Q tel que
J(&) = {(a, f(a))|a € A}. Dans un second temps, on vérifie que j(2') = V' N M, o V' est
un voisinage ouvert de xy dans R".

Quitte & permuter des coordonnées, puisque dpj est injective on peut supposer que ses p
premiéres lignes et p premiéres colonnes forment une matrice carré inversible, i.e que dya est
inversible. On applique le théoréme d’inversion locale : il existe ' C Q un voisinage ouvert
de 0, A un voisinage ouvert de ag dans R? tel que a : ' — A est un difféeomorphisme.
Autrement dit, pour tout (¢,a) € Q' x A,

Posons

f:|A — R™P
a — Bla"(a)).

Alors, le graphe de f est

{(a, (a7 () |a € A} = {(a(t), B(t) |t € A} = j(2).

Remarquons qu’on a en fait établi que j(2) est une sous-variété de R™ de dimension p. En
effet, j(€2) apparait comme un graphe.

Passons au second point. On a supposé que : 2 — VN M est un homéomorphisme. L.’ensemble
J(§Y') est un ouvert de VN M (muni de la topologie induite par V). Il existe donc V' un ouvert
de V tel que j() = (VN M)NV’'. Mais V est un ouvert de R", donc V' est aussi un ouvert

de R™. Finalement, j(Q') = V' N M ou V' est un voisinage ouvert de zy dans R™.
]

Définition 1.2.1. Soit U C R" et Q C RP des ouwverts.
— Une application F' : U — R" P est une submersion si pour tout u € U, d,F est
surjective.
— Une application : Q — R™ est une tmmersion si pour tout w € €1, d,j est injective.

— Une application : @ — R™ est un plongement si j est une immersion injective et telle
que j : Q@ — j(Q) est un homéomorphisme (ot j(2) est muni de la topologie induite
par R™).

Attention. L’image d’une immersion n’est pas toujours une sous-variété.
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Chapitre 1. SOUS-VARIETES DE R"

1.3 Espace tangent

Définition 1.3.1 (espaces tangents). Soit M C R™ une sous-variété de dimension p € [0,n].
Soit xy € M et U un voisinage ouvert de xg. Soit enfin ¢ : U — @(U) un difféomorphisme
tel que o(UNM) =RP x {0p—p} N(U). L’espace tangent a la variété M en xg est l’espace
vectoriel (dyyp) L(RP x {0p—p}) noté TpyM.

Remarque. Cette définition ne dépend pas du difféeomorphisme ¢ choisi. Soit 1 un autre dif-
féeomorphisme convenable (quitte & restreindre, on peut supposer que ¢ et ¢ sont tous deux dé-
finis sur U). Montrons que do(p o 9~ 1)(RP x {0,,—p}) = RP x {0,_,}. Cela suffira pour dire que
(duop) H(RP x {0p—p}) = (dyo®) " H(RP x {0,,—p}). On dispose de 'application

oyl [ (RP x R™P)Nyp(U) — (RP x R*P) N (V)
(a,0) +— (f(a,b), 9(a,b)).

On sait que pour tout a € RP, (p o1 (a,0) = (f(a,0),g(a,0)) a sa seconde coordonnée nulle car
(o ™) (RP x {0,—p }Np(U)) C RPx{0}Np(U), i.e g(a,0) = 0 pour tout (a,0) € (RP xR P)Nyp(U).
Ainsi, d(q,0)(¢ 01! est de la forme

( (0)n—pyp Z > € My (R).

Ainsi, dg,0)(p 0 ™ 1)(RP x {0p—p}) C RP X {0,—,}. On a I'égalité car d(,0)(p 09~ 1) est inversible
puisque ¢ o ¢~ est un difféomorphisme.

Méthode avec la caractérisation de I’équation. Pour calculer les espaces tangents, on peut
utiliser la seconde caractérisation des sous-variétés. On note M NV = F~1(0) avec F : V C R"* —
R"™P. Dans ce cas, T, M = kerd, F.

Exemple. Soit M = {(z,y) € R?|2z* 4+ 3y* — 1 = 0}. Alors, d(, , F = (4x,6y). Si (z0,%0) € M,

alors

Tiagyor M = {(h, k) € R?| daoh + 6yok = 0} = {(h, k) € R?| grad F(zo.y0) - (h, k) = 0}

Méthode avec la caractérisation du graphe. Notons M NV = {(a, f(a))|a € A}. Alors,
Tia.fayM = {(h; (daf)(h)) | h € RP}.

Exemple. Prenons I’exemple d’une fonction f: R — R. on a
Lo, s o) M = {(h, f'(z)h) | h € R} = Vect(1, f'(x0)).

Méthode avec la caractérisation de la nappe paramétrée. Dans ce cas, on a Tjq)M =
(doj) (RP).
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1.3. Espace tangent
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Chapitre 2

Variétés différentielles

2.1 Définition

Dans toute la suite du cours, M est un espace topologique séparé et n > 1 est un entier.

Définition 2.1.1 (atlas). Un atlas sur M est la donnée d’une famille (U;, ¢i)icr telle que

(i) (Us)icr forme un recouvrement ouvert de M ;
(i) pour touti € I, ; : Ui — ©(U;) C R™ un homéomorphisme ;
(iii) pour touti,j € I, sii# j et UyNU; # @, alors p; 007" : 0i(U; N U;) — ;(U; NU;)
est de classe C*°.

Remarque. Un élément (U;, ¢;) pour i € I est une carte de I'atlas.

Définition 2.1.2 (atlas équivalents). Deux atlas (U;, v;)icr et (Vj,;)jes sont dits équivalents
si pour tout i € I et j € J tels que U; NV}, alors i o ;' (U N V) — 4 (U; N V).

Remarque. Deux atlas sont équivalents st et seulement si leur union est un atlas.

7

Définition 2.1.3 (variété). Une variété (différentielle) est la donnée d’un espace topologique
séparé M muni d’une classe d’équivalence d’atlas.

Remarques.

— Etant donné une variété, on appelle carte une carte quelconque de I'un des atlas de la classe
d’équivalence considérée.

— La restriction d’une carte a un voisinage d’un point est toujours une carte : soit M une variété
et A= (U;, ¢i)ier un atlas de la classe d’équivalence choisie pour M. Soit i € I, x € U;, et W
un voisinage ouvert de x contenu dans U;. On peut ajouter a A la carte (W, ¢;|w ). On obtient
alors un atlas B équivalent a A.




2.1. Définition

(b) Le tore R?/7?
(a) R/Z homéomorphe au cercle S!.

(c) Bouteille de KLEIN, illustration de l'utilisateur Wikipédia Tttrung.

FIGURE 2.1

Exemples.

R, R?, ..., R" sont des variétés. Ici, un atlas est (R™,idgn).

Soit V une sous-variété de R™ (au sens du premier chapitre!). Les cartes locales de M donnent
a M une structure de variété au sens du chapitre deux. En effet, si M est une sous-variété
de R™ et x € M, la premiére définition de carte locale(de M en z) vue dans ce cours est un
couple (U, z) avec U, C R™ un voisinage ouvert de z, tels que ¢ : U, — ¢(U,) C R™ est
un difféomorphisme, et (U, N M) = p(Uy) NRP x {0,—p}. Alors, (Upy N M, ¢z)zem définit
un atlas (de classe C*°) sur M. On choisit la classe d’équivalence de cet atlas pour munir M
d’une structure de variété (“abstraite”).

Variétés quotients. R/Z, R?* /7?2, S? /(£ idgs s2), (R?/Z?)/{id, 0 : (z,y) — (x+1/2,—y)} sont
des variétés (respectivement difféomorphes a un cercle, un tore de dimension 2, et au plan
projectif P?(R), et a la bouteille de KLEIN).

La variété francaise.

Définition 2.1.4 (application lisse entre variétés). Soient M et N deuz variétés de dimen-
sions respectives m et n (noté souvent M™ et N"™). Soit f : M — N une application
continue. L’application f est dite étre de classe C*° (ou lisse) si pour tout x € M, il existe
une carte (U,p) de M en x (i.e que x € U) et une carte (V,¢) de N en f(zx) telles que
Yofop l:ipU)CR® — (V) CR" est une application de classe C*°.

1. Et pas au sens défini ultérieurement.
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Chapitre 2. VARIETES DIFFERENTIELLES

M N

Yo fop! o(V)

)sow) /
R™ ) R"

FIGURE 2.2 — Applications lisses entre deux variétés.

Remarques.

— Soit U un voisinage ouvert de x dans M et V un voisinage ouvert de f(x) dans N. On
suppose que ce sont des des cartes (i.e qu’il existe ¢ : U — o(U) et ¢ : V. — (V) des
homéomorphismes). Par continuité, il existe U un voisinage ouvert de 2 contenu dans U tel que
f(U) c V. Louvert U est aussi une carte de la variété M (selon une remarque précédente).
Ainsi, quitte & diminuer U, on peut toujours supposer que f(U) C V (et U reste une carte de

— Dans cette définition des applications lisses, la propriété “étre de classe C>°” ne dépend pas
du jeu de cartes (U, p), (V,4)) utilisé. En effet, si (U, @), (V,1)) est un autre jeu de carte,

puisque @ o " et 1 o 1;_1 sont de classe C*®, si 1) o f o o~ ! est de classe C*, alors

Pofopt= (o ovofoplo(popt)

I'est aussi.

Définition 2.1.5. Une application f : M — N est un difféomorphisme si c’est une bijection
de classe telle que f et f~ sont de classe C*.

Lemme 2.1.1. Soit (U, ) une carte de M. Alors, ¢ : U — p(U) est un difféomorphisme.

L est bien de

Démonstration. Un schéma suffit & cette démonstration. L’application id, g op o ¢~
C> puisqu’elle vaut id ().

O]
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2.2. Variété quotient

idy(uy opo !

FIGURE 2.3 — L’application ¢ : U — ¢(U) est un difféomorphisme.

2.2 Variété quotient

2.2.1 Topologie quotient

Soit M un espace topologique et R une relation d’équivalence sur R. On définit une topologie
sur Pespace des classes M /R en décrétant que U C M/R est ouvert si et seulement si p~1(U) est
un ouvert de M (oup: M — M/R).

Exercice. Soit X un espace topologique. Montrer qu’une application f : M/R — X est continue
st et seulement si fop: M — X est continue.

2.2.2 Actions de groupe

Soit I' un groupe opérant sur une variété M. On dit que I' agit de maniére lisse si pour tout
~v € I, Papplication M — M, x + ~y(x) est un difféeomorphisme. Le groupe I' agit proprement si
pour tout compacts K et Ko de M, l'ensemble {y € I'|v(K1) N K2 # @} est fini. Enfin, T' agit
librement si y(x) = = implique v = er (seul le neutre du groupe posséde point fixe).

Exemples d’actions lisses.
— L’action Z x R — R, (k,x) — k + x est propre et lisse.
— Laction {#idps |s2} x S — S?, (0, (7,4, 2)) — o(z,y, ) est propre et libre.

— L’action Z x R — R, (k,z) — 2¥x n’est ni propre ni libre. Elle n’est pas propre car si K; =
Ko = [~1,1], alors 28 K1 C K5 pour tout k < 0. Elle n’est pas propre car 2¥ x 0 = 0 pour tout
ke Z.
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Chapitre 2. VARIETES DIFFERENTIELLES

FIGURE 2.4 — Illustration d’une orbite d'un point (z,y, 2z) € S? sous l'action de {= idgs |g2}.

2.2.3 Définition d’une structure de variété sur M /T’

On munit M de la relation R définie par 2Ry <= y € Orbp(x).

Exercices.
1. Si 7 agit de maniére lisse, montrer que p : M — M/T est une application ouverte.

2. Si T" agit proprement et si x,y € M sont deux éléments tels que p(z) # p(y), montrer qu'il
existe un voisinage V' de z et un voisinage W de y tels que V. N~(W) = & pour tout vy € T.

3. Si I' agit proprement et librement, montrer que pour tout © € M, il existe un voisinage V' de
x tel que VN ~(V) = @ pour tout v € I'\{er}.

Conséquence. SiVNy(V) =@ poury € I'\{er}, alors p|y : V.— p(V') est un homéomorphisme.

Théoréme 2.2.1 (structure de variété naturelle sur 'espace quotient). Soit M une variété
et T' un groupe opérant de maniére lisse, propre, et libre sur M. On définit un atlas sur M /T
en considérant les couples (p(V'), @) ou V' est un ouvert de M contenu dans une carte (U, )
de M et est tel que VN ~v(V) # @ pour tout v € I'\{er} (V ne rencontre pas ses translatés
par Uaction de T), et p =@ o (ply)~!: p(V) — (V) C R™.

Remarques.
— Ces conditions sur V' assure que la projection restreinte & V' est injective.

— Dans la suite du cours, on munira toujours M/T" de la structure de variété donnée par cet
atlas.

Démonstration. Tout d’abord, les ouverts de la forme p(V') recouvrent M /I" (ce sont bien des ouverts
puisque 'application p est ouverte). En effet, tout z € M posséde un voisinage ouvert contenu dans
une seule carte (U, ¢) de M tel que V N~ (V) = @ pour tout v € I'\{er}. Observons ensuite que les
applications ¢ sont des homéomorphismes puisque ce sont des composées d’homéomorphismes. Soient
(p(V1), 1) et (p(Va), ¢2) deux éléments de la famille considérée tels que p(Vi) N p(Va) # @ (donc il
existe yo € T tel que ViNyo(Vz) # @). L’application $10@5 " : Go(p(Vi)Np(Va)) — &1 (p(Vi)Np(Va))
est définie par

@10 (pln) "o (w20 (Ple) ) =10 ((pl) " oplvy) 03
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2.3. Partitions de I'unité et théoréme de WITHNEY

Soit m € p(V1) N p(Va) et soit (z,X) € Vi x Va tel que p(x) = p(X). Il existe alors 79 € T tel
que Yo(X) = z (il est en fait unique). Soit 2x un voisinage contenu dans V5 tel que v (Q2x) C Vi.
Remarquons maintenant que (ply;) "t oply, = 40 sur Q2x. Soit Y € Qy et soit y = (plv;) "Lopl, (v).
Soit 4 € T tel que 7Y = y. A-t-on ¥ = 7 ? Pour montrer cela, procédons a quelques observations.

— (YY) € %0(Qx) C V1;
— py) =p(3(Y)) = p(10(Y)) car poy' = p pour tout v € T'.

Puisque ¥(Y) et 70(Y) sont éléments de Vi et p(y) = p(3(Y)) = p(7(Y)), on a (YY) = yo(Y)
par injectivité de ply,. Puisque 'action est libre, 4 = . Cela montre le fait.

O]

2.3 Partitions de 'unité et théoréme de WITHNEY

2.3.1 Partitions de ’unité

’

Théoréme 2.3.1. Soit M une variété compacte. Soit (U;)ie1,n] un recouvrement fini de M
par des ouverts. Alors,

— il existe un recouvrement (V;)iep p fini de M tel que V; C U; pour tout i € [1,n] ;

— il ewiste pour tout i € [1,n] une fonction x; : M — Ry de classe C* telle que
suppx; C U; et x; =1 sur V.

Conséquence. Pour tout i € [1,n], on pose

Xi
Xi = =g

Zj:l Xi
Cette fonction est bien définie sur M puisque (V;); recouvre M donc Z;Vﬂ Xi > 1. La famille
(Xi)ie[1,n] est telle que supp x; C U pour tout i € [1,n] et SN xi = 1sur M.

Exemples d’applications.

— Soit ¢ : M — R une application C*°. Alors,

N N
=1 i=1

On a donc décomposé ¢ en N fonctions ;¢ de classe C*° de support contenu dans Us.

— Les partitions de l'unité permettent de construire des formes volumes & partir d’'un atlas
d’orientation (vu ultérieurement dans le cours).

— Elles permettent aussi I'intégration de formes différentielles sur une variété orientable (aussi
vu ultérieurement).

Lemme 2.3.1. Soient X etY des espaces topologiques séparées et f: X — Y une bijection
continue. Alors, f est un homéomorphisme.
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Chapitre 2. VARIETES DIFFERENTIELLES

Démonstration. Soit F' un fermé de X. Montrons que f(F') est fermé dans Y. Puisque F est un
fermé dans un compact, F' est compact. Ainsi, f(F') est un compact donc fermé dans Y.
O

2.3.2 Théoréme de WITHNEY

Théoréme 2.3.2 (WITHNEY). Soit M une variété compacte de dimension m. Alors existe
a € N et un plongement ¢ : M — R®. Autrement dit, on peut toujours plonger une variété
compacte dans un certain espace R*).

Démonstration. Soit (Ui, ¢i)ic[1,n) un atlas fini de M et soit pour tout i € [1,n], V; et x; les ouverts
et les fonctions données par le théoréme des partitions de 'unité. Observons que x;p; : U; — R™
est prolongeable en une application M — R™ en lui attribuant la valeur 0 en dehors de U; (ce n’est
donc plus un homéomorphisme). On pose

p: | M — R"x.---xR"xRx---xR
p — (x1e1(p), - xnven(@), x1(p)s -, Xn(p))

ou R™ et R apparaissant chacun N fois dans le produit cartésien. Cette application est de classe
C®°. Sa différentielle est de la forme

(d(X191))

(d(Xnen))

(dx1)

(@)

Cette écriture n’est en fait pas vraiment rigoureuse puisque nous n’avons pas défini la différentielle
d’une application définie sur une variété. On peut cependant facilement se ramener & R™ avec une
carte. Supposons d’abord que ¢ et d,p sont injectives pour tout p € M. Puisque ¢ est injective,
¢ : M — o(M) est une bijection. De plus, ¢ est continue et M est compacte donc ¢ est un
homéomorphisme. Puisque d,¢ est une injection pour tout p € M, ¢ est aussi une immersion. Ainsi
@ est bien un plongement de M dans R®.

Montrons maintenant les faits supposés.

— Montrons que ¢ est une injection. Si ¢(p) = ¢(q), alors si p € V;, pour un certain ig € [1, N].
Alors, Xi,(p) = 1. Puisque ¢(p) = ¢(q), on a aussi x;,(q) = 1, et donc p et ¢ sont éléments
du support de X;, C U;,. Finalement, (Xi, X ¢i,)(®) = (Xip X ®iy)(q) donc ¢i,(p) = ¢i,(q)-
Puisque p et ¢ sont élément de U;, et puisque ¢;, est injective sur U;,, on a bien p = g.
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2.3. Partitions de I'unité et théoréme de WITHNEY

— Montrons que dpp est une injection pour tout p € M. Soit p € M et ig € [1, N] tel que p € Vj,.
Soit € un voisinage ouvert de p contenu dans V;,. Alors, xi,i, = ¥i, sur €. Ainsi sur €2, le ip-
iéme bloc de dp (qui est dy;,) est une application linéaire injective (car ¢;, : Uy — ©io(Uiy)
est un difféeomorphisme). Ainsi, dp¢ est injective.

O
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Chapitre 3

Formes différentielles

3.1 1-forme différentielle sur un ouvert de R"

Définition 3.1.1. Une 1-forme différentielle sur un ouvert U C R™ est une application
w:U — (R")* de classe C*°, ou (R™)* est le dual de R™. Elle s’écrit

n
w= Zwi(acl, ey Ty )day
i=1

ot w; est de classe C*° sur U a valeurs réelles et (dxy, ... ,dzy) est la base canonique du dual
de R™. On note QY (U) espace des 1-formes différentielles sur U.

Exemples.

— w = cos(x)dz € Q' (R) (le z dans le cosinus et le x du dx ne sont pas les mémes, c’est un abus

de notation).
— w = ady — y3xdr € Q' (R?).
— w= f(2)dz € QY(U) avec f holomorphe sur U.

— Toute fonction f: U — R induit une 1-forme différentielle sur U avec

df = Zl gi (z)dz; € QYU).

Définition 3.1.2. Soit 7 : [a,b] — U, noté v = (y1,...,7vn), une courbe paramétrée. L’in-
tégrale de w € QY(U) le long de 7y est définie par

[o=] b (; wz-w(tm;(t)) at.

Définition 3.1.3. Une 1-forme différentielle w € Q' (U) est dite étre exacte s’il existe une
fonction f : U — R de classe C*° telle que w = df.




3.2. k-forme différentielle sur un ouvert de R"

Attention. Certaines 1-formes différentielles ne sont pas exactes. Par exemple,

n (—ydz + zdy) € Q' (R*\{(0,0)})

:x2+y2

n’est pas exacte (voir TD).

3.2 k-forme différentielle sur un ouvert de R"

3.2.1 k-formes linéaires

Définition 3.2.1. Une k-forme linéaire sur R™ est une application ¢ : (R™")* — R linéaire
par rapport a chacune de ses coordonnées (i.e en chacun des k R™). Elle est dite étre alternée
81 P(Vg(1)s - -+ Vo (k) = €(0)(v1, - - -, V) pour tout vy,..., v € R™ et 0 € Gy.

Notation. On note A"((R")*) l'espace des formes linéaires alternées sur R". Par convention,

A" (RY)*) =R.

Exemples.
— Toute 1-forme linéaire est alternée.

— Le déterminant est une n forme linéaire alternée sur R”.

Définition 3.2.2. Soit ¢ une k-forme linéaire sur R"™. On définit Alt(p) € A"((R™)*) pour
tout (vi,...,v;) € (R®* par

1
Alt(g@) = H Z 5(0’)§0(’UO.(1), XX 7va(k))‘

Exercice. Montrer que ¢ est alternée si et seulement si Alt o = .

Exemples.

— Soit ¢ = dz @ do € Q%(R?) (donc une forme 2-lindaire) définie par ¢((a1,b1), (a2, b)) = ajas.
Alors,

(A1t ) (a1, b1). (02, b)) = 5 (@102 — aar) = 0.

— Sip =dz®dy, i.e p((ai,b1), (a2,b2)) = a1ba. On a alors
1 1 ap az
(Alt go)((al,bl), (ag,bg)) = *(albg - a2b1> = —det .
2 2 by bo.

Notation. On note

dagy, A Adrg, = kLAl (dzy, @ - @ day,) € \(R™)),

appelé produit extérieur.
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Chapitre 3. FORMES DIFFERENTIELLES

Remarque. On a dz; A--- Adz, = det.

Proposition 3.2.1. On a les propriétés suivantes.

(i) La famille (dzy A --- Adzg, )1<iy<-<ip<n forme une base de /\((R™)*).
(i) On a dim A((R™)*) = (}) si k € [0,n], et dim A((R™)*) =0 si k > n.

3.2.2 k-forme différentielle

Définition 3.2.3. Une k-forme différentielle sur un ouvert U C R™ est une application
w:U — A((R™)*) de classe C*. Elle s’écrit sous la forme

w= g Wiroin (@1, - ze)da A Ada,
1<t << <n

On note Q¥ (U) ’espace des k-formes différentielles sur U. L’entier k est le degré de la forme
différentielle.

Notation. Par convention, on note Q°(U) = C*(U).

Exemples.
— w=ydz Ady € Q*(R?);
— w=ydx Ady + dz Ady € Q*(R?).

3.3 Algébre extérieure sur un ouvert de R"

Soit U un ouvert de R”. On note Q(U) = QY(U) @ QY (U) @ --- @ Q*(U). Ses éléments s’écrivent
sous la forme w = (w(o), wb ,w(”)). Par exemple avec U C R3,

w = (6" + z,cos(z)dy — dz,dz A dy — dydy, 22dx A dy A dz).

On munit Q(U) de l'addition (coordonnée par coordonnée), ainsi que du produit extérieur A.

e '

Définition 3.3.1. Soit a € QF(U) et B € QY(U). On définit a A B € QFTHU) par

1
(@A B)(V1y- - Uk, V1, - o vy Vkgp) = T Y ey, - s Vo (k) BV (k 1), 00 () )

Proposition 3.3.1. Soit a € QF(U), B € QY(U), ety € Q™(U). On a les propriétés suivantes.
— Sim=L,aAN(B+y)=aAB+any.
— OnaaA(BAy)=(aApB)Ay.
— OnaaAfB=(-DFBAa.
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3.4. Tiré en arriére des formes différentielles

Remarques.

— (QU),+, -, A) est une algébre.

— Sia=dx,onadzrAdx = —dx Adx donc dx Adx = 0. Ce n’est pas toujours vrai, par exemple
si a =dx Ady +dz Adt € Q2(R?), alors a A a = 2dz A dy A dz A dt est non nul puisque c’est
le déterminant.

Exemple. Sur R?, on pose a = dz+3dy+e ¥dz, et B = TdzAdy. Alors, af = Te"*¥dx AdyAdz.

3.

4 Tiré en arriére des formes différentielles

Soit f : U — V avec U C R™ et V' C R™ des ouverts. On note f = (f1,..., fa). Soit a € QF(V),

qu’on note

o = Z Qg Zk(y177y7’b)dy’bl/\/\dy’bk

1< << <n

Définition 3.4.1. Le tiré en arriére de o par f est la forme différentielle notée f*a € QF(U)
et définie par

(f*()d)m(vl, e, Uk) = Z Qi i, (fl(a:), ey fn(a:))dzle AN dxfzk (1}1, - ,Uk)

1<) << <n

= afy(daf(v1), ..., daf(vr)).

Exemples.

— Soit f:R = R, 2+ ze?* et a = y3dy. On a

)
ze?®)3 f'(x)dz
23 (1e** 4 2ze**)dx
)

xe ) (
ze?®)3(1 4 22)e?*dx

fra = (ze®®)3df
= (
= (
= (

Moralement, on remplace y par f(z).

— Si f: R+ R2% t+s (cost,2sint) et « =dx Ady, on a

ffa=d(cost) ANd(2sint) = (—sint)dt A 2(cost)dt = 0.

Sia=dxr+dy, ona ffa=(—sint+ 2cost)dt.

— Sif:R2 SR, (21,10) = 21 —ad et a = e ¥ € QO(R), on a f*a = e~ (#173) §j a = 3ydy,
ffa=3(x; — 22)(dzy — 229dz2).

— Si f:R? — R? et a = dy; A dyo, alors f*a = det(d, f)dzy A das.

22

GEDI



Chapitre 3. FORMES DIFFERENTIELLES

Proposition 3.4.1. Soit f : U — V ou U C R™ et V C R"™ sont des ouverts. On a les
Propriétés suivantes.

(i) L’application f*:Q(V) — Q(U) est linéaire.
(i) Sia,5€QUV), ona f*(aNB)=fanfps.

(iii)) Si U C RY, V. C R™, et W C R” sont des ouverts, et si f : U — V oetg:V — W
sont des applications de classe C*°, alors (go f)* = f*og* sur Q(W).

Remarque. L’opérateur f —— f* a la méme fonctorialité que la transposée.

Démonstration. (i) Evident.

(73) Par linéarité de f*, il suffit de montrer ce point sur une base de Q(V'). Soit o = dy;; A- - - Adyi,
avec 1 <iyp <--- <ip <n=dimV,et B =dy;; \---Ady;,, avec 1 < ji1 < - <jir <n.Ona

f*(a /\ﬁ) = f*(dyll AN /\dyik /\dyj1 VANEIE /\dyjk’)'

En notant f = (f1,..., fn) les fonctions coordonnées de f, on a

f*(oz/\ﬁ) :dfil /\'-'/\dfik/\dfj1 /\"'/\dfjk/
= (dfiy Ao Adfi ) A Ao Adf)
= [fa A f*B.
(éi1) On fait une récurrence sur le degré de la forme différentielle. Soit f: U — Vet g: V — W
des fonctions C*°.

— Degré 0. Soit a € QY(W), i.e a € C®(W). On a

(go f)* (@) =algo f) =(acg)of=faocg)=f"g(a)
— Degré 1. Soit a € Q(W). On a pour tout v € R”,

(f*(g%@)2(v) = (97Q) f(2)(daf (v)).

Remarquons que pour tout w € QY (W).

(f"w)a(v) = wi(z) (da f(v))
= ay(f(2))(df(2)9(daf(v)))
= Qg(f(a))(dz(g o )(v))
= ((go f)(a))(v).
— Récurrence. La récurrence est pénible & écrire, on se contentera ici d’'un exemple. Soit

a € Q2(W) notée a = a(w)dwy A dws. On note w = (wx, ..., wy,) les coordonnées sur W
et © = (x1,...,2p) les coordonnées sur U. On a

(gof)*(a(w)dwiAdws) = a(gof(x))(gof)* (dwiAdws) = a(gof(x))(gof) dwiA(gof)*dw,.
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3.5. Fibré tangent a une variété, champ de vecteurs

(V) x R™ e(U) x R™

-

On a donc

(9o f)*(a(w)dwy Adwz) = a(go f(z))f*g"dw A f*g"dws
=a(go f(z))f*(g"dwi A g*dws)
=a(go f(x))f"g"(dwy A dwz)

= f*g*(a(w)dwy A dws).

O]

Remarque. Cette démonstration se complique la vie. On pourra se contenter de démontrer direc-
tement le résultat sans récurrence.

3.5 Fibré tangent & une variété, champ de vecteurs

3.5.1 Vecteurs tangents, espace tangent, application tangente

On commence cette sous-section avec le fait suivant dont la démonstration est laissée en exercice.
Soit x € M", et C, 'ensemble des cartes (U, ¢) contenant x. La relation R sur C, x R™ définie
par (U, ), ))R((V,9),v) si v = dy) (o © 1) (u) est une relation d’équivalence. Remarquons que
Ay () (Y 0 ¢~ 1) réalise un isomorphisme d’espace vectoriels.

Définition 3.5.1. Soit x € M™.

— Un vecteur tangent a M au point x est une classe d’équivalence pour cette relation.

— L’espace tangent T, M est [’ensemble des vecteurs tangents a M en x.
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Chapitre 3. FORMES DIFFERENTIELLES

Définition 3.5.2 (application tangente). Soit f : M — N, x € M, (U, ) une carte de M
contenant x et (V,p) une carte de N contenant f(x) (on peut toujours supposer f(U) C V
quitte a diminuer U ). On définit

—1
T:L"f — (9;‘(;?’)) o dL,D(:L‘) (w o f o ()0—1) o Q;U#P)’

ol HéU’“O) est définie comme la bijection définie par

0% . .M — R"
[(U,(P),u] — u,

ot [-] est la classe d’équivalence pour R. T, f est une application de T M wvers TN .

Remarques.
— S [(U',¢'),u] € T, M, alors on a 079 ([(U',¢),0]) = e (0 (¢/) ") (W),

— 11 faut vérifier que cette définition ne dépend pas des choix des cartes dans M et N. Pour
le montrer, il suffit de prendre deux autres cartes (U’,¢’) et (V' ,¢)') et de faire apparaitre

oI, 9),0]) = dyray (9 0 (¢) (W) et 050D (V1) v]) = dyray (0 0 (1) D (V).

3.5.2 Construction du fibré tangent 7'M

On pose TM = | | 5 T M, et on définit

m:|TM — M
q — x siqeT,M.

Une carte (U, ) étant fixée, on définit la bijection

T(UV‘P) : 7T71(U) — SO(U) x R™

¢ — (p(r(0),05:5(0)).

On cherche désormais & munir 7'M d’une structure de variété. On le munit d’abord d’une topologie
en décrétant que la bijection 771 (U) — ¢(U) x R™ est un homéomorphisme. La topologie induite
sur TM est séparée car M et R™ sont séparés. De plus, si (U, @;)icr est un atlas de M, alors
(7= 1(U;))ier recouvrent TM. On veut que les (T(U’W))(U,¢) solent des cartes de T'M. On vérifie que
les changement de cartes sont de classe C* : soit (Ui, ¢1) et (Usz,p2) deux cartes de M telles que
Uy NU;y # @. L’application

TW2e2) o (7U101)) 1 | (U M) x R™  — @o(Ur NU2) x R®
-1
) (e @ o (0) " )

—1
(avec z = p1(x)) est de classe C* car plUz#2) o (99(5[]1’@1)) (u) = d.(p2 0 1) (u). Le changement

de carte est bien C*°.
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3.6. Formes différentielles sur une variété

N

FIGURE 3.1 — Illustration du champ de vecteur X : R? — R?, 2 x.

3.5.3 Champs de vecteurs sur M

Définition 3.5.3. Un champ de vecteurs sur M est une application X : M — T'M de classe
C™ telle que X (x) € Ty M pour tout x € M.

Remarque. On a wo X =idyy, i.e que X est une section du fibré tangent T'M.

Exemple. Si M =[R2 on pose X(x) =x € R

Proposition 3.5.1. Si (U;, p;)icr est un atlas de M, un champ de vecteur sur M est la
donnée d’une collection (X; : p;i(U;) — R™)ier telle que pour tout p € U; N Uj,

X;(0i(p)) = d, () (05 0 07 1) Xi(0i(p)).

3.6 Formes différentielles sur une variété

T, M est muni grace & 6 d’une structure d’espace vectoriel. On note T M le dual de T, M.

Rappel. Soit © : E — F une application linéaire entre deux espaces vectoriels'. On définit
lapplication duale ©* : F* — E* u +— po©. On peut aussi définir R sur C, x (R™)* de sorte
(U, ), V)RV, 1), p) siv = dp(zy (o™ ) * . Comme précédemment, on définit la variété AN T*M.
Les changements de cartes sont donnés par les applications

U2 (U) — o(U) x \R")

~Up) — <s0 o, ((@(Qs@))l)*) .

1. Dans notre cas, £ =T, M et FF = R"

avec
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Définition 3.6.1. Une k-forme différentielle sur M est une application w : M — /\k(T*M)
tel que w(z) € NY(T*M) pour tout z € M.

Proposition 3.6.1. Si (U;,¢;) est un atlas de M, une k-forme différentielle est la donnée
d’une collection (w; : 0;(U;) — N*(R™)*)ier telle que pour tout i,j € 1,

wi’gﬁi(UiﬁUj) = (90] o w;l)*wj’goj(UiﬂUj)‘

3.7 Tiré en arriére et produit extérieur sur les variétés

3.7.1 Tiré en arriére

Soit f : M — N une application continue, (U, ¢;)ier un atlas sur M, et (V},4;);es un atlas
sur N. Remarquons que par continuité de f, on peut supposer que pour tout ¢ € I, il existe j € J
tel f(U;) C Vj. Soit B = (B;); une k-forme sur N. On a

Bilu,vinvyy = Wi 085 ) Byl vyv;)

lorsque V; N V.

Définition 3.7.1. On pose pour tout i € I, a; = (0 fop; 1)*B;. La collection (a;); définit
une k-forme différentielle sur M. On la note f*f.

Remarque. La dépendance de «; en j est justifiée par la remarque précédente : le j choisi pour
définir a;(x) dépend de I'image par f de x € ¢;(U;). Cependant, si f(xz) € V; N Vj, alors a; ne
dépend pas du choix de j ou de j'. En effet, si V; NV}, alors

(Yj 0 fo (pi_l)*ﬂj/ = (Y 0 1/1]_1 otjofo (Pi_l)*/Bj’
= (o fop M) (W o wj—l)*ﬁj, )
B.

Démonstration (définition). 11 s’agit de s’assurer que les «; vérifient la relation de compatibilité. Soit
i’ €I.Ona

ay = (jo fopy ) Bi=(hjo fop;topiop,!)B;
= (piop; ") (W0 fopi ") B
= (i o9y ") .
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3.8. Différentielle extérieure

3.7.2 Produits de deux formes

Soient a € QF(M) et B € QF(M) deux formes différentielles définies par a; € QF(p;(U;)) et
Bi € Qpi(Ui))-

Définition 3.7.2. On définit a A B comme la forme différentielle définie pour tout i € I par
(a A B)i = a; A B; sur p;(Uy).

Fait. La collection ((a A B);); définit une (k + ¢)-forme différentielle sur M. On la note a A 3 €
Qk—i—é(M)'

Démonstration (du fait). 11 s’agit de s’assurer que les (a A 3); vérifient la relation de compatibilité.
On a

(aAB)y =y A By
= (piogy ) i A(piowy') * fi
= (pio @y )*(ai A Bi)
= (i o 07 ) (A B)i.

3.8 Différentielle extérieure

7~

Définition 3.8.1. Soit U un ouvert de R" et a = a(x)dzy, A--- Adx, € QF(U). On pose

da =daAdz;;, A---da,

= Z Oja(x)dx; Adx;, A--- Adwxg,.
j=1

Pour tout k € [0,n], on étend cette définition a tout élément de QF(U) par linéarité.

Remarque. On définit ainsi une application linéaire d : Q¥(U) — QF1(U).

Exemples.
— Siw = 2?ydz € Q(R?), alors

dw = (9, (z%y)dz + 0, (z*y)dy) A dx
= (2zydx + 22dy) A dz
= 2?dy A dx = —2?dx A dy € Q*(R?).

— Si w = cos(x)dx A dy + dx A dz + y3dx A dy A dz.
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Proposition 3.8.1. On a les résultats suivants.
(i) L’application dod : QF(U) — QFT2(U) est lopérateur nul®.
(i) On a d(a A B) =daA B+ (—1)Fa AdB pour tout a € Q¥(U) et B € QYU).
(i4i) Soit f:U —V avec U CR™ et V C R™. Si a € QF(V), alors d(f*a) = f*(da).

a. Ca sent mauvais I’homologie moisie aujourd’hui, non ?

Remarque. Le point (iii) permet de définir opérateur d sur les k-formes définies sur les variétés
(exercice, avec f = p; o gpi_l).

Démonstration. (i) 11 suffit de montrer que d(da) = 0 pour tout o € QF(U) de la forme a =
a(x)dx;, A--- ANdzj,. Notons I = {iy,...,it} C [1,n]. On a

da—zaa x)dxj Az A Aday,.

J€I
Ainsi,
d(da)) = Z Z 0;0padxy A dxzj ANdxi, A--- Adx,.
(=1 j=1
- JT-3
Selon le théoréme de SCHWARZ, on a 0,0ja = 0;0qa. De plus, on a dxy A dz; = —dz; A 4.

Cela permet de conclure que d(da)) = 0.

(7) Idem. Par linéarité, il suffit de traiter le cas lorsque a = adz;, A---Adz;, et f = bAdz;, Adxj,.
On a

d(a A p) =d(ab) ANdag, A--- Adxg, Aday, A--- Aday,
= (bda + adb) Adxz;; A--- Aday, Adzj, A - Aday,
= dadz;, A--- ANdz, A (bdzj, A--- Adxj,)
+adxi, A--- Adag, A(db) x (=1)Fda;, A--- Aday,
=da A B+ (—1)*a AndpB.

(#ii) On procéde par récurrence sur k, le degré de . Pour k = 0, si aC>(V), alors

de f* (o) = dfyaode f = (f*(d))s.
Soit N € N et supposons la formule vraie pour tout & € [0, N]. Soit a € QVN*Y(V) de
la forme a = a(y )dyl1 A dyiy,,- On écrit que o = a(y)d(y;, dyi, A --- A dyiy,,) et
notons 7 = y;, dy;; A-c A dyiN+1 € QN(V), et on a donc a = adr. Ainsi, da = d(adr) =
da A dr + (—1)deele )ad od(r). Or, dod(7) = 0. On a alors
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par hypothése de récurrence appliquée a o € QO(V) et 7 € QN (V). D’autre part,

d(f*and(f*n) = d(f*a) Ad(f*7) + ()T ffandod(f*r).

Finalement,

fH(da) = d(ffa Ad(f7T))
=d(ffan fi(dr))
=d(f*(adr))
=d(f*a).
[
Attention. L’argument de la démonstration du point (ii) fonctionne car db est de degré 1.
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Chapitre 4

Orientation et intégration des formes
différentielles

4.1 Orientation

4.1.1 Atlas d’orientation

e D

Définition 4.1.1. Un atlas d’orientation est un atlas (U;, ¢;)icr tel que pour tout i,j € I et
peU;NU;,

det(d%(p)(cpi o (pj_l)) > 0.

Une variété M est dite orientable si elle posséde un atlas d’orientable.

Exemple. S? est orientable. Soit N le pole nord et S le pole sud, et considérons ¢; : S?\{N} —
R? et o : S2\{S} — R? les deux projections stéréographiques. On a montré en TD qu’on a
I’application

pao0r" [ RA{0} — R*\{0}
(z.y) — wp(,y).

Le calculer permet alors de montrer que det d(, ., (2 © o ) = —ﬁ. (U1, 1), (Ua, p2)) n'est pas
un atlas d’orientation. On obtient un atlas d’orientation en considérant (Ui, 1), (U, Ropa)) ot R

est la réflexion d’axe (Ox).

Définition 4.1.2. Deux atlas d’orientation (Ui, i)icr et (Vj, ;) jes sont équivalents s’ils
sont équivalents en tant qu’atlas, et et si pour tout (i,j) € I x J tel que U; NV}, et pour
tout p € U; NV}, det dwj(p)(%‘ o wj_l) > 0. Une orientation sur M est la donnée d’une classe
d’équivalence d’atlas d’orientation.

Exercice. Toute variété connexe posséde exactement deux classes d’atlas d’orientation.




4.2. Orientation et formes volumes

4.2 Orientation et formes volumes

Définition 4.2.1. Soit M une variété de dimension n. Une forme volume est une forme de
degré n (i.e élément de Q" (M)) qui ne s’annule pas.

Rappel. Un élément w € Q"(M) a pour expression dans la carte (U;, ;)

(gpi_l)*w = w;(z)dzy A -+ Adzy,

ou x1,- - x, sont les coordonnées dans (U;, ¢;) et w; est de classe C*°. Puisque w est définie globa-
lement (c’est-a-dire que w € Q"(M)), on dispose par définition des relations de compatibilités

(i 0 @;)"(wi) = wj,
ou encore
(i 005 N (wi(x)day A -+ Adzn) = wi(y)dys A -+ Adyy

ol Z1,...,%, sont les coordonnées dans ¢;(U;) et yi,...,y, sont les coordonnées dans ¢;(U;). Si
I’'on développe cette expression, on obtient

wii 095 1Y) (pio @y ) (der A~ Aday) = wiy)dyr A--- Adyy

=detdy(p; Ocpj_l )dyi A Adyn.

On a donc w;(p; o goj_l(y)) det dy(¢p; o ij_l) = w;(y) pour tout j € ¢;(U; NUj). En conclusion,
on a explicité la définition d'une n forme différentielle M, dans sa version “collection de n-formes
(p:(U;)); qui doit bien se recoller”.

Remarque importante. Le fait qu'une n-forme ne s’annule pas signifie que tout p € M, il existe
i € I tel que p € U; et wi(vi(p)) # 0. Ceci est équivalent a dire que pour tout p € M et pour tout
i € I tel que p € U, wi(pi(p)) # 0.

e a

Théoréme 4.2.1. On a les propriétés suivantes.

(i) Si M posséde une forme volume, alors M est orientable.

(ii) Si M est orientable et posséde une partition de l'unité, alors M posséde une forme
volume.

Remarque. M posséde une partition de I'unité par exemple lorsque M est compact.

Démonstration. (i) Soit w € Q"(M) une forme volume (donc qui ne s’annule pas). Soit (U, ¢;)ier
un atlas. On peut toujours supposer que les U; sont connexes (considérer les composantes
connexes). On a w; = (¢] )*w = w;(x)dzy A -+ A---dxy, ot w; : ;(U;) — R ne s’annule
pas. Ainsi, ou bien w; > 0 sur ¢;(U;), ou bien w; < 0 sur ¢;(U;). Posons ¢; = o; o p;, ol
o; = Rsi w; < 0ouo; =id si w; > 0. On pose de plus w;(z) = —w;(R(Z)) si w; < 0 ou
wi(z) = wi() = wi(os(x)) si w; > 0, ou T est la coordonnée sur @;(U;). On va vérifier que
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la collection (w;(Z)dZ1 A -+ AdZy,)ier définit un élément de Q™(M). On suppose d’abord cela
vérifié : on dispose donc des relations de compatibilités

@i(i 0 @5 1) () det dy(@i 0 @ 1) = ().
Ainsi,

w;(y)
wi(io @ (7))
car le numérateur et le dénominateur sont strictement positifs. On montre maintenant que la
collection définit un élément de Q™(M). On a

det dg(@i 0 ;') = >0

(@i 0 95]'_1)*(17)1‘(55)(?1331 Ao ANdTy) = ((ﬁj_l)*(gpl (@ (x)dEy A -+ A dy,)
= (¢; 1) i} (Wi(x)dir A -+ - A i)
(&5 1) f (Wi(x)dEy A -+ A i)
= (0 1) (0 1) ¢} (wiw)dazy A -+ A day)
= (o7 ") (wj(y)dys A -+ A dyy)
= w;(§)dgi A - -+ A dfp.

(i) Soit (U;, ;)i un atlas d’orientation sur M. Introduisons une partition de l'unité associée a
(Ui, i) : soit (Vi)ser un recouvrement ouvert de M tel que V; C U;, et X; : M — Ry une
fonction telle que supp(x;) C U; et x; = 1 sur V;, pour tout ¢ € I. On construit et on définit
une forme différentielle de degré n sur M de la maniére suivante : pour tout ¢ € I, on définit
w; € Q™(U;) par w; = (p;)*(dai A--- Azl). On pose

o — )Ziwi sur U;,
N 0  sur M\U;.

Vérifions que @ = ), ; @" est une forme volume sur M. C’est bien une somme d’éléments de

Q™"(M), il suffit donc de vérifier que @ ne s’annule pas. Soit ¢ € I et montrons que (@fl)*w ne
s’annule pas sur ¢;(U;). On a

(pr)y@ = (e )

i€Jg

ouJog={jeJ|U;NU; # @} On adonc

(o) @ = (o7 ) (i (daf A+ Adal,))
i€Jp

Exemples.

— La sphére S™ est orientable. On a S™ = {z € R"™| ||z|, = 1}. Soit Xo(x) = (z1,...,Tnt1
(donc Xo = idgnt1), et n = ix,(dz1 A -+ Adxpyg). Clest un fait que si J : S* —s R est
I'injection canonique, alors J*n est une forme volume sur S”. En effet, si (vi(x),...,v,(x)) est
une base de T, S™, alors
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(J'n)z(v1(z), ... on(x)) =dzr A Adapr (Xo(x),v1(2), ..., on(z)) # 0.

En effet, dzy A+ - - Adzy41 est le déterminant, Xo(x) est orthogonal a T,,S™, et (vi(x),...,v,(x))
est une base de T,,S", donc (Xo(x),v1(x),...,v,(z)) est une famille libre de R"**. On a donc
bien une forme volume.

Généralisation de l'exemple précédent. Soit F : R"*1 — R une submersion. Alors, pour tout
c € R,

Mz € R"M | F(z) = ¢}

est une variété de R™*! de dimension n. Alors, M, est une variété orientable. En effet, il suffit
de choisir

_
n=ix(dxi A+ Adxyyr) on X =grad, F.

Alors, J*n est une forme volume sur M..
Cas des variétés quotients. Soit I' un groupe agissant proprement et librement sur une variété
M. On peut montrer les faits suivants laissés en exercices.
1. Sia € Q(M/T), alors w := p*« est telle que v*w = w pour tout v € T' (utiliser poy = p).
2. Siw € Q(M) vérifie v*w = w pour tout v € I, alors il existe un unique a € Q(M/I") tel

que w = p*a.

De cet exercice tire-t-on deux conséquences. Premiérement, si M /T’ posséde une forme volume,
alors M aussi. Secondement, si M posséde une forme volume I'-invariante (i.e y*w = w pour
tout v € I'), alors M /T" posséde une forme volume.

Exercice. P" =S"/{+idgn+1} est orientable si et seulement si n est impair.

4.3 Intégration des formes différentielles

4.3.1 Intégration sur les ouverts de R”

7

Définition 4.3.1. Soit U C R™ un ouvert et soit a« € Q™(U) a support compact. L’intégrale
de a sur U est la quantité définie par

ot A est la mesure de LEBESGUE, et a est l'unique fonction telle que o = a(x)dzy A+ -+ Adzy,
(et (x1,...,x,) sont les coordonnées dans R™).

(o, U) = /U o(z) ()

Exemples.

— Si a = (23 + x2)day A dag, alors a(x) = 23 + za.

— Si a = x1e”2dxe A dxq, alors a(x) = —z1€™2.

34
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Proposition 4.3.1. Soit f : U — V (avec U,V C R"™ des ouverts) un difféomorphisme, et
soit a € Q™(V') a support compact. Si det(dy f) > 0 pour tout x € U, alors

I(f*a,U) = I(a, V).

Démonstration. Soit o = a(y)dyi A--- Adyy,. Alors, f*a = a(f(z))det(d, f)dx A--- Adx, (formule
propre aux formes de degré maximal n). On a alors

1°a.0) = [ a(f(@)detdo d@)

U

_ /U a(f(x))| det d, f| dA(z)
:/qm&@

1%
=1(a, V).

O

Remarque. Sif = @j0p, " est un changement de carte entre U = @o(U1NU) et V = o1 (U1 NUR),
alors la proposition permet d’affirmer que

I((1 095" ar, 02(Ur NUs)) = I(ay, @1 (U N Uy)).

En fait cette proposition va permettre de donner un sens a l'intégration des formes différentielles dans
une variété orientable puisque la condition det(d,f) > 0 est exactement la condition d’orientabilité
d’une variété (avec f = @1 09, ").

4.3.2 Intégration des formes différentielles de degré maximale sur les variétés

Définition 4.3.2. Soit M une variété compacte (ou plus généralement possédant des parti-
tions de l'unité). Soit (U;, ;)i un atlas d’orientation de M (donc M est orientable. Soit (V;)ier
un recouvrement ouvert de M tel que V; C U;, et x : M — R telle que supp(x;) C U; pour
tout i € I, et telles Y ;c;xi = 1 sur M. Pour tout w € Q" (M), on pose

Iw,M) =Y / PRGREr

iel

Remarque. Cette définition est indépendante des choix faits (représentant de la classe d’équiva-
lence d’atlas d’orientation, recouvrement ouvert, partitions de 1'unité).

GEDI 35



	Sous-variétés de Rn
	Définition
	Caractérisations
	Espace tangent

	Variétés différentielles
	Définition
	Variété quotient
	Topologie quotient
	Actions de groupe
	Définition d'une structure de variété sur M/

	Partitions de l'unité et théorème de Withney
	Partitions de l'unité
	Théorème de Withney


	Formes différentielles
	1-forme différentielle sur un ouvert de Rn
	k-forme différentielle sur un ouvert de Rn
	k-formes linéaires
	k-forme différentielle

	Algèbre extérieure sur un ouvert de Rn
	Tiré en arrière des formes différentielles
	Fibré tangent à une variété, champ de vecteurs
	Vecteurs tangents, espace tangent, application tangente
	Construction du fibré tangent TM
	Champs de vecteurs sur M

	Formes différentielles sur une variété
	Tiré en arrière et produit extérieur sur les variétés
	Tiré en arrière
	Produits de deux formes

	Différentielle extérieure

	Orientation et intégration des formes différentielles
	Orientation
	Atlas d'orientation

	Orientation et formes volumes
	Intégration des formes différentielles
	Intégration sur les ouverts de Rn
	Intégration des formes différentielles de degré maximale sur les variétés



