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Chapitre 1

Dérivabilité complexe

1.1 Définitions

e D

Définition 1.1.1. Soit D un ouvert de C. Une fonction f : D — C est dite dérivable (ou
C-dérivable) en c € C si le taux d’accroissement

f(z) = f(e)

admet une limite lorsque z tend vers c. On note dans cette limite f'(c) lorsqu’elle existe.

Exemples.
— Les fonctions constantes sont dérivables en tout point.

— Soit f: C — C, z — Z. La fonction f n’est dérivable en aucun point. En effet, pour tout
z,c€C,si z—ceR, alors

f(z) = ()

Z—C

= 1’
mais si z — ¢ € tR, alors

f(z) = f(e)

Z—C

=—1.

— Les fonctions z — R(z), z +— $(2), z — |2| ne sont dérivables en aucun point.

— Soit n € N*. La fonction f: C — C, z + 2" est dérivable.!

Théoréme 1.1.1. Soit D un ouvert de C. Soit f : D — C une fonction dérivable en un point
c € C. Alors, f est continue en c.

1. La fonction dérivée et son calcul sont les mémes que dans le cas réel.




1.1. Définitions

Convention. Soit f: D — C. On pose u = R(f) et v = (f), de sorte que f = u + iv. On peut
alors voir u et v comme des fonctions de {(z,y) € R? |z + iy € D} — C via I'isomorphisme

R? — C
(x,y) — x+1y.

Proposition 1.1.1 (équations de CAUCHY-RIEMANN). Soient D un ouvert de C, ¢ € D,
f: D — C une fonction dérivable en C. On pose u = Rf et v = Sf, et ¢ = a +ib. Alors,
les dérivées partielles de u et v par rapport a x et y existent en c et vérifient

uz(c) = vy(c) et uy(c) = —vg(c).
Démonstration. On a
_flet+h) = flo)
/ _
fle) = Jim h

— lim u(c+ h) +iv(c+ h) —u(c) — iv(c)
h—0 h
heR

— i WP Zule) |, vleth) Zolo)
h—0 h—0 h
heR heR

= ugz(c) +ivg(c).

D’autre part,

fle+in) = 1),

! — 1
f(e) Lim, Z
. u(c+1ih) +iv(c+ih) — u(c) — iv(c)
= lim
h—0 h
heR
— ilim u(c+ih) —u(c) i v(c+ih) —v(c)
h—0 h h—0 h

heR heR

= —iuy(c) + vy(c).

Lemme 1.1.1 (lien avec la différentiabilité). Soit A = (a;)1<ij<2 € Ma(R). La matrice A
définit une application R-linéaire T : C — C vérifiant :

: a1l a2\ (% a1,1% + a1,2y
Ve,y € R, T'(x +1y) = 2 ' = J '
& ( v) <a2,1 612,2) (y) <a2,1$ + a2,2y>
en confondant R? et C avec (z,y) = x+iy. Alors, T est C-linéaire si et seulement si a1 = a2

et a2 = —ag1.
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Chapitre 1. DERIVABILITE COMPLEXE

Théoréme 1.1.2. Soient D un ouvert de C, f : D — C, et ¢ = xg + iyo € D. On note
u=R(f) et v=S(f), et fr : Dr — R? Uapplication induite de Dg C R? dans R?. Sont
équivalents :

(i) La fonction f est C-dérivable en c.

(i) La fonction fgr est différentiable en (xg,y0) et la différentielle dfg(zo,yo) correspond a
une application C-linéaire.

(iii) La fonction fr est différentiable en (xo,yo) et satisfait les équations de CAUCHY-

RIEMANN :
ou ov
%(%’yo) = a*y(ﬂvo,yo)
ou ov
@($0,y0) - _%(x07y0)
Démonstration. — (i) = (ii). Si f est dérivable en ¢, alors

fle+h) = fle) = hf'(c)

li .=0
B0 h
O
Théoréme 1.1.3. Soit D un ouvert de R?, et soit f : D — R telle que pour tout (x,y) € R?,
U (x? y)
flz,y) = :
U (2, y)
telle que toutes les dérivées partielles %Lg et %I;l existent sur D et y sont continues. Alors, f
est différentiable en tout point de D.
Corollaire 1.1.1 (condition suffisante de C-dérivabilité). Soit f : D — C une application
définie sur un ouvert D de C. Si fr satisfait les hypothéses du théoréme précédent avec n = 2,
et si f satisfait les équations de CAUCHY-RIEMANN, alors f est C-dérivable.

1.2 Fonctions harmoniques

7

Définition 1.2.1. Soit D un ouvert de R%. Une fonction u: D — R est dite harmonique si
elle satisfait I’équation de LAPLACE, Au = 0.

Remarque. Soit D un ouvert de C, f : D — C une fonction C-dérivable. Soit u et v ses parties
réelles et imaginaires vu comme des application de R? dans R. Alors, si v et v admettent des dérivées
partielles secondes, u et v sont harmoniques. On vérifie cela en utilisant le théoréme de SCHWARTZ.

HOLO 7



1.3. Fonctions holomorphes

1.3 Fonctions holomorphes

Définition 1.3.1. Soit D un ouvert de C. Une fonction f : D — C est dite holomorphe en
un point ¢ € D si elle est C-dérivable sur un voisinage de C. Elle est holomorphe sur D si
elle est holomorphe en tout point de D.

Notation. On note H(D) ’ensemble des fonctions holomorphes sur D.

Exemple. La fonction f:C — C, z = x + iy — 23y? + iz%y> n’est nulle part holomorphe.

Proposition 1.3.1. Soit f,g : D — C des fonctions holomorphes sur D et A € C. On a les
résultats suivants.

(i) La fonction f + Mg est holomorphe, et (f +Xg)' = f'+ A\g'.
(ii) La fonction fg est holomorphe, et (fg)' = f'g+ f¢'.

(iii) Si g ne s’annule pas, alors g est holormorphe et

<f>' _fla—1d
g 9P

(iv) Si f(D) C D' un ouvert de C et si g est une fonction holomorphe sur D', alors go f
est holomorphe sur D, et (go f) = (¢ o f) x f'.

Théoréme 1.3.1. Soit f : D — C une fonction. Alors, f est holomorphe de dérivée nulle
st et seulement si f est localement constante.

Démonstration. Le sens réciproque est évident. Pour le sens direct, on remarque que u; = u, = 0
et v; = vy = 0. Ainsi, u et v sont constantes, donc f aussi.

O

Lemme 1.3.1. Soit T l’application du lemme 1.1.1. Alors, il existe A et u € C tels que pour
tout h € C,

T(h) = A\h + ph.
Il suffit pour cela de poser A = (T (i) —iT(i)) et p = 3(T(1) +4T(3)).

Définition 1.3.2 (dérivées partielles). Soit f : D — C différentiable en ¢ € D. Pour tout

h € C, on pose
riem = (19 ) (559)-

On définit de plus

8 HOLO



Chapitre 1. DERIVABILITE COMPLEXE

() = £ule) = TH1) = ae) + (),

of : :
520 = £(e) = TFE)(0) = ye) + iy ),

of 1 .
22(0) = f2le) = A = 5(fal0) — £y ©)),

O (0= 156 = = G (fal) + iFy(0).

Les équations de CAUCHY-RIEMANN deviennent alors

Zfa: = fy-

Remarque. Avec cette notation, on remarque que si f est holomorphe en un point ¢ € D, alors

70) = 920(6) = fule) = =iy (0

ce qui en terme d’opérateurs différentiels par
o _1(9 90
0z 2\ox 0y’

Théoréme 1.3.2. Soit f : D — C une application R-différentiable sur D. Alors, f est
holomorphe si et seulement si :

Ve € D7 fg(C) =0.

De méme, la fonction f = u — v est holomorphe si et seulement si u, = —vy et uy = vy, St
et seulement si

Exercice. Montrer que [ (¢) = fz(c).

1.4 Conservation des angles
1.4.1 Angles et holomorphie

Soit w =u + i, et z =2 + iy € C. On munit C du produit scalaire

(w]z) =uzr + vy = R(wz).

En particulier, ce produit scalaire vérifie I'inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ :

Vw,z € C, [(w]2)] < |w]|z].

Pour w, z € C, on appelle mesure angulaire, ou angle entre w et z 'unique 6 € [0, 7] tel que

HOLO 9



1.4. Conservation des angles

On note alors § = Z(w, z).

Définition 1.4.1 (application conservant les angles). Une application T : C — C, R-linéaire
et injective conserve les angles si :

Vw,z € C, L(T(w),T(z)) = L(w, 2).

Lemme 1.4.1. Soit T : C — C une application R-linéaire injective, et de la forme
T :z+— Az + ph.

Alors, T conserve les angles si et seulement si une et une seule de ces conditions est vérifiée :
(i) A=0.
(ii) p=0.

Définition 1.4.2. Soit D C C un ouvert. Soit f : D — C. Si fr est différentiable en un
point ¢ € D, on dit que f conserve les angles en c si dfg(c) conserve les angles.

Proposition 1.4.1. Soit f : D — C une application holomorphe en un point ¢ € D, et
tel que f'(c) # 0. Alors, [ conserve les angles en c. De méme, si f est holomorphe en c et
7’(0) # 0, alors f conserve les angles en c.

Remarque. Une fonction f: D — C est dite anti-holomorphe si f est holomorphe. En fait, les
seuls applications qui préservent les angles sont les fonctions holomorphes et antiholomorphes dont
les dérivées ne s’annulent pas.

e N

Théoréme 1.4.1. Soit D C C un ouvert connexe. Soit f = u+iv: D — C une application
telle que ug, uy, vz, et v, sont continues. Sont équivalents,

(i) f est holomorphe sur D et f' ne s’annule pas ou (exclusif) f est antiholomorphe et (7)/
ne s’annule pas.

(ii) f conserve les angles en c.

1.4.2 Point de vu géométrique sur la conservation des angles

Soit D un ouvert C, et f : D — C. Soit a < b des réels, et v : [a,b] — C, t — x(t) + iy(t).
L’application v est différentiable en to €]a,b[ si '(ty) et y'(tg) existent. On a alors v/(tg) = 2/ (to) +
iy (to). Soit ¢ = (x0,y0) € Dg, point en lequel on suppose fg différentiable. Soit T': C — C

10 HOLO



Chapitre 1. DERIVABILITE COMPLEXE

lapplication R-linéaire qui correspond a dfg(c). On suppose de plus que y'(tg) = z¢+iyp. On a alors
pour tout t € [a, b],

u(@(t),y(t)) +iv(x(t), y(t)),

et la dérivée
(f 07) (to) = uz(c)a’(to) + uy()y'(to) + ivz(c)z’ (to)y' (to) = T((to))-

1.5 Applications biholomorphes

Définition 1.5.1. Soient D et D' deux ouverts de C, et f : D — D’. L’application f est
dite biholomorphe si f est bijective, et f et f~1 sont holomorphes.

Remarque. En fait, il suffit que f soit holomorphe et bijective pour qu’elle soit biholomorphe.

Exemple. A toute matrice A € M3(C) de la forme

(¢ )

b
telle que (¢, d) # (0,0), on lui associe l'application hy : z — az

cz+d

définie sur C\ {=¢}, dont
la dérivée est pour tout z € C\ {_Td},

ad = be

(cz +d)?

On remarque alors que hy est constante si et seulement si det A = 0. On ne considérera donc
que les matrices de GL2(C). On remarque plusieurs propriétés.

Wa(2) =

(i) GL2(C), muni du produit matriciel, est un groupe.
(ii) Les matrices A € GL2(C) telles que hy = idc sont les multiples non nuls de Is.
(iii) Pour tout A, B € GL2(C), on a hap = hg o hp.

Retournons donc a nos fonction biholomorphes. Soit A € GL2(C). Si

(6 o)

alors ha(z) = 9z + % pour tout z € C. Dans ce cas, hy est clairement un biholomorphisme.

1.6 Automorphismes

Définition 1.6.1. Soit f : D — D’ un biholomorphisme. On dit que f est un automorphisme
de D lorsque D = D'. On note Aut(D) l’ensemble des automorphismes de D.

HOLO 11



1.6. Automorphismes

Remarques et exemples.

(Aut(D), o) est un groupe.

— Les applications de la forme z — az + b sont des automorphismes de C.

— Automorphismes de H. On rappelle la notation H = {z € C|S(z) > 0}. De plus, on note

G L3 (R) 'ensemble des matrices de Ms(R) & déterminant strictement positif. Soit

A= (Z Z) € GL (R).

On a aprés conjugaison du dénominateur, pour tout z = x + iy € H,

(az + b)(cz + d) + acy® + i(ad — be)y
ha(z) = ORI :
(cx +d)? + %y
On remarque alors que J(ha(z)) > 0. Ainsi, h4 & valeurs dans H. Or, nous avons montré que
pour toute matrice de GL; (R), h4 est un biholomorphisme, et donc a fortiori dans Aut(H).
Enfin, puisque que deux matrices colinéaires définissent la méme application, on peut déduire

que I'application

SLI(R) — Aut(H)
A —— hy

est un morphisme de groupes injectif. Il est méme surjectif, ce qui démontré tard.

12
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Chapitre 2

Développement en série entiére

2.1 Rappels et compléments sur les types de convergence

2.1.1 Types de convergence sur les suites de fonctions

Soit X C C.

Convergence simple

Définition 2.1.1 (convergence simple). Soit A C C, et (fu)n € F(A,C)N une suite de
fonctions. On dit que (fn)nen converge simplement sur A si pour tout x € A, la suite

(fn(zn))nen converge.

Remarque.
— Cette convergence est celle de la topologie produit.

— La convergence simple ne converse pas la continuité. Voir par exemple la suite (x — z™),, sur
A=10,1].

Convergence uniforme

Définition 2.1.2 (convergence uniforme). Soit A C X. On dit qu’une suite de fonctions
(fo)n € Z(X,C)N converge uniformément sur A vers f: A — C si :

Ve >0, Ing € N, Vn > ng, Vo € A, |fn(z) — f(z)| <e.

On note pour tout f : X — C, || f|| 4 = supgea |f(z)|. C’est une semi-norme sur l’espace des
fonctions X — C bornées sur A.

Remarque. Ainsi, (fy,), converge vers f sur A si et seulement si limy,_,o0 || fr — f||4 = 0.




2.2. Séries entiéres

Convergence localement uniforme

7

Définition 2.1.3 (converge localement uniforme). Une suite de fonction (fy), € Z(X,C)N
converge localement uniformément sur X wvers une fonction f : X — C, si pour tout

x € Xn il existe un voisinage U, de x dans X tel que (fnly ) converge uniformément vers
T/ n

o, -

Convergence sur tout compact

7

Définition 2.1.4 (convergence sur tout compact). Une suite de fonction (fn), € F(X,C)N
converge sur tout compact de X si... elle converge uniformément sur tout compact de X.

Remarque. Cette convergence est équivalente a la convergence localement uniforme si X est

localement compact (par exemple, lorsque X est un ouvert).

2.1.2 Critéres de convergence

7~

Définition 2.1.5. Soit X C C et (fu)n € Z(X,C)YN une suite de fonctions. Soit A C X. On
dit que la suite (fn)n est de CAUCHY sur A si :

Ve > 07 Elno € N7 VPaq > N, ||fp - fq”A <e.

Théoréme 2.1.1. Soit X C C et (fn)n € F(X,C)N une suite de fonctions. Soit A C X. La
suite (fn)n est de CAUCHY sur A si et seulement si elle converge uniformément sur A.

2.2 Séries entiéres

Définition 2.2.1 (série entiére). Soit ¢ € C. On appelle série entiére centrée en c toute
série entiere de terme générale f, : C — C, z — an(z — )", 0@ (ap)nen est une suite de
complexes.

Notation. On la note! Y a,(z —¢)™.

Définition 2.2.2. Une série entiére centrée en c est dite convergente si elle converge en au
moins un autre point que c.

1. de maniére abusive
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Chapitre 2. DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE

Lemme 2.2.1 (ABEL). Soit Y a,z" une série entiére. On suppose qu’il existe s > 0 tel que
(ans™)n soit bornée. Alors, > anz" converge normalement sur B(0,s).

Démonstration. Soit M un majorant de (a,s™),. Soit r €]0, s[. Alors, pour tout z € B(0,r),

n n
lanz"| < |an| s (g) <M (g) :

Puisque r/s €]0,1[, > a,2™ converge normalement sur B(0, s).

O
Corollaire 2.2.1. Soit zy € C*. Si ) a,2™ est une série entiére convergeant zo, alors la série
converge normalement sur B(0,|zo|).
Démonstration. Appliquer le lemme d’ABEL avec s = |zp| et M = sup,,cy |an||20|™-
O
Théoréme 2.2.1. Soit Y an(z — ¢)" une série entiére centrée en un point ¢ € C. Soit
R = sup {t € Ry | sup |apt"| < oo} .
neN
Alors,
(i) > an(z —c)" converge normalement sur B(c, R)...
(it) ...mais diverge grossierement en tout point de C\By(c, R).
Démonstration. (i) Application du lemme d’ABEL.
(ii) Utiliser la définition de R.
O

Remarque. Sur le disque D(c, R), il n’y a pas de résultat général, ni sur le lieu de convergence,
ni sur le mode de convergence.

7

Définition 2.2.3. Soit Y an(z — ¢)" une série entiére centrée en un point ¢ € C. On appelle
rayon de convergence de la série entiére Y an(z —¢)" la quantité

R:sup{t€R+

sup |a,t"| < oo} € Ry U {oo}.
neN

Théoréme 2.2.2 (CAUCHY-HADAMARD). Soit R le rayon de convergence de la série entiére
S an(z —c)™. Alors,

1

lim SUPy— 00 n\/ |a’n| '

R

HOLO 15



2.2. Séries entiéres

Théoréme 2.2.3 (régle de D’ALEMBERT). Soit > an(z — ¢)™ une série entiére de rayon de
convergence R # 0. On suppose que la suite (ap)n ne s’annule pas a partir d’un certain rang.

Alors,

lim inf ] < R < limsup a .
n—00 |an+1| n—00 |an+1|

Exemples.

— La série géométrique > 2™ a pour rayon de convergence 1, et diverge sur le disque unité. Sa

somme est la fonction B(0,1) — C, z — liz.

— La série entiére Y n~"z" a un rayon de convergence infini (régle ’HADAMARD)
— La série entiére S 2 a un rayon de convergence infini (régle de D’ALEMBERT), et converge
n.

normalement vers 1’exponentielle 2

2.2.1 Holomorphie des séries entiéres

Lemme 2.2.2. Soit Y a,(z—c)" une série entiére centrée en c € C, de rayon de convergence
.. T n—1 oo C a _ \n+l

R > 0. Alors, la série dériv"ée > na,(z — c) et la série primitive ) (2 — c) ont

aussi R pour rayon de convergence.

Proposition 2.2.1. Si la série entiére Y a,(z —¢)™ a un rayon de converge R > 0, alors sa
somme f est infiniment C-dérivable dans B(c, R). De plus :

o0

Vk €N, Vz € B(c,R), fP(2) =) —
n==k

Démonstration. Montrons ce résultat pour ¢ = 0 et k = 1. Soit g(2) = Yo na,z™ ! pour tout
z € B(0, R). Selon le lemme précédent, g est bien défini. Montrons alors que f est bien C-dérivable
et que f' = g. Soit b € B(0, R), alors,

f(2)=fb) = > an(" = b")
n=1

n—1

= (z—b)Zan szbnflfj
n=1

Jj=0

Soit alors fn,(z) = Z?:_& 27"~ pour tout n € N et z € B(0, R). Montrons que la série > f,
converge normalement sur B(0, R). Soit r € B(0, R) avec r > [b]. On a || fn(2)[[g(0,r) < nlay|r™1L.
Or, Y nla,|r™~! converge, donc > f, converge normalement dans B(0, R). Soit h sa somme. Alors,

h est continue. Ainsi, on a

f(z) = f(b) = h(2)(z = b).

2. On a méme tendance & définir ainsi I'’exponentielle, plutot que de passer par une équation différentielle.
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Chapitre 2. DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE

On en déduit le résultat.

Théoréme 2.2.4 (principe des zéros isolés). Soit Y anz™ une série entiére convergente
non identiquement nulle, de somme f. Alors, il existe 6 > 0 tel que f ne s’annule pas sur

B(0,0)\{0}.

Démonstration. Soit f la somme d’une série entiére non identiquement nulle. Soit

K = min{n € N|a, # 0}.

Les séries Y anz™ et Y an4xz" ont méme rayon de convergence noté R. Soit g la somme de
cette seconde série. Alors, g est holomorphe donc continue sur B(0, R). On a ¢g(0) = ax # 0. Par
continuité, on peut trouver § €]0, R] tel que g ne s’annule pas B(0,6). On conclue avec le fait que

f(z) = 2%g(2).
0

2.2.2 Exemples de fonctions holomorphes
L’exponentielle
Comme dit précédemment, I'exponentielle est la somme de la série entiére ) %z”, de rayon de
convergence infini.
— Elle est holomorphe sur C, et vérifie exp’ = exp.
— Elle ne s’annule pas sur C, et vérifie e™% = e%

— Si G C C est un ouvert connexe, alors, pour tout fonction holomorphe f : G — C, et tout
beC,

f'=bf <= 3JaecC,Vzeq, f(z) = ae”.

— Pour tout z,w € C, e*T% = e%e¥.

— La section exp : C — C* est surjective, 2mi-périodique.

Définition 2.2.4. On dit qu’une fonction f: C — C est entiére si elle est holomorphe.

Théoréme 2.2.5 (petit théoréme de PICARD). Pour toute fonction entiére f : C — C non
constante, il existe au plus un point de C n’ayant pas d’antécédent par f.

Corollaire 2.2.2. Si deux séries entiéres coincident sur un ensemble avec un point d’accu-
mulation, alors elles sont égales.

Cosinus et sinus

Les parties paires et impaires, cos et sin sont bien définies et holomorphes sur C, et sont surjec-
tives 3. Elles vérifient les relations classiques, et sont 27-périodique.

3. Leurs modules ne sont donc plus bornés, contrairement au cas réel.
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Fonctions logarithmes

Définition 2.2.5. Soit D un ouvert de C. On appelle fonction logarithme sur D toute inverse
a droite de ’exponentielle.

Remarque. L’exponentielle sur C est inversible & droite puisqu’elle est surjective, et il existe une
infinité de tels inverses.

Exemple. La fonction h: C\iR — C, =z + iy — % In(2? 4+ 92) +i arctan ¥ est un logarithme sur
{z € C|R(z) > 0}.

e N

Proposition 2.2.2. On a sur les logarithmes les propriétés suivantes.

(i) L’exponentielle ne s’annulant, on ne peut définir de logarithme en 0.

(i) 1l existe un unique logarithme sur RY , car exp : R — R est une bijection. Autrement
dit, la restriction d’un logarithme a R% ne peut étre que le logarithme népérien In.

(iii) Soit £ : D — C un logarithme. Alors, pour tout z € D,

R((2)) =In(z) et J((z2)) =argz mod 27.

Remarque. Ainsi, deux logarithmes différent d’un multiple de 2.

Théoréme 2.2.6. Soit D C C* un ouvert. Soit f : D — C une fonction continue. Alors, si
[ est un logarithme, elle est holomorphe sur D, et f'(z) = % pour tout z € D.

Démonstration. Soit zg € D, et h € C* tel que zp+ h € D. On a

feoth)—f(zo) _ 20T B
<0 20

Notons w(h) = f(z0 + h) — f(z0). Par C-dérivabilité de exponentielle, il existe ¢ : C — C une
fonction telle que e(h) ﬁ 0, et telle que
—>

"™ — ¥ = (1 +e(h))w(h).

On a donc
wih) _ 1 h
w(h) = & — :
1+e(h)  20(1+4+¢€(h))
d’ou le résultat lorsque h — 0.
O
Remarque. Soit C- = C\R_ le plan complexe privé de la demie droite des réels négatifs. On

appelle branche principale du logarithme la fonction log : C~ — C, z — In |z| + i arg |z|.
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Chapitre 2. DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE

Les fonctions puissances

Soit « € C*, D C C un ouvert, £ : D — C une fonction logarithme. On définit la fonction
puissance po : D — C, z — e*(®)_ Elle est holomorphe sur D et est telle que pour tout z € D,
p,(2) = apa—1(z). Si on considére la branche principale du logarithme, on a par exemple p;(i) =

t=e 2.

Fonction zéta de RIEMANN

Soit n € N*. La fonction C — C, z + n* = e™"# est holomorphe sur C.

Proposition 2.2.3. Soit € > 0. Alors, la série ), -, n—lz converge uniformément dans

U.={2€C|R(z) > 1+¢e},

et normalement dans le demi-plan {z € C|R(z) > 1}.

Démonstration. Critére de RIEMANN par comparaison série-intégrale.
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Chapitre 3

Intégration sur les chemins de C

3.1 Intégration sur les chemins de R

Soit a,b € R avec a < b. On note I = [a,b]. On commence par intégrer des fonctions a valeurs
dans C sur des intervalles de R.

Lemme 3.1.1. Soit D un ouvert de C, f : D — C une fonction holormorphe, ety : I — D
une fonction dérivable. Alors, f o~ est dérivable, et

(fo)'(t): F(v()Y (t)

pour tout t € 1.

Théoréme 3.1.1 (changement de variable en dimension 1). Soit I,J C R des intervalles.
Soit f : I — C une fonction continue, et soit @ : J —> I une fonction dérivable a dérivée
continue. Alors, pour tout a,b € J,

©(b) b
/ fls)ds = / Flo()d (#) dt.
©(a) a

3.2 Intégration sur les chemins de C

Définition 3.2.1. Soit I = [a,b] C R avec a < b. On appelle chemin paramétré toute
application v : I — C continue et de classe C' par morceaux. Si~ est continument dérivable,
on définit l’intégrale de f selon le chemin v par

b
z)dz = (#) dt.
L £(2) / F@ ) dt

Plus généralement, si v est de classe C* par morceauz et que lon peut écrire décomposer I en
k intervalles Ji, ..., Jg, tels que ym = |, est continument dérivable pour tout m € [1,k],
alors on définit




3.2. Intégration sur les chemins de C

/Wf(z) dz = Zij

1

/7 S

Notation. Pour simplifier les notations et les énoncés, on note v =1 + -+ - + k.

3.2.1 Indépendance de paramétrisation

Définition 3.2.2. Deux chemins paramétrés v, : I — C et vo : J — J sont dits équivalents
s’il existe o : J —> I une bijection dérivable, de dérivée continue et strictement positive, telle
que v2 = 1 o . Les classes d’équivalences sont appelés les chemins orientés.

Théoréme 3.2.1 (indépendance de paramétrisation). Si v1 et y2 sont deux chemins para-

métrés équivalents, alors
/ f(z)dz :/ f(z)d=.
7 Y2

Ainsi, si l’on note I' la classe d’équivalence de vy et de 2, on peut poser
/f(z) dz = / f(z)dz.
r Y1

Proposition 3.2.1. On conserve les propriétés classiques de l’intégrales.

(i) Soit T' un chemin orienté, f et g des fonctions continues définies sur l'image de T', et
A e C. Alors,

/F(f+Ag)(z) dzz/rf(z) dz+)\/Fg(z)dz.

(i) Soit T' et TV deux chemins orientés, et tels que lorigine de I coincide avec la fin de T.
Soit f une fonction continue sur les images des deuzx chemins. Alors,

/ f(e)dz = / f)det [ f2)de.
T-+I r o

(iii) Soit T' un chemin orienté, et '~ le chemin parcouru dans le sens opposé. Alors,

o f(z)dz:—/rf(z)dz.

Remarque. En général,

®( A f2)ds) # [ R
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Chapitre 3. INTEGRATION SUR LES CHEMINS DE C

Théoréme 3.2.2 (formule de transformation). Soient Dy et Do deux ouverts de C. Soit
g : D1 — Dy une fonction holomorphe telle que g’ soit continue. Soit I'y un chemin orienté
dans D1 et I's = g o'y son image par g dans Ds. Soit enfin f : Do — C une fonction
continue sur l'image de I's. Alors,

f2)dz= | f(9(2))d'(2) dz.
T2 N1

Définition 3.2.3. Soit v : [0,1] — C un chemin paramétré continuement dérivable. On
décompose v = x + iy. On appelle longueur de v la quantité

1 1
L) = /0 VIO TP dt = /0 (1) dt.

Remarque. Plus généralement lorsque «y est définie sur segment [a, b] quelconque, on trouve une
bijection « : [a,b] — [0, 1] continument dérivable de dérivée strictement positive, pour se ramener a
un chemin défini sur [0, 1]. On remarque de plus que la longueur d’un chemin orienté est bien définie
car elle ne dépend pas de son représentant dans une classe d’équivalence. Enfin, si vy = v 4+ -+ + &

est un chemin continuement dérivable par morceaux, alors on définit

L(f)) = 3° L(3).

Proposition 3.2.2 (majoration standard). Soit I' un chemin orienté dans C, et f une fon-
citon continue sur l'image de I'. Alors,

’ /F f(z)dz

ou || fllp désigne la norme infinie de f sur l’image de C.

< [IFllp L(T)

3.2.2 Intégrales et passage a la limite

Théoréme 3.2.3. Soit I' un chemin orienté dans C. Soit (fn)neny une suite de fonction
continues définies sur limage de T', a valeurs complexes. Si (fn)n converge uniformément
vers une fonction f sur l'tmage de ', alors

lim fn(Z) dz
r

n—o0

existe et alors,

Tim. /F Fo(2) dz = /F () dz.

HOLO
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3.3. Théoréme de CAUCHY dans le cas des ouverts étoilés

3.2.3 Indépendance vis-a-vis des chemins et primitives

Le probléme qui va nous intéresser dans cette section est de savoir a quelle condition sur une
fonction 'intégrale sur un chemin ne dépend que du point de départ et d’arrivée. En physique, on
parlerait de forces conservatives.

Définition 3.2.4. Soit D C C un ouvert connexe, et f : D — C une application continue.
On dit que f est intégrable sur D si elle admet une primitive

Proposition 3.2.3. Soit D C C un ouvert conneze et f : D — C une application continue.
Alors, f est intégrable sur D si et seulement si pour tout chemin orienté fermé T' (dont le
point de départ est aussi celui d’arrivé),

/F F(2)dz = 0.

3.3 Théoréme de CAUCHY dans le cas des ouverts étoilés

3.3.1 Enoncé “faible”

Nous allons démontrer ici un théoréme de CAUCHY qui affirme que toute fonction holomorphe sur
un ensemble étoilé est intégrgable. Le travail principal est dans le lemme de GOURSAT. Si z1, 22, 23
sont trois points non alignés de C, alors on appelle triangle (délimité par les points z1, 29, 23) la
partie bornée délimitée [z1, zo] + [22, 23] + [23, 21].

~

Lemme 3.3.1 (GOURSAT). Soit D un ouvert de C, et f : D — C une fonction holomorphe
et T C D un triangle. Alors,

/6Tf(z)dz:().

Démonstration. Voir TD.

Théoréme 3.3.1 (CAUCHY). Soit D C C un ouvert connexe étoilé en un point ¢ € D, et
soit f : D — C une fonction holomorphe. Alors, f est intégrable sur D et la fonction

F:|D — C
z f(¢Q)d¢

[c,2]

est une primitive de f. En particulier, pour tout chemin orienté I' fermé dans D,

/F F(2)dz = 0.
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Démonstration. Soit zg € D. Pour tout z € D, on a

F(z) = F(20) = [ }f(C)dC— [ ]f(C)dCZ [ ]f(C)dC.
Alors, en remarquant que f[zw] d¢ =z — 2z,
FE ZF0) _ pag)| = |2 FQ) = F(20) A < 1 = S G0)lly o) —= O
Z =20 0 27 20| Jz0,2] ’ N 0/l[z0.2] zoz

On en déduit que F est C-dérivable et que. F/ = f. On en conclut que f est intégrable.

Exercice. Soit c € C, et r > 0. Montrer que si 2y € C, alors,

/ dz
8B(c,r) # T 20

vaut 0 si zo & By(c,r), et 2mi si zg € B(r, ¢).

3.3.2 Enoncé “renforcé”

On étudie maintenant des versions plus fortes du lemme de GOURSAT et du théoréme de CAUCHY.

Lemme 3.3.2 (GOURSAT renforcé). Soit D un ouvert de C, et c € D. Soit f : D — C une
fonction continue, holomorphe sur D\{c}. Alors, pour tout triangle T C D,

f(z)d=.

oT

Théoréme 3.3.2. Soit D un ouvert de C, et c € D. On suppose D connexe étoilé en c. Soit
f: D — C une fonction continue continue, holomorphe sur D\{c}. Alors, f est intégrable
dans D.

Théoréme 3.3.3 (formule de CAUCHY pour les disques). Soit D un ouvert de C et f : D —»
C une fonction holomorphe. Soit c € D, B = B(c,r) avec r > 0 tel que By(c, ) C D. Alors,
pour tout z € B,

o= [ I

2w Jop (2

Démonstration. Soit zg € B. On pose pour tout z € D,

gy = | TEEE siata,
1 (20) si z = 2.
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3.3. Théoréme de CAUCHY dans le cas des ouverts étoilés

C’est une fonction. continue sur D et holomorphe sur D\{zp}. Soit s > r tel que B(c,s) C D. Par le
théoréeme de CAUCHY (3.3.2), g est intégrable sur B(c, s). Puisque 0B est un chemin fermé contenu
dans B(c, s),

/ 9(¢)d¢ = .
0B

On en déduit alors que

fQO 5
/aBC—Zod<_f(ZO)/03C—ZO_2 i.f (20)-

Remarque. Sous les hypothéses du théoréme précédent avec z = ¢,

_ 1 fQ) .1 [ it
f(C)—Tm 8Bﬁdg—g o f(C+T€ )dt

Corollaire 3.3.1. Soit D C C un ouwvert, et f : S — C une fonction holomorphe. Soit
ce D etr>0 tel que By(c,r) C D. Alors, pour tout z € B(c,r), on a

F@ < 1 losgen -

Démonstration. On paramétrice B(c,r) par v : [0,27] — C, t = c+re'. On a v/ (t) = ire', et par
la formule intégrale de CAUCHY,

1 T

B 2 fle+ reit)
o

0 cHeit—z

r

¢ — Z’ = ”fHBB(c,r)

dt\ < W loer  SUP
¢edB(c,r)

£ (2)]

r—lzl

Or, les f* sont holomorphes pour tout k& € N*, donc on peut remplacer f par f* dans I'inégalité.
On en déduit que

NV
1< Wlosien ()

Et lorsque £ — oo, on obtient 'inégalité.
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Chapitre 4

Développements en séries entiéres et
propriétés des fonctions holomorphes

4.1 Développements en séries entiéres

Définition 4.1.1. Soit D C C un ouvert, et f : D — C une application. Soit enfin ¢ € D.
La fonction f est dite étre développable en série entiére au voisinage de ¢ s’il existe v > 0
et une série entiére Y an(z — )™ convergeant sur B(c,r), dont la somme coincide avec f sur

B(e,r).

Remarque. Si f est développable en série entiére, on a f*) (c) = Klay,.

Proposition 4.1.1. Soit I' une chemin orienté fermé, et soit f : I' — C une fonction
continue. On définit Uapplication F : C\I' — C pour tout z € C\T" par

)= /F (O

2w Jr (C—2)
Alors pour tout ¢ € C\I', F' est développable en série entiére au voisinage de ¢, Y an(z —c)"
ot
1

Théoréme 4.1.1. Soit D un ouwvert de C, f : D — C une fonction holomorphe, et ¢ € D.
Alors, f est développable en série entiére au voisinage de c. Plus précisément, pour tout disque
B(c,r) inclus dans D et pour tout z € B(c,r),

1 f(©)

f(z) = Z an(z —¢)"  ou pour tout n € N, a,, = dc.
n=0

Corollaire 4.1.1. Les fonctions holomorphe sur un ouvert sont C-infiniment dérivables.




4.1. Développements en séries entiéres

Théoréme 4.1.2. Soit D un ouvert de C, c € D, et f : D — C une fonction holomorphe
sur D\{c}. Sont équivalents.

(i) f se prolonge en une fonction holomorphe f: D — C.
(ii) f se prolonge en une fonction continue sur D.

(iii) f est bornée au voisinage de c.
(iv) lim,_,.(z — ¢)f(z) = 0.

Démonstration. Les implications (i) = (1), ..., (#4) == (iv) sont évidentes, reste donc a

montrer 'implication (iv) = (i). On suppose que (z —c) f(z) P 0. Sans perte de généralité, on
zZ—C

peut supposer que ¢ = 0. On définit la fonction h : D — C par h(z) = 22f(2) pour tout z # 0, et

h(0) = 0. II est immédiat que h est holomorphe sur D\{0} et qu’au voisinage de 0,

M = zf(z) — 0.

z z—0

ce qui montre que h est holomorphe sur tout D, et donc développable en série entiére au voisinage
de tout point de D. En particulier en 0, puisque h(0) = h’(0) = 0, on peut écrire que pour tout
z€eD,

h(z) = Z apz®.
n=2
h(z)

Soit alors F': D\{0} — C, z — =3*. Au voisinage de 0, on a

22

oo
F(z) = Z Appaz”.
n=0

On en déduit que F' est holomorphe et que cette fonction coincide avec f sur D\{0} : F' est un

prolongement holomorphe de f.
O

Théoréme 4.1.3 (d’égalité). Soit D un ouvert non-vide connexe de C et f,g: D — C des
fonctions holomorphes. Sont équivalents.

(i) f=g9.
(ii) L’ensemble
S={z€e D] f(z) =9(2)}

a un point d’accumulation dans D.

(i) 1l existe ¢ € D tel que pour tout k € N, f)(¢c) = g®)(c).

Démonstration. — (i) == (i). Evident.

— (it1) = (i7i). Soit ¢ € S un point d’accumulation de S, et soit h = f — g. Alors, h est
holomorphe donc développable en série entiére au voisinage de ¢. On écrit h(z) =Y 7 an(z—
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FONCTIONS HOLOMORPHES

¢)™ au voisinage de c. Cette série entiére s’annulant sur un ensemble de points d’accumulation
¢, le théoréme des zéros isolés affirment que a,, = 0 pour tout n € N.
O
Corollaire 4.1.2. Soit D C C un ouvert conneze et f : D — C une fonction holomorphe
non constante. Alors, pour tout a € C, I’ensemble f~'(a) est discret.

Corollaire 4.1.3. Soit a,b € R avec a < b, pla,b[— R une fonction fonction continue. Soit
D c C un ouvert connexe tel que |a,b|C D. Alors, il existe au plus une fonction holomorphe
J: D — C telle que flap = -

4.2 Propriétés majeures des fonctions holomorphes

4.2.1 Equivalences des théorémes

Définition 4.2.1. Soit D C C et f : D — C wune fonction continue. On dit que f est
localement intégrable si pour toul z € D, et pour tout voisinage ouvert U, C D tel que fy,
est intégrable sur U,.

Théoréme 4.2.1. Soit D C C et f : D — C une fonction continue. Sont équivalents.

(i) f est holomorphe sur D.
(i) Pour tout triangle T C D,

f(z)dz=0.
orT

(iii) f est localement intégrable dans D.

(iv) Pour tout disque ouvert B tel que B C D et tout z € B,

o= [

C2mi Jop (— 2

(v) f est développable en séries entiéres au voisinage de ¢ pour tout ¢ € D.

Démonstration. La plupart des implications ont déja été (ou partiellement) faites.

— (i) = (i1). Lemme de GOURSAT.

— (#4) == (di7). Lorsque D est étoilé, c’est le théoréme de CAUCHY. Dans le cas général, on
couvre D par des ouverts étoilés. On peut alors conclure que f est localement intégrable D.

— (i) = (i).
(1) =
(iv) = (v). Lemme de développabilité.
(v) =

v) (7). Si f(z) = D02 gan(z — ¢)™ sur une boule B(c,r), alors f est holomorphe sur
B(c,r), et donc au voisinage de tout point de D.

(iv). Formule intégrale de CAUCHY pour les disques.
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Corollaire 4.2.1 (holomorphie des intégrales). Soit I = [a,b] C R un segment, et v : I —
C un chemin paramétré de classe C* par morceauz, et soit D C C un ouvert. Soit enfin
g : Y(I) x D une fonction continue telle que g(w, -) soit holomorphe pour tout w € ~(I).
Alors, la fonction

D — C
A
ZHLg(Cz)c

est holomorphe sur D.

. J

Démonstration. Il suffit de vérifier que pour tout triangle T' C D, faT h(z)dz = 0. Puisque g est
continue sur y(I) x D, et g(w, -) est holomorphe pour tout w € v(I), le théoréme de FUBINI et le
lemme de GOURSAT permettent d’affirmer que

/8Th(z)dz:/8T/79(C,z)dédz:A/aTg(C,z)dzdg.

=0

4.2.2 Inégalités de CAUCHY pour les dérivées et conséquences

Proposition 4.2.1. Soit D C C un ouvert et f : D — C une fonction holomorphe. Soit de
plus c € D et r > 0 tels que By(c,r) C D. Alors, pour tout k € N et tout z € B(c,r),

,
|r9 )| < B 17105

oud, =d(z,0B).

Proposition 4.2.2. Soit Y a,(z — ¢)" une série entiére de rayon de convergence R > 0, et
f sa somme. On pose pour tout r €]0, R|,

M(r)= sup [f(2)I.
z€0B(c,r)
Alors, pour tout n € N,
M(r)

Tn

|an| <

Démonstration. Pour tout n € N,

F(e)

n!

< Lo < 2.

IN

lan| =
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FONCTIONS HOLOMORPHES

Théoréme 4.2.2 (formule de GUTZMER). Soit Y a,(z — ¢)™ une série entiére de rayon de
convergence R > 0. Soit f sa somme et r €]0,R[. On a

oo 1 2
Z |an|27‘2” = 27r/ ‘f (c+ Teit)|2 dt < M(T)Q.
n=0 0

\. J

Démonstration. Le principe de la démonstration est d’écrire que |f(2)|? = f(2)f(2) pour tout z €
B(e,r).
O

Corollaire 4.2.2. Soit Y a,(z — ¢)" une série entiére de rayon de convergence R > 0 et f
sa somme. On suppose qu’il existe m € N et r €]0, R tels que |ap|r™ = M(r). Alors, pour
tout z € B(c,r),

f(z) =am(z—c)™.

Théoréme 4.2.3 (principe du maximum). Soit D C C un ouvert conneze, et soit f : D — C
une fonction holomorphe. On suppose qu’il eciste ¢ € D et U un voisinage de ¢ dans D tel
que | f(c)| = || flly- Alors, f est constante sur D.

Démonstration. Au voisinage de ¢, on a
f(2) =Y an(z )"
n=0

On en déduit que |ag| = [f(c)| = || f|lyy- Soit alors r» > 0 tel que B(c,7) C U. On a M(r) < ay, et
donc d’apreés la formule de GUTZMER, f est constante a ag sur B(c,r). Par le théoréme d’égalité, f
est aussi constante & ag sur D.

O]

Avant d’énoncer le théoréme suivant, on rappelle qu’une fonction holormophe sur le plan com-
plexe tout entier est dite entiére.

’

Théoréme 4.2.4 (Liouville). Tout fonction entiére bornée est constante.

L

Démonstration. On a f(z) = > >° ;a,z™ pour tout z € C (rayon de convergence infini). Soit M > 0
un majorant de |f|. Pour tout r > 0,
M
lan| < — —— 0,
,r.n

donc a, = 0 pour tout n € N.
O

Conséquence. Il n’existe pas de fonction holomorphe f : C — A. En particulier, il n’existe pas
de biholomorphisme entre A et C, ou entre H et C.

HOLO 31
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4.2.3 Théoréme fondamental de ’algébre

Le théoréme de LOUIVILLE va en fait nous permettre de montrer ce théoréme. Pour cela, on
démontre le lemme de croissance.

Lemme 4.2.1 (de croissance). Soit P = > 7_,a,X* € C[X] un polynéme de degré n € N.
Alors, il existe R > 0 tel que pour tout z € C tel que |z|geqR,

1
Slanllz]" <[P (2)] < 2|an|[2]".
2

De plus, sin >0, alors pour tout k € [0,n — 1],

Démonstration. Sin = 0, 'énoncé est trivial. On suppose n > 1, et on pose R(z) = Zz;é |ag||2|*
pour tout z € C. Alors, pour tout z € C,

|anl[2]" = R(2) < [P(2)] < lan]|2[" + R(2).

Or si |z| > 1, alors |2]® < [2|*~! pour tout k € [0,n — 1], et donc R(z) < S 77q |ag|2" L. 1l suffit
alors de poser

9 n—1
R=max{1l, — a .
{1

[ Théoréme 4.2.5 (fondamental de I'algébre). Le corps C est algébriquement clos. ]

Démonstration. Soit P € C[X] un polynéme de degré n € N*. Si P n’avait pas de racine, la fonction
C—0C,z— % serait bien définie et holomorphe. Or, le lemme de croissance assurerait que cette
fonction est bornée, ce qui est absurde.

O]

4.2.4 Théoréme de convergence de WEIERSTRASS

7

Théoréme 4.2.6. Soit D un ouvert de C et (fn)nen une suite de fonctions holomorphes

de D dans C. On suppose que (fn)n convergence localement uniformément vers une fonction
f:D— C sur D. Alors

(i) f est holomorphe sur D ;

(i) pour tout k € N, la suite (fék))n converge localement uniformément vers f*) sur D.
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Chapitre 4. DEVELOPPEMENTS EN SERIES ENTIERES ET PROPRIETES DES
FONCTIONS HOLOMORPHES

Démonstration. (i) La fonction f est continue sur D par convergence localement uniforme des f;,.
Soit T'C D un triangle. Alors,

f(z)dz :/ lim f,(z)dz = lim fa(z)dz=0
or 1o}

d’aprés le lemme de GOURSAT. On en déduit que f est holomorphe.

(ii) Il suffit de montrer le résultat pour k = 1, le reste viendra par récurrence. Soit ¢ € D et r > 0
tel que B := B(c,2r) C D. Pour tout z € B(e,r),

(frll_f/)(z)_i fn(o_f(C)d

27 Jop (C—2)?

Une majoration standard indique alors que

.

2r

mincegp [ — 2)?

(2= @< e = fllos

Puisque pour tout z € B(c,r) et tout ¢ € B, |( — z| > 7, on a min¢esp |¢ — 2|* > r?, et

2
/ /
an - f HB(c,r) < ; an - f”aB'

4.2.5 Théoréme des applications ouvertes

' ")

Définition 4.2.2. Soient X et Y des espaces topologiques. Un application f : X — Y est
dite ouverte si pour tout ouvert U de X, f(U) est un ouvert de Y.

Théoréme 4.2.7 (d’existence de zéros). Soit D C C un ouvert et B := B(c,r) C D une
boule telle que B C D. Soit alors f: D — C. Si

in >
e |f(c)l,

alors f a un zéro dans B.

Démonstration. Supposons que f ne s’annule pas dans B. On remarque de par I'inégalité que f ne
s’annule pas non plus sur B, et donc par continuité ne s’annule pas dans un voisinage de B. On

définit alors g = % : U — C, qui est une fonction holomorphe sur U. Mais alors,

9(c) > max |g(2)].
Or, le corollaire 3.3.1 affirme que par holomorphie de g,

< .
lg(c)] < max lg(2)]
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Théoréme 4.2.8 (des applications ouvertes). Soit D C C un ouvert. Alors, toute application
holomorphe de D dans C non constante est ouverte.

Démonstration. Soit U C D un ouvert de D, et ¢ € U. Il nous suffit de montrer que f(U) contient
une boule centrée en f(c). Puisque f n’est pas constante, et d’aprés le théoréme d’égalité, il existe
une boule V' C U centrée en c telle que f(c) # f(¢) pour tout ¢ € dV. On pose

§ = 1 min |f(c) — f(¢)]

2 ¢cedv

qui est une quantité strictement positive puisque f(c) — f est continue et que 9V est compacte. On
pose B = B(f(c),d), et on va montrer que B C f(U). Soit b€ B, et g=f —b. On a

min [£(0) =4 = min [(fO) — £(c) + f(c) ]

geov ¢eov

min [f(¢) = f(c)| = [f(c) — 0]

¢eov

20— ¢

6 > [f(c) = b| = [g(c)l.

On en déduit que g a un zéro dans V', donc qu’il existe z € V' tel que f(z) = b. Ainsi, B C f(V) C
f(0). O

AVAR|

(AVAAY]
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Chapitre 5

Théorie des résidus

5.1 Singularités

Définition 5.1.1. Soit D C C un ouvert de C et ¢ € D, f : D\{c} — C une fonction
holomorphe. Le point ¢ est dit étre une singularité isolée de f. On en distingue trois types.

— La singularité isolée c est dit étre effagable (ou apparente) si f est prolongeable en une
fonction holomorphe sur D.

— La singularité isolée c est dite étre un pdle si elle n’est pas effacable, et qu’il existe
n € N*, telle que la fonction z — (z — ¢)" f(z) peut étre prolongée en une fonction
holomorphe D.

— La singularité isolée c est dit étre essentielle si elle n'est ni effacable ni un pole.

Exemples.

— La fonction idc+ posséde une singularité effagable en 0.
— La fonction C* — C*, z — % posséde un pdle en 0.

— La fonction C* — C*, z — sin (%) posséde une singularité essentielle en 0.

5.1.1 Singularités effagables

Proposition 5.1.1. Soit D C C un ouvert et ¢ € D. Soit f : D\{c} — C une fonction
holomorphe. Si f est bornée sur U\{c}, o U C D est un voisinage, alors c est une singularité
effacable.

Démonstration. Appliquer le théoréme de prolongement de RIEMANN.




5.1. Singularités

5.1.2 Poles

Définition 5.1.2 (ordre d’un pole). Soit D C C un ouvert de C et c € D, f: D\{c} — C
une fonction holomorphe. Si ¢ est un pole, on définit l’ordre du pdle ¢ comme étant la
quantité

m =min{n € N|IM >0, 3U € V(c¢), V2 € UND\{c}, |(z — )" f(2)| < M} > 1.

Lorsque m = 1, on dit que ¢ est un pole simple.

Théoréme 5.1.1. Soit m € N* et f une fonction holomorphe sur D\{c}. Sont équivalents.

(i) Le point c est un pole d’ordre m.

(i) 1l existe une fonction g : D — C holomorphe telle que g(c) # 0, et pour tout z € D\{c},
__9(2)
f(Z) - (Z o C)m .

(i11) 1l existe un voisinage U C D de ¢ et une fonction holomorphe h : U — C qui ne
s’annule pas sur U\{c} et a un zéro d’ordre m en c, et telle que

1
f= 5 sur D\{c}.

(iv) Au voisinage de c,

£(2) = s <(Z_lc)m> .

Définition 5.1.3. Soit D un ouvert de C, ¢ € D, et f : D\{c} — C. Silim,_,.|f(2)| = oo,
alors on note

lim f(z) = oc.

zZ—cC

Proposition 5.1.2. Soit f : D\{c} — C une fonction holomorphe. Alors, ¢ est un pole si
et seulement st

lim f(z) = oo.

z—cC

Démonstration. Si ¢ est un pdle, c’est évident. Réciproquement, on suppose que lim,_,. f(z) = oc.
Soit B = B(c,r) C D une boule telle que f ne s’annule pas sur B\{c}. On définit h : B\{c} — C, z —
ﬁ. On remarque que h est holomorphe sur B\{c} et que lim,_,. h(z) = 0. Alors, h se prolonge en
une fonction holomorphe sur B (qu’on note encore h) et telle que h(0) = 0. En particulier, c’est une
zéro de h, et I'on conclut avec le troisiéme point du théoréme 5.1.1.

O
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Théoréme 5.1.2 (développement au voisinage des poles). Soit f : D\{c} — C une fonction
holomorphe. On suppose que c est un pole d’ordre m. Alors, il existe des uniques nombres
complezes by, ..., by (avec by, # 0) et une unique fonction holomorphe f sur D tels que pour
tout z € D\{c},

1) = For+ Y i

k=1

5.1.3 Singularités essentielles

Une conséquence des résultats précédents est qu'une singularité isolée ¢ d’une fonction holo-
morphe f : D\{c} — C est essentielle si f n’est pas bornée au voisinage de ¢, et que lim,_,. | f| # oo.

Théoréme 5.1.3 (des singularités essentielles). Soit f : D\{c} — C une fonction holo-

morphe. Alors, f a une singularité essentielle en ¢ si et seulement si pour tout voisinage U
de ¢ dans D, f(U\{c}) est dense dans C.

Démonstration. Le sens (ii) = (i) est donné par la remarque précédente. Supposons maintenant
qu’il existe une voisinage U de ¢ dans D tel que f(U\{c}) n’est pas dense dans C. Alors, il existe
a € Cetr>0tel que

Bla,r) N (U\{e}) = @.
Alors, la fonction la fonction g = %a est holomorphe sur U\{c} et est bornée au voisinage de c. De
plus, |g(z)| < L pour tout z € U\{c}. On en déduit que c est une singularité effacable de g. Mais

alors, f = % + ¢ a une singularité effagable en ¢ si g(c) # 0 et un pole en ¢ si g(¢) = 0. On en déduit
que ¢ n’est pas une singularité essentielle de f.

O]

Conséquence. D’apreés ce théoréme et le théoréme de I’application ouverte, si ¢ est une singularité
essentielle, alors pour tout voisinage U de ¢ dans D, f(U\{c}) est un ouvert dense dans C. On verra
en fait que f(U\{c}) est exactement C, ou C privé d'un point.

5.2 Fonctions méromorphes

Définition 5.2.1. Soit D C C un ouwvert. Une fonction f : D — C est dite étre méro-
morphe sur D s’il existe un sous-ensemble discret P(f) C D tel que f est holomorphe sur
D\P(f) et f a un pole en tout point de P(f).

Exemples.
— Toute fonction holomorphe sur D est méromorphe sur D avec P(f) = @.

— Toute fonction rationnelle est méromorphe sur C.
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5.2. Fonctions méromorphes

5.2.1 Logarithmes d’applications holomorphes

~

Définition 5.2.2. Soit D C C un ouvert, et f : D — C* une fonction holomorphe. On dit
qu’une fonction holomorphe g : D — C est un logarithme de f si pour tout z € D,
eg(z) pr f(z)

Remarque. Si g est un logarithme de f, alors ¢’ = fTI

Théoréme 5.2.1. Soit D un ouvert étoilé en ¢ € D, et soit f: D — C. On suppose que
pour tout z € D, f(z) # 0. Alors, f admet pour logarithme une fonction g définie pour tout
z €D par

f'(¢)
[e,2] f(C)

g9(z) =b+ dg,

ot b est un antécédent de f(c) par exp.

Remarques.

— Sous les mémes hypothéses, pour tout z € D,

e ([ 1©
1) = 10 p( T dc>.

— Au lieu du segment [c, z], on peut choisir un chemin quelconque reliant ¢ a z.

Proposition 5.2.1. Soit I un intervalle de R, v : I —> C un chemin paramétré fermé, et
c € C\y(I). Alors,

1
/ —— d¢ € 2miZ.
~ —C

Définition 5.2.3. Soit v : I — C un chemin paramétré fermé. Pour tout ¢ € C\y(I), on
appelle indice de c par rapport a v la quantité

Ind,(c) = ! / dz
g

o ),z —c’

qui est un entier relatif en vertu de la proposition précédente.

Remarques. L’indice de ¢ par rapport a « correspond graphiquement aux nombres de tours
(dans le sens trigonométrique) qu’effectue le lacet v autour du point c. Ainsi, la fonction Ind., est
localement constante sur C\y([), et est compatible avec 'opération de renversement d’un lacet :

38 HOLO



Chapitre 5. THEORIE DES RESIDUS

pour tout z € C\v(/), Ind,-(2) = —Ind, ().

Définition 5.2.4. Soit v: 1 — C un lacet sur C. On définit

Int(v) = {a € C\y(I) | Ind,(a) # 0},
et

Ext(7) = {a € C\y(1)| Ind, (a) = 0}.

Remarques.

— On a la partition

C = Int(y) U~(I) U Ext(7y).

— L’ensemble Ext(7) est toujours la composante non bornée de C\y(I). En effet, on observe que

1
d 0
/y (—z ¢ |z]—o00

Puisque Ind, est a valeurs entiéres, on en déduit que Ind,(z) = 0 pour |z| assez grand.

Lemme 5.2.1. Soit v : I — un lacet, et f : D — C une fonction holomorphe. Soit
g: D x D — C une fonction définie pour tout (w,z) € D x D par

fw)=fz) .
g(w,Z)Z{ — stow # z,

f’(g) siw=z.

Alors, la fonction h : D — C définie pour tout z € D par

hz) = / 9(C, 2)d¢
Y

est holomorphe sur D.

Théoréme 5.2.2 (CAUCHY). Soit D C C un ouvert conneze, et soit v : I — D. Sont
équivalents.

(i) Pour tout fonction holomorphe f: D — C,

L F)dz =0

(ii) Pour tout fonction holomorphe f: D — C et a € D\~y(I),

1 [1@

211 zZ—a

f(a)Indy(a)

(111) Int(y) C D.
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5.3 Résidus

5.3.1 Théoréme des résidus

Définition 5.3.1. Soit D C C un ouvert, ¢ € D, et f : D\{c} — C une fonction holo-
morphe. Soit r > 0 tel que B(c,r) C D. Alors, on définit

1
Res.(f) = o /BB(c,r) f(z)dz.

Cette quantité, appelée résidu de f en c est bien définie et ne dépend pas de r.

Remarque. Pour montrer que cette définition ne dépend pas de r, il conviendrait de s’intéresser
aux séries de LAURENT.

Exemple. Si f: D\{c} — C aun pole d’ordre m en ¢, alors on peut écrire pour tout z € D\{c},
16 =Y e )
(2 — c)k

ou f : D — C est une fonction holomorphe (donc d’intégrale nulle sur le chemin fermé dB(c,r)).
Puisque pour tout k € Z,

/ (z — c)k dz =6_14,
OB(c,r)

on en déduit que

1
Res. f = /88( )f(z)dz:a_l.

21

Théoréme 5.3.1 (des résidus). Soit D un ouvert connexe, et v : I — D un lacet tel
que Int(y) C D. Soit alors S C D\y(I) un ensemble fini, et f : D\S — C une fonction
holomorphe. Alors,

Z Ind,(c) Res. f = l/f(z) dz.

2me
ceSNInt(vy)

5.3.2 Reégles de calcul de résidus
— Soient f et g des fonctions holomorphes sur D\{c}, et A € C. Alors,

Resc(f + Ag) = Res. f + ARes.g.

— Si ¢ est un pdle simple de f, alors f s’écrit, pour tout z € D\{c},
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ol f est holomorphe sur un voisinage de c. Alors, Res. f = a_1. Pour déterminer ce coefficient,
on calcule lim,_,.(z — ¢) f(2).

— Soient g et h des fonctions holomorphes sur un voisinage de ¢, telles que g(c) # 0, h(c) =0, et

h'(c) # 0. Alors, f = # a un pole simple en c tel que

g(c)

Res. f = W)

— Si ¢ est un pole d’ordre m de f, on peut écrire pour un certain r > 0 et tout z € B(e,r)\{c},

o0

f(z) = Z an(z — o)k

k=—m

On pose g(z) = (2 — ¢)™f(2). Cette fonction se prolonge au voisinage de ¢ en une fonction
holomorphe (qu’on note encore g), telle que

9(2) = bi(z — o)
k=0
avec b = ag_,, pour tout k € N. Alors,

g™ (c)

RGSC f = m

= a_1.

— Soit g, h deux fonctions holomorphes sur un voisinage de ¢. On suppose que g a un zéro d’ordre
m en c. Soit f = h%. Alors,

Res. f = mh(c).

— Soit g, h deux fonctions holomorphes sur un voisinage de ¢. On suppose que g a un poéle d’ordre
m en c. Soit f = h%. Alors,

Res. f = —mh(c).

5.4 Comptage de zéros et de poles

Définition 5.4.1. Soit v: 1 —> C un lacet. On dit que v est stmple s’il est d’intérieur non
vide et Ind,(2) = 1 pour tout z € Int(z).

Dans ce qui suit, on supposera toujours que les fonctions holomorphes n’ont pas de singularités
apparentes, quitte & les prolonger en ces points.

Théoréme 5.4.1 (de comptage). Soit D un ouvert de C, et f : D — C une fonction
méromorphe sur D avec un nombre fini de zéros et de poles. Soit v : I — D un lacet simple
avec Int(y) C D, ne passant par aucun zéro ou pole de f. On note Zy l’ensemble des zéros de
[, et Py ’ensemble des poles de f. Alors,
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1 (/') _
o /y ) dz = card(Z; NInt(y)) — card(Py N Int(7y))

ot les zéros et les poles sont comptés avec multiplicités.

Démonstration. Utiliser les régles de calculs.

Théoréme 5.4.2 (ROUCHE). Soient f et g deux applications holomorphes sur un ouvert
D c C. Soit v : I — D wun lacet simple tel que Int(vy) C D. On suppose que pour tout

z € (),

1£(2) = 9(2)] <lg(2)|-

Alors, f et g ont le méme nombre de zéros a lintérieur de v(I).

42 HOLO



	Dérivabilité complexe
	Définitions
	Fonctions harmoniques
	Fonctions holomorphes
	Conservation des angles
	Angles et holomorphie
	Point de vu géométrique sur la conservation des angles

	Applications biholomorphes
	Automorphismes

	Développement en série entière
	Rappels et compléments sur les types de convergence
	Types de convergence sur les suites de fonctions
	Critères de convergence

	Séries entières
	Holomorphie des séries entières
	Exemples de fonctions holomorphes


	Intégration sur les chemins de C
	Intégration sur les chemins de R
	Intégration sur les chemins de C
	Indépendance de paramétrisation
	Intégrales et passage à la limite
	Indépendance vis-à-vis des chemins et primitives

	Théorème de Cauchy dans le cas des ouverts étoilés
	Énoncé “faible”
	Énoncé “renforcé”


	Développements en séries entières et propriétés des fonctions holomorphes
	Développements en séries entières
	Propriétés majeures des fonctions holomorphes
	Équivalences des théorèmes
	Inégalités de Cauchy pour les dérivées et conséquences
	Théorème fondamental de l'algèbre
	Théorème de convergence de Weierstrass
	Théorème des applications ouvertes


	Théorie des résidus
	Singularités
	Singularités effaçables
	Pôles
	Singularités essentielles

	Fonctions méromorphes
	Logarithmes d'applications holomorphes

	Résidus
	Théorème des résidus
	Régles de calcul de résidus

	Comptage de zéros et de pôles


