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Chapitre 1

Notions de base

1.1 Groupes

Définition 1.1.1. Un groupe est la donnée d’un couple (G,*) ot est G est un ensemble,
et x est une loi de composition interne sur G associative, vérifiant ’existence d’un élément
neutre, et telle que chaque élément de G posséde un inverse dans G. (G, x) est dit abélien
lorsque la lot est commutative.

Remarques.
— Puisque * est associative, expression 2™ = [[""_; z est bien définie.

— L’¢lément neutre est unique. On le note 0 lorsque la loi est notée additivement (notamment
lorsque le groupe est abélien), et 1 lorsque la loi est notée multiplicativement. Si le cadre
est général, on notera eg 1’élément neutre d’un groupe G.

— Chaque élément de G posséde un unique inverse. De la méme maniére qu’au point précé-
dent, 'inverse de x peut-étre notée —z ou ! en fonction de la notation de la loi!.

— Par abus de notation, on confond (G, *) et G.

1.2 Morphismes de groupes

Définition 1.2.1. Soit (G, *) et (H,A) deuzx groupes. On appelle morphisme de groupes
toute application ¢ : G — H telle que :

Vz,y € G, p(z *y) = p(z) Ao (y).

@ est un isomorphisme lorsque c’est de plus une bijection. Si (G,x) = (H,A), on parle
d’endomorphisme. Si ces deuzx conditions sont réunies, c¢’est un automorphisme.

Notations. L’ensemble des automorphisme d’un groupe G est aussi un groupe lorsqu’il est
muni de la composition. On le note Aut(G).

1. Certains auteurs préférent parler de symétrique, et le note Sym(x).




1.3. Sous-groupes

Proposition 1.2.1. Soit (G,*) et (H,A) deux groupes, et un morphisme de groupes
w:G— H. Alors :

(i) plec) = e

(i) Si ¢ est un isomorphisme, o~ !

en est de méme.

Définition 1.2.2. Deux groupes sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme entre
ces deux groupes.

Remarque.

des étiquettes sur les éléments de 'autre.

1.3 Sous-groupes

1.3.1 Deéfinition

7

Définition 1.3.1. Soit (G, x) un groupe. On appelle sous-groupe de G tout ensemble non
vide H C G telle que la restriction de la loi de G o H? confére & H une structure de
groupe. On notera H < G. Un sous-groupe H est dit propre si H # G.

Proposition 1.3.1. Soit H C G. H est un sous-groupe de G si et seulement si :
(Z) eqg € H.
(i) Vz,y € G, xy ' € H.

1.3.2 Sous-groupes remarquables

7~

Définition 1.3.2. Soit G et H des groupes, et f : G — H un morphisme de groupes.
On appelle noyau de f ’ensemble

ker(f) = [~ ({en})

Et image 'ensemble :

Remarque.

Ils permettent de caractériser beaucoup de phénoménes et propriétés.

Théorie des groupes

La notion d’isomorphisme est la pierre angulaire de la théorie des groupes. En
effet, ’étude principal des groupes est de se demander quelles sont les structures possibles de
groupes que ’on peut induire sur un ensemble. Savoir que deux groupes sont isomorphes, c’est
dire qu’ils ont la méme structure, et que les noms qu’on donne aux éléments de I'un ne sont que

Ces deux ensembles sont particuliers du point de vue des structures de groupes.



Chapitre 1. NOTIONS DE BASE

Proposition 1.3.2. Soit Gy et Gy des groupes, Hy < G1 et Hy < Go des sous-groupes.
Soit ¢ : G1 — G2 un morphisme de groupes. Alors :

(i) p(Hi) est un sous-groupe de Gs.
(ii) =1 (Hy) est un sous-groupe de G.

Remarque. En particulier, le noyau et I'image sont tous des sous-groupes.

1.4 Sous-groupe engendré par une partie

1.4.1 Construction

Proposition 1.4.1. Soit G un groupe. Une intersection quelconque de sous-groupes de G
est un sous-groupe de G.

Remarque. Une union de sous-groupes n’est quasiment jamais un sous-groupe. En effet, si G
est un groupe et Hj et Hy en sont des sous-groupes, alors H; U Hy est un groupe si et seulement
si 'un est inclus dans 'autre.

Définition 1.4.1. Soit G un groupe, A une partie de G. On appelle (A) le plus petit
sous-groupe de G contenant A, et

(4= () H

H<G,ACH

Définition 1.4.2. Une partie A de G est dite génératrice si (A) = G. Un groupe est dit
de type fini s’il admet une partie génératrice finie.

Exercice. Montrer que (Q,+) n’est pas de type fini.

1.4.2 Groupes de types finis remarquables

e ~

Définition 1.4.3. Soit G un groupe. S’il existe x € G tel que G = (x), on dit que G est
monogéne et :

G={z"|n eN}
G est alors abélien. S’il est de plus fini, il est dit cyclique.

Exemples.
— (Z,+) est monogeéne car il est engendré par 1.

— Pour tout n € N*, Z/nZ est cyclique.

Théorie des groupes 7



1.5. Ordre d’un groupe

1.5 Ordre d’un groupe

Définition 1.5.1. Soit G un groupe, et x € G. On appelle ordre de G son cardinal noté
|G| € NU{oo}. On appelle ordre de x la quantité

Ord(z) = |(z)|.

Remarque. Siz € G est d’ordre fini, Ord(z) est le plus petit entier n strictement positif tel
que " = eq.

1.6 Ensembles et quotients

Définition 1.6.1 (Quotient). Soit X un ensemble et ~ une relation d’équivalence. On
appelle quotient de X par la relation ~ ’ensemble des classes d’équivalences des éléments
de X par ~. Cet ensemble est noté X/ ~.

Remarque. Soit G est groupe, et H un sous-groupe de G. Soit la relation définie par

Ve,ye G, (x~y) < (y 'z eH).

C’est une relation d’équivalence. On note ici G/~ = G/H. Nous verrons plus tard qu’il existe
dans certains cas un structure naturel sur ce quotient. On note [G : H| = |G/H]| son cardinal
(appelé indice de H dans G). On peut remarquer des plus que les éléments de G/H sont de la
forme gH avec g € G.

r

Théoréme 1.6.1 (LAGRANGE). Soit G un groupe fini, et H un sous-groupe de G. Alors,

Gl =G : H]- |H].

En particulier, l'ordre d’un sous-groupe de G divise |G)|.

Démonstration. Soit g € G, et ¢ : H — gH, h — gh. C’est un bijection. Ainsi, toutes
les classes d’équivalences ont méme cardinal (celui de H). Puisque la relation d’équivalence
partitionne G, on a exactement |G| =[G : H] - |H]|.

O

Corollaire 1.6.1. Soit G un groupe fini, et g € G. Alors, Ord(g) divise G. En particulier,
Gl _
g = €q-

Démonstration. Soit g € G. (g) est un sous-groupe de G, donc Ord(g) divise |G| par le théoréme
de LAGRANGE. De plus, cela signifie que |G| est multiple de I'ordre de g, d’ou le second résultat.
O

8 Théorie des groupes



Chapitre 2

Groupes abéliens de type fini

2.1 Groupes monogénes, cycliques

Définition 2.1.1. Un groupe est dit monogéne s’il est généré par un seul élement. Il est
dit cyclique s’il est fini

Si G = (z), on a un morphisme surjectif

p: Z — G
n — x"

C’est un isomorphisme lorsque G est infini. Dans le cas fini et en notant |G| =n

Z/nZ — G
n — z"

est aussi un isomorphisme.

Proposition 2.1.1. Tout sous-groupe de Z est de la forme nZ (n € N), et est donc
monogene.

Démonstration. Soit G sous-groupe de Z, n = min G [ |N*. Alors tout élément = de G s’écrit par
division euclidienne sous la forme x = gn+r avec r compris entre 0 et n—1. Maisr = z—qgn € G.
Par minimalité de n on a nécessairement r = 0. La réciproque est évidente.

O

Exercice. Tout sous-groupe de R est, soit un nZ, soit dense dans R.

Proposition 2.1.2. Tout sous-groupe de Z/nZ est cyclique d’ordre d diviseur de n. De
plus, pour tout d € N diviseur de n, il existe H < Z/nZ d’ordre d, et H = (n/d).

Démonstration. Montrons la premiére propriété. Soit H un sous-groupe non trivial de Z/nZ
d’ordre d > 1. Soit Z € H. Puisque dT = 0, il existe &k tel que x = ZF. Ainsi, H C (n/d).
De plus, ces deux groupes sont de méme ordre, donc égaux. Pour la seconde propriété, ce qui
précéde montre que pour tout d diviseur de n, (n/d) est un sous-groupe de Z/nZ et c’est 'unique
sous-groupe de tel ordre.

O




2.2. Structure de groupe

Proposition 2.1.3.
(Z/nZ)* = {x € Z/nZ|ord(x) = n}

Démonstration. Soit T € Z/nZ. Alors = et n sont premiers entre eux. Donc si kZ = 0 pour un
certain k < n, n divise nécessairement k£ en vertu du théoréme de GAUSS, impliquant £ = 0.
Donc Z est d’ordre n. Réciproquement, si T est un élément d’ordre n, alors x génére Z/nZ. Donc
il existe k entier tel que kZ = 1. Donc z est inversible.

O

Application : On rappelle que l'indicatrice d’EULER est la fonction ¢ qui & n associe le
cardinal de (Z/nZ)*. Soit n € N*. Tout élément de Z/nZ est d’ordre diviseur de n. On peut
alors partitioner Z/nZ en regroupant ses éléments de méme ordre. D’ou :

> eld)=n

din

Théoréme 2.1.1. Soit (K, +,-) un corps commutatif. Tout sous-groupe fini de (K*,-) est
cyclique.

Démonstration. Soit G un tel sous-groupe, et n = |G|. Ona }_,, ¢(d) = n, donc par LAGRANGE,
on a une partition de G :

{ Vd|n, Ag = {z € G|ord(z) = d}
G= Ud\n
Alors |G| = 3, card(Ag).

Soit d diviseur de n. Soit Ay est vide, soit il existe dans G un certain élément x d’ordre d,
et (x) = (Z/dZ,+)est un groupe de cardinal d. Ainsi, pour tous y € (z), y? = 1g. De par la
structure de corps de K, les 3 sont les racines du polynéme X% —1. Ay C (z) (P admet au plus d
racines). De plus, |A4] = ¢(d)donc son cardinal est 0 ou ¢(d). En comparant toutes les égalités,
trouvées, on trouve exactement que ce cardinal est p(d). En particulier A,, est non vide, donc G

est cyclique.
O

2.2 Structure de groupe

Lemme 2.2.1 (chinois). Soit n et m entiers naturels non nuls, premiers entre eux. Alors :

Z](nm)Z = Z/nZ x Z]mZ

Démonstration. Cette démonstration utilise le théoréme 4.2.2 que nous verrons au chapitre 4,
il existe cependant des démonstrations plus élémentaires. Notons T la classe d’équivalence de x
dans Z/nZ, et g celle de y dans Z/mZ. Posons I'application :

f: Z — Z/nZxZ/mZ
r > (Z,7)

f est un morphisme d’anneau, dont le noyau est ker f = {z € Z|n|x et m|x}. Puisque n et
m sont premiers entre eux, ker f = {z € Z|(nm)|z} = (nm)Z. Donc Z/(nm)Z est isomorphe

10 Théorie des groupes



Chapitre 2. GROUPES ABELIENS DE TYPE FINI

a f(Z). Ainsi Card(f(Z)) = CardZ/(nm)Z = nm, donc Card(f(Z)) = CardZ/nZ x Z/mZ. De
plus, le premier étant un sous-groupe de 'autre, ils sont égaux. Donc selon le premier théoréme
d’isomorphisme, Z/(nm)Z = Z/nZ x Z/mZ.

O

Corollaire 2.2.1. Sin = [[_,pi", avec les p; premiers deur & deuz distincts, et les
a; > 0. Alors :

T

@/nz)* =[] (@/p}z)*

=1

Et -

p(n) = H o (p3) = pr?ifl(pi —1)

. . L. ) 1 . .
Démonstration. On vérifie que ¢ (p5*) = pi~ " (p; —1). Il suffit de se demander combien d’entiers
non nuls inférieurs ou égaux & p;"~ " sont premiers avec ce dernier.

O

Théoréme 2.2.1. Soit p premier, et « € N*. Le groupe (Z/p*Z)* est
— cyclique si p > 3. Il est alors isomorphe a (Z/p (p*) Z,+).
— trivial sip=2 et aa=1.
— isomorphe a Z/2° 27 x ZLJ2Z sip =2 et o > 2.

2.3 Description des groupes abéliens de type fini

Dans toute cette partie, (G, +) désigne un groupe abélien de type fini.

Définition 2.3.1. Soit F = (x1,...,x) un famille génératrice de G. Cette famille est
dite appelée pseudo-base si :

V(my,...,m EZ/’€ <Zmlml—0> = (Vi € [1, k], m;z; =0)

Et une base si :

V(my,...,mg) € ZF, (Zm,xz—0> = (Vi € [1,k], m; =0)

Définition 2.3.2. On appelle ensemble des torsions de G, noté Tor(G), l'ensemble des
éléments de G d’ordre fini.

Théorie des groupes 11



2.3. Description des groupes abéliens de type fini

Exemple. Tor(Q) = {0qg}.

7

Lemme 2.3.1. Soit (z1,...,x;) une pseudo-base (resp. une base) de G. Alors il existe
des entiers positifs ni,...,ng, v (resp. un entier r strictement positif) tel que :

k
G= (H Z/n%) X Z" (resp. G =Z")
i=1

Démonstration. Si (x1,...,xy) est une pseudo-base on a un isomorphisme :

k

[[@)=a

i=1

Induit par le morphisme (mizy,..., mgry) — Zle m;x;. De plus, les (x;) sont soit iso-
morphes a Z, soit cycliques.
Si (z1,...,x) est une base, on a un isomorphisme :

ZF — G
(ml, ey mk) — Z?:l m;x;

Théoréme 2.3.1. Tout groupe abélien de type de fini admet une pseudo-base donnée par
le théoréme précédent.

Tor(G) est isomorphe a Hle Z/n;Z via l'isomorphisme du théoréme dans le cas des pseudo-
bases. De plus, G est fini si et seulement si Tor(G) = G, et Tor(G)={0} si et seulement si G est
isomorphe & Z", si et seulement si G admet une base (on dit dans ce cas que G est un groupe
libre).

Définition 2.3.3. L’entier r est appelé rang de G. Cet entier est bien défini car il est
UNIQUE.

Pour cela, il suffit en fait de montrer (ZP 2 Z") = (p=r).

Proposition 2.3.1. Soit H un sous-groupe de G. Alors, H est un groupe abélien de type
fini, et rg(H) < rg(G).

Remarque : rg(H) = rg(G) n'implique pas nécessairement que H = G. Exemple : Z et nZ
avec n > 2 sont tous deux de rang 1.

Démonstration. Dans le cas ou G est libre, et I’ensemble des torsions est réduit a 0, donc G = Z".
Par récurrence sur r. Pour r = 1, 'exemple le montre. Soit > 1, on suppose le résultat acquis
aux rangs inférieurs. Soit H < G, on considére le morphisme ¢ de Z" dans Z qui & un élément
de Z" lui associe sa derniére coordonnée. On remarque d’abord que ker(¢) = Z"~!. Deux cas se
présentent :

« Si H < ker(¢) = Z"!, on conclut par récurrence.

12 Théorie des groupes



Chapitre 2. GROUPES ABELIENS DE TYPE FINI

+ Sinon, ¢(H) est un sous-groupe naturel de Z, donc de la forme ¢(hg)Z, pour un certain
ho & kerp. Soit h € H, on peut écrire ¢(h) = mop(hg) (mp un entier relatif). Donc
h —mghy € kerp(H < Z"1, et est donc de la forme mihy + ...+ mghs avec s < r — 1.
Cela montre que (hy, ..., hs) est une base de H, qui est donc abélien libre de rang inférieur
ou égal a r.

O

2.4 Raffinement, décomposition canonique et décomposition pri-
maire

Dans toute cette partie, (G, +) désigne un groupe abélien de type fini. On a vu que G =
Tor(G) x Z", et Tor(G) = Hle Z/n;Z. Le probléme est qu’on n’a pas unicité des n; en général
(en particulier, le lemme chinois fournie de tels exemples).

Théoréme 2.4.1 (Admis). Si G est fini (donc Tor(G) = G), alors :
1. Il existe dy,...,ds des entiers tels que
S
G=]]z/dz
i=1
avec 1 < dyldy|...|ds et dy---ds =|G|. (décomposition canonique).
2. Il existe p1,...pg des nombres premiers, et aq,...,ar > 0 des entiers tels que
S
G=][z/nz
=1
ou n; =p;*, a; >0 (décomposition primaire).
Ces décompositions sont uniques (G permutation prés des facteurs dans le second cas).

Remarques. Les dy,...,ds sont appelés les facteurs invariants de G.

Exemple. Déterminer & isomorphisme prés tous les groupes abéliens finis d’ordre 360 via la
décomposition canonique. On a 360 =2-180=2-2-90=6-60=2-6-30 = 3 -120. Ainsi, un
groupe abélien fini d’ordre 360 est isomorphe & I'un des groupes suivants :

— Z/360Z

— 7Z/27 x 7./180Z

— Z/27 X 7)27 x 7.]90Z

— Z/67Z x 7/60Z

— ZJ27 X 767 x Z/30Z

— ZJ/3Z X Z/]120Z

Lemme 2.4.1. Soit G un groupe abélien de type fini, et (x1,...,x,) une famille géné-
ratrice de G. Soit (c1,...,cx) € NF une famille de PGCD 1. Alors, il existe une famille
génératrice (yi,...,yx) famille génératrice telle que y1 = Zle CiT;.

Théorie des groupes 13



2.4. Raffinement, décomposition canonique et décomposition primaire

Démonstration du théoréeme de structure. On montre en fait que tout groupe abélien de type fini
posséde une base. On raisonne par récurrence sur le nombre minimale de générateurs de G. Pour
k =1, c’est évident. Soit £ > 1, on suppose le résultat acquis au rang k — 1. Parmi toutes les
familles génératrices a k éléments, il en existe une notée (x1,...,xx), telle que z1 soit d’ordre
minimal (possiblement infini). Supposons que (z1) N (w2, ---,xk) # {0}. Il existe alors une
relation Zle mix; = 0 avec mixzy # 0. Quitte & modifier les signes de certains x;, on peut
supposer les m; positifs, et m; < ord(z). Soit ¢; = m;/(PGCD(my,...,my)) par leur PGCD,
on peut les supposer premiers entre eux. Alors, il existe une famille génératrice (y1,...,yx) avec
Yy = Zle cix;. Cependant :

k
dy1 = Z m;xr; = 0
i=1

Et d est inférieur a m; donc a 'ordre de x;. C’est absurde. Ainsi (z1) N (z2, -+, xx) # {0},
et donc (z1) X (xe, -+, 1) = G.
Ul

14 Théorie des groupes



Chapitre 3

Le groupe diédral

3.1 Introduction

On note Iso(R?) = O2(R) le groupe des isométries lindaires sur R2. Le groupe diédral D,, est

le sous-groupe de Iso(R?) défini par :

geD, < ¢g(U,) =0,

Ou U, est le groupe des racines n-iémes de l'unité.

Remarque. Si S, R € Iso(R?), oi1 S est une symétrie et R est une rotation. Alors S = S~ et

SRS = R~'. De plus, R s’écrit sous la forme :

cos —sinf
sinf cos@

Théoréme 3.1.1. Soit n un entier naturel. Le groupe diédral D,, est d’ordre 2n. De plus,
il est engendré par la symétrie S de conjugaison (d’ordre 2), et la rotation R d’angle 27 /n
(d’ordre m). On a alors :

Dy = (R) U S(R)

Démonstration. Soit f € Dy, et z € U,. Dans le cas ou f est une rotation, alors il existe k € Z

tel que R*(f(2)) = =.

3.2 Caractérisation de D, (n > 3)

Théoréme 3.2.1. Soit G un groupe tel que

i. G=(r,s) avec s d’ordre 2 et r d’ordre n > 3.
i. srs=r"L
Alors G est isomorphe a D,,. Plus précisément, il existe un isomorphisme 1 envoyant r
sur R, et s sur S.




3.2. Caractérisation de D,, (n > 3)

Remarque. Cela permet de s’affranchir de donner un cadre rigoureux & la manipulation d’élé-
ments des groupes diédraux, puisque peu importe la construction choisie, la structure est la
meéme.

Démonstration. L’unicité vient du fait général que : si G1, G2 sont deux groupes, et que (a;)ics
et (b;)ier sont des familles respectivement de G et Gy. Alors il existe au plus un morphisme de
¢ : G1 — Gy tel que p(a;) = b; pour tout 1.

Existence : on a (s) = {1,s}, et (r) = {1,7,---r""1}. On a exactement deux classes a droites
modulo (r) : (r) et (r)s (on vérifie qu’elles ne sont pas égales car srs = r~! # r car n > 3). On
a (ryU (r)s C G. On montre ensuite que c¢’est un sous-groupe de G.

O

Exemple. Montrer que D3 est isomorphe a Gs.

7

Corollaire 3.2.1. Aut(D,,) est en bijection avec l’ensembles des couples de la forme
(S, R") avec S" d’ordre 2 et R’ d’ordre n.

Il y a n symétrie S" d’ordre 2, et p(n) rotations engendrant (R).
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Chapitre 4

Sous-groupes normaux

4.1 Définition

Définition 4.1.1. Soit G un groupe, et H < G. H est dit normal (ou distingué) dans G
si pour tous g € G, h € H, ghg™* € H. On note alors H < G.

Remarques. Il est équivalent de dire que pour tous g € G, gH = Hg : les classes a droite
coincident avec les classes a4 gauche. Ou encore que H est stable par tous les automorphismes
intérieurs de G.

Il est important de remarquer que < ne définit pas une relation d’équivalence (elle n’est pas
transitive). !

Exemples.
« Si G est abélien, tous ses sous-groupes sont distingués dans G.
+ Si ¢ est un morphisme entre deux groupes G et H, alors ker ¢ est distingué dans G.
« Veérifier que (S) = {1, S} n’est pas normal dans D,, (n > 3).

Proposition 4.1.1. Soit H un sous-groupe de G tel que [G : H| = 2. Alors H < G.

Démonstration. On a deux classes a gauche : H et gH pour un certain g € G\H. Ainsi, G =
H U gH (union disjointe). On utilise le méme argument pour les classes a droite, et on obtient
que gH = Hg pour tout g € G.

O

Proposition 4.1.2. Soit ¢ : G — G2 un morphisme de groupe, et H1 < G1, Ho < Gs.
Alors :

7. (H2 <1G2) — ((p_l(HQ) <1G1),
1. (H1 <1G1) — ((p(Hl) <]<,0(G1))

En particulier si H; <Gy et si ¢ est surjective, ¢(Hp) < Ga. Ce n’est pas le cas en général.

Définition 4.1.2. Un groupe G est dit simple si ses seuls groupes normaux sont {eq} et

G.

1. On peut aller chercher des exemples du coté de chez Gs.




4.2. Groupes quotients

Exemple. Z/pZ est simple si et seulement si p est premier.

4.2 Groupes quotients

Théoréme 4.2.1. Soit G un groupe et H<G. Il existe une unique loi de groupe sur G/H
telle que la projection canonique 7 : G — G /H soit un morphisme de groupe.

Remarque. Si 7 est un morphisme de groupe, H en est le noyau.

Démonstration. On veut montrer que si (z,%), (z',y') € G? vérifient 2H = 2'H et yH = y'H,
alors :

xyH =2’y H
1l suffit alors de montrer que (z'y’)"tzy € H. En effet :

/—1,./—1

(@'y) ey = Y ey
=y (yy ) 2 lay
_ /—1 -1 /-1
=y ly |y ey
€H €H

€H car H est dinstingué

Théoréme 4.2.2 (Propriété universelle du quotient, factorisation). Soit ¢ : G — H un
morphisme de groupe, et N < ker ¢ distingué dans G. Il existe un unique morphisme de
groupe injectif  : G/N — H tel que ¢ = g o .

Cela se résume par le diagramme commutatif suivant :

G—*.,H

1 A

G/N

Démonstration. 11 suffit de remarquer que les éléments d’une méme classe ont méme image. On
définit alors ¢ : G/H — H qui a une classe associe I'image d’un de ses représentants. En
particulier, si T € G/H représenté par un élément x € G et ¢(T) = ep, cela signifie que x est
dans la méme classe que eg puisque ¢ est un morphisme. D’ou T =€ = eq/g- O

Théoréme 4.2.3 (Premier théoréme d’isomorphisme). Soit ¢ : G — H un morphisme
de groupe.

G/ ker ¢ = Im(yp)

Démonstration. Cet isomorphisme est induit par ¢. Puisque Im(¢) = Im(p), alors ¢ : G/H —
Im(¢p) est un isomorphisme.
O
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Chapitre 4. SOUS-GROUPES NORMAUX

Proposition 4.2.1. Soit G un groupe, et N < G. Soit 1 : G — G/N la projection
canonique sur G/N. Alors le mécanisme qui a un sous groupe H de G contenant N associe
H = 7(H) (ou réciproquement le mécanisme qui ¢ un sous groupe H de G/N contenant N
associe 7Y (H)) définit une bijection entre ’ensemble des sous-groupes de G contenant N
et l’ensemble des sous-groupes de G/N .

Remarque. H est normal dans G si et seulement si H est normal dans G/N.

Proposition 4.2.2. Soit ¢ : Gi — G2 un isomorphisme de groupe. Soit Hy < Gy, et
Hy = p(Hy) (donc distringué dans G2). Il existe un isomorphisme @ tel que :

G —2— Gy

ml o lm

Gl/Hl T G2/H2

Démonstration. Appliquer le théoréme de factorisation.

Proposition 4.2.3. Soient Gy, Go des groupes, et Hy < Gy, Hy < Go des sous-groupes
distingués. Alors Hy X Hy est distingué dans Gy X Go. De plus, on a l’isomorphisme :

Gl/Hl XGQ/HQ — (G1 XGQ)/(Hl XHQ)
(x1 mod Hy,zo mod Hs) +— (z1,22) mod H; X Hs

Remarque. Le rang d’un groupe abélien de type fini est unique. En effet, G = Tor(G) x Z".
Donc :

G/ Tor(G)=7"

11 suffit alors de montrer que Z" =2 Z° nécessite ’égalité r = s. On a :

7" )27 = TP 27

Donc :
(Z)2Z2)" = (Z)2Z)*
D’oun 2" = 25.
[ Théoréme 4.2.4 (Second théoréme d’isomorphisme). ]
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4.3. Exemples fondamentaux

4.3 Exemples fondamentaux

4.3.1 Centre d’un groupe

Définition 4.3.1. Soit G un groupe. On appelle centre de G le sous-groupe abélien dis-
tingué dans G :

Z(G)={r € G|Vy € G, xy=yx}

Remarques.

+ On peut encore définir le centre de G par Z(G) = ker (Int(G)), ot Int(G) est le sous-groupe
des automorphismes intérieurs de G.

« Z(G) est aussi un sous-groupe caractéristique de G : il est invariant par tous les automor-
phismes de G.

Exercices.
+ Déterminer le centre du groupe diédral d’ordre n € N* (traiter le cas n pair ou impair).

+ Soit G un groupe. Montrer que Int(G) < Aut(G). Le quotient Out(G) = Aut(G)/ Int(G)
est appelé groupe des automorphismes extérieurs.

4.3.2 Groupe dérivé

7

Définition 4.3.2. Soit G un groupe, et x,y € G. On appelle commutateur de x et y la

quantité [z, y] = zyz~ty~L.

Remarque. =z et y commutent si et seulement si [x,y] = egq.

Définition 4.3.3. Soit G un groupe. On appelle groupe dérivé de G le sous-groupe de G
engendré par les commutateurs, noté D(G). Il est distingué dans G.

+ G est abélien si et seulement si D(G) = eq si et seulement si Z(G) = G.

« D(QG) est aussi un sous-groupe caractéristique de G.

Proposition 4.3.1. Soit G un groupe, H un groupe abélien, et p : G — H un mor-
phisme. Alors :

i. G = G/D(G) est abélien.

i. Il existe un unique morphisme % : G® — H tel que p = pom (oum:G — G
est la projection canonique).

Remarque. G% est appelé abélianisé de G. Cest le plus grand quotient abélien de G.
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Chapitre 5

Actions de groupes

5.1 Vocabulaire et notations

Définition 5.1.1. Soit X un ensemble, et G un groupe. Une action de G sur X est la
donnée d’une application :

GxX — X
(g,x) +— g-x

Remarques.

» De maniére équivalente, une action de groupe est la donnée d’un morphisme p : G — Sx.
En reprenant la notation de la définition, g -z = p(g)(z).

« On dit que G opére sur X, et 'on note G ~ X.

Exemple. &,, opére sur [1,n] via l'identité.

Définition 5.1.2 (Orbite, stabilisateur). Soit G un groupe opérant sur un ensemble X
Soit x € X. On appelle orbite de x ’ensemble :

G-x={g-z|geG}

On appelle stabilisateur de x ’ensemble :

Gs={9€CG|g-z=ux}

Proposition 5.1.1. Soit G un groupe opérant sur l’ensemble X .
i. Vg e G, Gyp = gGrg~!
it. Soit x € X. L’application o : G/Gy — G -z, gG, — g - x est bien définie, et est
une bijection.
it1. Soit R la relation définie sur X par xRy <— dge G,y=9-2 < ye€ G- x.
C’est une relation d’équivalence, et les orbites partitionnent alors X.

Démonstration. (i) Soit h € G. On a les équivalences suivantes :

ho(g-x)=g-x < (g 'hg) - s=2 < g 'hg€ Gy <= hec gGg "




5.2. Exemples

(ii) Soient g,h € G. Alors gG, = hG, si et seulement si il existe ¢’ € G, tel que h = gg'.
Dans ce cas, h-x = (99') -x = g- (¢’ - x) = g - x. Montrons seulement que « est injective (la
surjectivité est évidente). Soient h,g € G tels que h-x = g-x. Alors h~lg € G, i.e que
hG, = gG,.

(iii) Exercice.

Définition 5.1.3. On dit que G opére transitivement (ou que l’action de G est transitive)
st X est une orbite, i.e :

Ve,ye X,d9€G,y=g-x
On dit que G opére fidélement si p : G — S x est injectif.

Exemple. D, opére transitivement sur [1, n].

5.2 Exemples

5.2.1 Action naturelle d’un groupe sur lui-méme

Soit G un groupe. Alors G opére sur lui méme via le morphisme définit par p(g) : z — gax.
On a alors pour tous € G : G, = {eg} et G-z = G. On en déduit que G opére fidélement et
transitivement sur lui-méme. Or, on sait que

ker(p) = ﬂ Gy.

zeG

On en déduit G = p(G) < 6(G). 11 existe un sous-groupe de &(G) isomorphe a G.

Théoréme 5.2.1 (Théoréme de CAYLEY). Soit G un groupe d’ordre n € N*. Alors G est
isomorphe & un sous-groupe de S,,.

5.2.2 Action par conjugaison

Soit G. un groupe. G agit sur lui-méme via le morphisme p définit par p(g) : © — gzg~'.

Pour x € G, lorbite de = est exactement sa classe de conjugaison, et son stabilisateur est
exactement le centralisateur de x dans G.

5.2.3 Actions sur les classes & gauche

Soit H < G. Alors G/H = {zH |z € G}. On a une action par translation a gauche :

C’est une action transitive, et Gy = H. Plus généralement, Gyg = gH g L

5.2.4 Actions sur les sous-groupes

G opére sur X, 'ensemble des sous-groupes de G, par conjugaison, g - H = gHg™!.
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Chapitre 5. ACTIONS DE GROUPES

5.3 Equations aux classes

Théoréme 5.3.1. Soit G un groupe opérant sur un ensemble X . Les orbites sous cette
action partitionnent X. De plus, |G-z| = |G /G| = [G : Gg]. Soit (x1,- -+ ,xy) un systéme
de représentants des orbites. On a alors :

m m
X =D 1G w1l = Y (G G
i=1 i=1
St de plus, on met d’une part les orbites de plus d’un élément, on a :
m
X =[x+ > [G: Gy
e

Avec | XC| ={z € X |Vg€ G, g -z =ua}

Remarque. Dans le cas ot G est un groupe fini, G opére sur lui méme (X = G) par conju-
gaison, et on a donc ‘XG’ = Z(G), et Cg(z) (le centralisateur de z).

Définition 5.3.1. Soit G un groupe, et p un nombre premier. On dit que G est un p-groupe
s’il existe n € N* tel que |G| = p".

Corollaire 5.3.1. Si G est un p-groupe opérant sur un ensemble X, alors :

‘XG‘ = |X| modp

Démonstration. Si H est un sous-groupe stricte de G alors [G : H] = p" pour un certain r €
[0,n — 1], d’oit le résultat.
O

Dans le cas particulier ou G agit sur lui-méme wvia la conjugaison, on obtient le corollaire
suivant :

7

Corollaire 5.3.2. Si G est un p-groupe, alors |Z(G)| = |G| mod p, et donc |Z(G)| =p"
pour un certain r € [1,n].

On peut alors utiliser les résultats sur les actions de groupes pour s’intéresser a des résultats
de classification. Par exemple, un p-groupe n’est jamais simple puisque | Z(G)| < G. Nous allons
montrer un second résultat, on montre pour cela un lemme.

[ Lemme 5.3.1. Soit G un groupe tel que G/Z(G) soit monogéne. Alors G est abélien. ]

Démonstration. On considére la projection canonique 7 : G — G/Z(G). Soit z € G tel que
7(z) engendre G/Z(G). On a alors :

G/2(G) = {z"Z(G) |m € Z}
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5.3. Equations aux classes

Soient x,y € G, il existe m; et my des entiers relatifs, et u,v € Z(G) tels que x = 2™ u et

y = z™2v. En utilisant les propriétés de chaque élément mis en jeu, on trouve que [z,y] = 1.
D’ott G est abélien.

O

Proposition 5.3.1. Soit G un groupe d’ordre p*> pour un certain nombre premier p. Alors
G est abélien. On peut alors classifier les groupes d’ordres p* & isomorphisme prés. Soit G
est isomorphe & Z/p*Z, soit il est isomorphe a Z/pZ x 7./pZ.

\

Démonstration. Si Z(G) est d’ordre p?, alors G est égale & son centre et donc commutatif. Si
|Z(G)| est d’ordre p, alors |G/Z(G)| est d’ordre p premier (soit un élément de G est d’ordre 1,
soit il est d’ordre p). Donc G/Z(G) est isomorphe a Z/pZ. On conclut alors par le lemme, et le

théoréme de classification des groupes abéliens d’ordre fini.
O

Théoréme 5.3.2 (CAUCHY). Soit G un groupe fini, et p un diviseur premier de |G|. Il
existe dans G un élément d’ordre p.

Corollaire 5.3.3. Soit G un groupe d’ordre 2p pour p > 3 un nombre premier. G est
alors isomorphe a Z/2pZ, ou a D,

Démonstration. Selon le théoréme de CAUCHY, il existe z € G un élément d’ordre 2, et y € G un
élément d’ordre p. G/(y) est d’ordre 2, (y) est donc distingué (et méme isomorphe & Z/pZ). On
sait par ailleurs que = ¢ (y) car 2 et p sont premiers entre eux. Cela signifie que G = (y) U z(y).
En particulier, G = (x,y). De plus zy~1 est une puissance de y puisque (y) est distingué dans
G. On a alors deux cas :

1. Si zyxz~! =y, alors et y commutent, donc G est abélien puisque ce sont les générateurs

de G. On a nécessairement G = Z/27 x XZ/pZ == 7/2pZ grace a la décomposition
canonique, puis au théoréme chinois.

1 1

2. Si wyx™! = 9/ avec j & pZ. Alors (zyz~ ') = ij, donc zyiz~! = z(zyz )z =y
car = est d’ordre 2. On en déduit que j> = 1 mod p, donc j = £1 mod p, et donc que
52 — 1 =0 dans Z/pZ. Puisque Z/pZ est un corps, cette équation a deux solutions : 1 et
—1. La premiére solution est exclue par nos étude de cas, donc j = —1. Donc G suit la
caractérisation de D,,.

O
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Chapitre 6
Le groupe symétrique

On rappelle que pour n € N*, &,, est le groupe des permutations de [1,n], muni de la
composition. C’est un groupe d’ordre n!. On peut noter une permutation de la maniére suivante :

6.1 Signature d’une permutation

Définition 6.1.1 (Signature). Soit o € &,,. On appelle signature de o la quantité :

1 o(j) —o(i)

e(o) = i

1<i<j<n

e:6, — {—1,1} est un morphisme de groupe surjectif.

Montrons que la signature est bien a valeur dans —1,1, et que c¢’est un morphisme. Soit
o€ G,,ona:

tor= I T
1<i<j<n
Pour i,j € [1,n] avec i < j, on pose o(i) = k et o(j) = . Il apparait alors une fois et une
seule fois dans les indices au dénominateur, soit un terme [ — k si k < [, soit un terme k — [ si
[ < k. En réarrangeant les termes, on peut alors transformer le produit en un produit de 1 et de
—1.
Soit maintenant o, 7 € &,,. On a :

1<i<j<n
Soit 4, j deux entiers entre 1 et n. Puisque
o(r(j)) —o(r(@) _ o(7(i)) —a(r(j))
7(j) —7(2) (1) = 7(j)

Et qu’on a toujours 7(i) < 7(j) ou 7(j) < 7(i), alors par un changement de variable :

Qui vaut exactement (o).




6.2. Décomposition en produit de cycle

Remarques.
— On appelle 2, le noyau de €, un sous-groupe distingué dans S,,.

— En fait, la signature est 'unique morphisme non trivial de &,, dans {—1,1}.

6.2 Décomposition en produit de cycle

Définition 6.2.1. Soit o € S,,. On note Fix(o) l'ensemble des points fizes de o, et on
appelle supp(o) = &, \ Fix(o) le support de o.

Ces deux ensembles sont stables par o.

Définition 6.2.2. Un k-cycle est une permutation o de de support {as,...,ar} de cardinal
k, avec o(a;) = aj11 (sil <i<k—1), et o(ax) = a1. On note alors o = (a1 az ... a).

Remarques. Soit 0 € G,,.
(i) Si o est un k-cycle, alors o est d’ordre k.
(ii) Si o est une transposition, elle est de signature —1.
olaiay ... ap)o~ ! = (o(ar) o(az) ... o(ag))

)
)
) (a1 a ... ak) = (a1 ag)(a2a3) ce (ak,Q ak,l)(ak,l ak).
)

(v) En déduire que e(aj ag ... ag) = (—1)*L

(ii

(iv

Lemme 6.2.1. Soient o,7 € S, de supports disjoints. Alors o = 70, et supp(oT) =
supp(o) U supp(T).

Théoréme 6.2.1 (Décomposition en produit de cycles). Toute permutation o non triviale
de &, s’écrit comme un produit de cycles de longueurs supérieures a 2, de supports deux a
deux disjoints. Si on note lq,...,l, les longueurs des cycles dans la décomposition, alors
Ord(o) = ppem(ly, ..., 1lm)

Démonstration. Notons | = ppem(ly, ..., Ly,). On a clairement ¢! = iy,

Corollaire 6.2.1. On a les résultats suivants :
(i) Les cycles génerent &,,.
(i) Les transpositions générent &,,.

(iii) Les 3-cycles géneérent U, .

Considérons I'action suivante : soit o € S,,, G = (0), et X = [1,n]. On fait opérer G sur X
avec 0 - i = o(i). Pour 1 < j < n, on note K; = |G- j|. On a alors :
G-j= {j,U(j), e 7UKj_1(j)}

L’action de o sur G - j coincidient avec celle du cycle ¢; = (j,o*(j), e ,O'Kj_l(j)). Notons
que supp(cj) = G - j. De plus :
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cj=cjy = je€G-j

Dans le cas contraire, supp(c;) et supp(c;) sont disjoints. Soient ji, ..., jm des représentants
des orbites. On obtient que o = ¢;, - - -¢;,,. De plus :

|Gj‘ =1 «— cj = id[[l,n]]

On peut supposer par ailleurs que C,, est de longueur supérieure a 2. Réciproquement, si
0 =c1- - Cyy, on vérifie que les supp(c;) sont les orbites de longueurs supérieures a 2.

~

Théoréme 6.2.2. Soient 01,09 € &,,. 01 et g9 sont conjuguées dans S, si et seule-
ment si pour tout k € N*, o1 et oo admettent le méme nombre de k-cycles dans leurs
décompositions.

Démonstration. On rappelle que si ¢ = (a1 ---ag), alors oco~! = (o(a1)---o(ay)) pour

o € G,. Deux cycles conjugués ont donc méme support et méme longueur. Notons o1 = ¢ - - - ¢y,
et I(¢;) la longueur du cycle ¢;, avec les ¢; a supports deux a deux disjoints. Alors pour toute
permutation o € &, et ¢ € [1,m]. Puisque les longueurs des cycles et les supports des per-
mutations sont invariants par conjugaison, on en conclut que les supports sont encore disjoints.
Puisque les cycles sont tous de mémes longueurs, il y a donc autant de longueur donnée qu’avant
la conjugaison.

On écrit o1 = c¢1 -+ ¢y et 03 = dy - - dy, avec l(¢;) = U(d;) et supp(c;) = supp(d;) pour
tout indice 4. Il existe donc pour chaque i un 7; tel que d; = 7;¢;7— L. Les 7; sont & supports
disjoints puisqu’ils ont méme supports que les ¢; et les d;. On pose alors ¢ = 71Ty, qui
convient.

O

Corollaire 6.2.2. Le nombre de classe de conjugaison dans &, est donné par p(n), le
nombre de partitions de n.

Remarque. On peut alors reformuler le théoréme précédent : o1 et o2 sont conjuguées dans G,,
si et seulement si (1) et (o2) ont méme nombres d’orbites de longueur k pour tout k € [1,n].

Lien entre partitions et groupes abéliens finis. Soit n = [[", p;" un entier écrit dans
décomposition en facteurs premiers. Soit G un groupe abélien d’ordre n, on applique la décom-
position canonique & la décomposition primaire :

o= 1

i=1 \j=

l;
Z]p" 7
1

Ou Zéf':l m;; = oy, et les m;, j sont rangés dans 'ordre croissant suivant j. Le nombre de
ana A e L AL ) _TmMm .
classes d’isomorphismes d’un groupe abélien d’ordre n = [\ p(a;).

6.3 Le groupe alterné

6.3.1 Reésultats généraux

On rappelle que 2, = kere. C’est donc un sous-groupe distingué de &,,. La signature étant
un morphisme surjectif lorsque n > 2, on a |2A,| = n!/2 pour n > 2 (selon le théoréme de
LAGRANGE).
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Proposition 6.3.1. 2, est engendré par les 3-cycles. De plus, pour n > 5, tous les 3-
cycles sont conjugués dans 2A,,.

Démonstration. Le premier résultat a déja été démontré. Pour o1, 09 des 3-cycles, on sait qu’il
existe ¢ € &, telles que o9 = oojo . Si 0 € A, le résultat est démontré. Sinon, on écrit
o1 = (abc). Il existe alors une transposition 7 = (aj az) telle que {a1,a2} N{a,b,c} = & (c’est
possible car n > 5). Alors 7017 ! = . Dot :

o9 = (oT) 01(07')71

~—
eAn

6.3.2 Centre et groupe diédral

~

Proposition 6.3.2. Soitn € N*. On a :
(i) 2(6n) = {idpny} sin > 3.

(i) Z(Apn) = {idp ny} sin > 4.

(iii)) D(S,) =AU, sin > 1.

(iv) D(Ay,) =2Ay, sin > 5.

Sy,
2

n

Remarques.
— Sin=1,6; =2 = {id }.
— Sin=2,6,=7/2Z.
— Sin=3,2A3=((123)) 2 Z/37Z, donc Z(A3) = As.

Démonstration. (i) Soit n > 3. Soit o une permutation différente de I'identité, et soit i € [1,n]
tel que o(i) # 4. Soit j € [L,n]\{i,0(i)}. Soit 7 = (o(i)j). Alors o(7(i)) = o(i) et
7(o(i)) = j. Ainsi, o et 7 ne commutent.

(ii) Soit m > 4. Avec la méme quantification et en supposant o € 2,, on pose cette fois
T=1(0(i)jk), on j,k & {i,0(i)}. Encore une fois, o et 7 ne commutent pas.

(iii) Soit n > 1. D(&,,) est un sous-groupe de 2, car pour toutes permutations o et 7, on a
€ ([o,7]) = [e(0),€e(T)] = 1. On suppose n > 3 (on a traité¢ les autres cas dans la remarque).
Soit ¢ = (abe) un trois cycle. On a alors ¢ = (acb), donc c et ¢ sont conjugués par un
o € &, donc ¢ = [o0,c], et alors ¢ € D(S,,). Pour n # 5, on peut prendre o € 2, on a
alors ¢ € D(2(,,). Le résultat est démontré car les 3-cycles engendrent 2L,.

O

6.3.3 Calcul de D(2,)

Soit Vi = {id[y 41, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. On vérifie aisément que c’est un sous-groupe
de G4, et que c’est un sous-ensemble de 4. Remarquons par ailleurs que Vj est constitué des
involutions de 2. Cela signifie donc que Vj est un groupe commutatif (il I’était de toute maniére
puisque qu’il est de cardinal 4). Selon la classification des groupes d’ordre 4, il est isormorphe au
groupe de KLEIN d’ordre 4, Z/27 x 7Z./27. V4 contient deux classes de conjugaison, et est donc
distingué dans &4. De plus :

[ Proposition 6.3.3. V, est caractéristique dans y.
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Démonstration. Soit ¢ € Aut(2ly). Les éléments de Vi sont exactement les éléments s € 2y
vérifiant s* = idp 4. Or, pour tout s € Vi, ¢(s)? = ¢(s*) = idpy 47, donc ¢(V4) C Vj.
O

On peut désormais déduire le groupe dérivé de 2y.

[ Théoréme 6.3.1. Le groupe dérivé de 2y est Vy. ]

Démonstration. Le groupe quotient 2A4/Vy est d’ordre 3, donc nécessairement commutatif. 1
est donc contenu dans I’abélianisé de 4. Donc D(214) < Vj. Enfin, pour déduire ’égalité, on
remarque par exemple que :

(12)(34) =1[(123),(124)]

6.4 Simplicité

Définition 6.4.1. Soit G un groupe. G est dit simple si ses seuls sous-groupes distingués
sont triviauz ({eq} et G).

Théoréme 6.4.1 (GALOIS). Soit n > 5. A, est simple.

Démonstration. Montrons d’abord le résultat suivant : si a et b sont deux éléments de 25 d’ordre
5 alors b est conjugué dans 25 & a ou a a®. Notons a = (ajas... as) et b= (byby... bs), on a
alors a® = (a1 az as az ay). Soit 0 = (az a3z as ay) le 4-cycle conjuguant a et a?. Si on suppose que
a et b ne sont pas conjugués dans 2,,, alors ils sont conjugués par un permutation 7 de signature
—1.On aalors a®> = cac~ ' et a = 7br~!, donc o7 est une permutation de signature 1 conjuguant
a® et b. Montrons maintenant le résultat principal.

e Pour n = 5. 25 est un groupe d’ordre 60, en particulier il contient :

— L’élément neutre.

— 15 éléments d’ordre 2 (les éléments d’ordre 2 sont des produits de deux transpositions
disjointes : cela revient a choisir 2 éléments parmi 5, puis 2 parmi 3, soit 30 possibilités
que 'on divise par 2 pour s’affranchir de I'ordre de multplication).

— 20 éléments 3-cycles.

— 24 éléments d’ordre 5 (pour choisir un 5-cycles, il suffit de choisir I'image de 1, puis
I'image de o(1), ..., ce qui donne 4! possibilités (puisqu’on ne peut pas envoyer 1 sur
lui-méme).

Ce qui nous donne bien un total de 60 éléments. On sait que les 3-cycles sont conjugués
dans 2, il en est de méme pour les produits de deux transpositions (la démonstration est
la méme que pour les 3-cycles et consiste & exhiber la conjugaison). Soit maintenant H un
sous-groupe distingué dans 25, qu’on suppose non-trivial. Si H contient un élément d’ordre
2 (resp. 3), il les contient tous par ce qui précéde (car H est stable par conjugaison dans
2,). Si H contient un élément a d’ordre 5, il contient aussi a?, mais tout autre élément de
s d’ordre 5 est conjugué a a ou a? dans s, donc H contient tous les autres éléments de

As d’ordre 5.
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Or, H ne peut pas contenir qu’un seul de ces trois types d’éléments (en effet 16 = 15 + 1,
21 =20+ 1, et 25 = 24 + 1 ne divisent pas 60). Donc H est au minimum d’ordre 36 =
20+ 15+ 1, il est donc d’ordre 60 et H = 5.

Soit n > 5. On pose E = [1,n]. Soit H <2, et H # {idg}. Soit ¢ € H, 0 # idg. On
souhaite en fait se ramener au cas n = 5. Soit 7 € A, et p = Tor o™, Si l'on écrit
p = (tor=1)o~!, alors on voit que p € H. Mais en écrivant p = 7(o7 1o~ 1), on voit que si
7 a des points fixes, alors p aussi. Plus précisément : ¢ # idg, donc il existe a € E un point
non fixe. On note b = o(a) # a. Soit ¢ € E\{a,b,o(b)}. Soit alors le 3-cycle 7 = (acb), on a
771 = (abc), et soit p = [1,0] = (acbh)(c(a)o(b) o(c)). Soit F = {a,b,c,o(a),o(b),o(c)}.
Puisque b = o(a), on a CardF < 5. Enfin, p n’est pas lidentité car p(b) = 7o(b) # b,
car ¢ = 71(b) # o(b). De plus, on a p(F) = F et pr\E = idp\g. Quitte & rajouter
des éléments, on peut supposer CardF = 5. On va maintenant considérer A(F'). 2A(F') est
clairement isomorphe a 25, et se plonge dans 2L, par 'application :

915 — an
ﬂ|F = u

U —> u= _ .
{u|E\F = ldE\F

Posons Hy = {u € A(F)|u € H} = HNA(F). Hy est clairement distingué dans A(F).
On sait de plus que p, € Hy et p, # idp. Puisque A(F) = A5 est simple, on voit que
Hy = 2(F). Soit alors u un 3-cycle de 2(F). Alors u € H et est un 3-cycle aussi. Or, les
3-cycles sont tous conjugués dans 2, et 'engendrent. Puisque H contient un 3-cycle et que
c’est un sous-groupe distingué, il va contenir tous les 3-cycles. Donc H contient 2[,,. D’ou

H=9,.
O

Corollaire 6.4.1. Soit n > 5, et H<&,,. Alors H € {{id[1 n},%n, Sn}.

Démonstration. Soit H < &,,. Alors H N2, <A,,.

« Si HNL, =2, alors soit H = 2, soit H est un sous-groupe de &,, contenant strictement

2A,. Cela signifie que |H| > n!/2. En passant aux indices, on a donc que H est d’indice 1
dans G,,, donc égal & &,,.

« Si HNRA, = {idp )}, alors on a ker(e|,,) = H N2A, = {idp »}- Ainsi, €], s'injecte dans

{#£1}. Cela signifie que |H| € {1,2}. Supposons que H = {id[; ], 0}, et soit 7 € &,. On

sait que 707! € H, et que o7 # id[y 5, (sinon on aurait o = idpy ,,)). Donc ror ! =o0.
Cela signifie que o est central, mais le centre de &,, est trivial (cf. 6.3.2), d’ott 0 = id[ .
0
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Chapitre 7

Produit semi-direct

L’objectif de ce chapitre sera, étant donné un groupe GG et N un sous-groupe distingué de
G, d’essayer de reconstituer G a partir de la donnée de N et le quotient G/N. En fait, on va
chercher des suites exactes.

Définition 7.0.1 (Suite exacte). Soient N,G,Q des groupes. Une suite exacte est une
suite de groupes et de morphismes de groupes de la forme :

1—s N 56259 —1

Ou i est un morphisme injectif, p un morphisme surjectif, et Im(i) = ker(p). On dit que
G est une extension de N par Q.

Les 1 représentent le groupe trivial, qui est I'objet nul dans la catégorie des groupes.

7.1 Produit direct

Proposition 7.1.1. Soient G et Gy des groupes. La loi :
(NxQ@Q)? — NxQ
(n,q),(n',q")) +— (nn',qq)

mduit une structure de groupe sur N X Q).

Remarque. On peut définir la projection sur @ par p(n,q) = ¢ pour tout (n,q) € N x Q. On
note N le noyau de cette projection. N est isomorphe a N, et est distingué dans N x H (comme
noyau d’un morphisme). Si I'on pose i : N — N x @, n — (n,eqg). On a alors la suite exacte :

l1—>N—"5Gg-L50Q9—51

Puisque les roles de N et de () sont symétriques on obtient une autre suite exacte. On peut
aussi noter () le noyau de la projection sur N. Encore une fois, ) est un sous-groupe distingué
de N x @, isomorphe & Q.
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Proposition 7.1.2 (Caractérisation du produit direct). Soit G un groupe, et N et Q des
groupes distingués dans G tels que NN Q = {e} et NQ = G. Alors l'application :

f: NxQ — G
(n,q) — ng

est un isomorphisme.

\

Démonstration. Montrons d’abord que f est un morphisme. Soit (n,q) € N x Q, on a [n,q] =
ngn ¢! € NN Q car N et Q sont distingués dans G, donc n et ¢ commutent. Soient
(n17q1)7 (7127(]2) € N x Q AIOI'S :

f((n1,q1)(n2,q2)) = f(ning, qige)
= N1n2q192
= Nn1qin2q2

= f(n1,q1) f(n2, q2)

Soit (n,q) € ker f. Alors n = ¢~!, donc n,q € N NQ = {e}. Enfin Im(f) = NQ = G, donc
f est un isomorphisme.
O

Remarque. Dans le cas oul les groupes sont finis, on peut remplacer la derniére condition par

|G| = [N[|H].

7.2 Produit semi-direct

7~

Définition 7.2.1. Soit Q et N deux groupes, et une action «: Q — Aut(N). On définit
la loi *o sur N x Q par :

V(n1,q1), (n2,q2) € N x Q, (n1,q1) *a (n2,92) = (n1(q1 - n2), q192)

Ot q-n = a(q)(n). Le couple (N x Q, *4) est noté N x, Q appelé produit semi-direct de
N et Q.

Exemples.
— Sia: @Q — Aut(N) est le morphisme trivial, alors N x,Q = N X @, le produit semi-direct
pour ’action triviale par automorphisme est le produit direct.
Si @ = Aut(N), et « est le morphisme trivial, alors on appelle le produit semi-direct de N et @
par « est appelé produit semi-direct canonique, noté N x Aut(N).

[ Proposition 7.2.1. Le produit semi-direct N X Q) est un groupe.

Démonstration. L’associativité est calculatoire, le neutre est (en,eq), et 'inverse d'un élément
(n,q) € N x Qest (g7 -n~t ¢71). On vérifie ce dernier point :

(n,q) *a (' - 071 g7 = (n(g-(¢7"-n7h)), qq’l)
= (na(q)(alg™H)(n™h), eq)
= (na(q)(a(q)~H(n™1)), eq)
= (nn7!eq) = (en, eq)

O
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Remarques.
— Pour g € Q, 'inverse de (en, q) est (en,q™!).
— Comme pour le produit direct, on retrouve un résultat analogue a la seconde assertion de
la proposition 7.1.1.

— V(n,q) € N x,Q, (en,q)(n,eq)(en,q) ™! = (¢-n, eq). Cette remarque montre que 'action
de @) sur NV correspond a l’action de conjugaison lorsque ces derniers sont vus comme des
sous-groupes de N x Q.

On retrouve une propriété analogue a la proposition 7.1.2, pour montrer qu’un groupe est
produit semi-direct de deux sous-groupes pour l'action de conjugaison.

7

Proposition 7.2.2. Soient N et QQ des sous-groupes d’un groupe G, avec N distingué
dans G. On suppose NN Q = {ec} et NQ = G. Soit de plus :

a: @ — Aut(N)
q — (¢g-n=nr—ngn )
Alors Uapplication :
f: NxoQ — G
(n,q) — nq

est un isomorphisme de groupe.

Démonstration. L’application f est bijective selon la démonstration de la proposition 7.1.2. De
plus :
O
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Chapitre 8

Théorémes de SYLOW

8.1 Introduction

L’objectif de ce cours sera d’essayer de classifier des groupes d’ordres supérieurs a 11. Nous
connaissons déja quelques résultats. En l'occurrence, si G est un groupe d’ordre p premier,
alors G est cyclique isomorphe & Z/pZ. Si G d’ordre p?, alors G est isomorphe & Z/p?Z ou a
(Z/pZ)?. Si G est d’ordre 2p (avec p > 3 premier), alors soit G est isomorphe a D,, soit il est
isomorphe & Z/2pZ. On dispose aussi du théoréme de structure des groupes abéliens de type fini
(décomposition canonique ou primaire). On peut alors classifier quelques ordres :

— Ordre 2. Z/27Z.

— Ordre 3. Z/3Z.

— Ordre 4. Z/AZ, ou (Z/27)?.

— Ordre 5. Z/5Z.

— Ordre 6. Z/6Z, ou Ds.

— Ordre 8. Z/87Z, (Z/27.), 7.)2Z x 7.JAZ (cas abéliens), Dy, ou Qg (voir TD).
— Ordre 9. Z/9Z, ou (Z/3Z)?.

— Ordre 10. Z/10Z, ou Ds.

— Ordre 11. Z/11Z.

— Ordre 12. On arrive enfin & un stade ol nos théorémes ne suffisent plus.

8.2 Un propriété des p-groupes

Soit G un p-groupe, d’ordre p” (r > 0). On rappelle que le centre d’un p-groupe est non-trivial.
En conséquence :

[ Corollaire 8.2.1. Sir > 1, G n'est pas simple.

Démonstration. 11 est toujours vrai que Z(G) <G.

Proposition 8.2.1. Soit G un p-groupe d’ordre p". Pour tout s € [0,r], il existe un
sous-groupe H de G d’ordre p®. De plus, H<G sis=1r—1.
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8.3 Théorémes de SYLOW

7

Définition 8.3.1. Soit G un groupe fini d’ordre p"m avec p un nombre premier, r un
entier de N*, m tel que p ne divise pas m. On appelle p-Sylow de G un sous-groupe de
G d’ordre p". On note Syl,(G) l’ensemble des p-Sylow de G, et s,(G) le cardinal de cet
ensemble.

Théoréme 8.3.1 (SyLow I). Si G est un groupe fini d’ordre p"m, quantifié comme pré-
cédemment. Alors, s,(G) > 1.

Exemple. Vérifions ce théoréme par exemple sur G = GL,(F,), avec p un nombre premier.
Le cardinal de G est en fait le nombre de bases de (Fp)™ (en tant que Fp-espace vectoriel). On
trouve alors que :

n
n(n—1) .
Gl=p =z [J]0'-1)
i=1
Il suffit de remarquer que I’ensemble des matrices triangulaires supérieurs dont les coefficients
diagonaux valent 1, est un p-Sylow.

~

Lemme 8.3.1. Soit G un groupe fini d’ordre |G| = p"m avec p [ m, et soit H un sous-
groupe de G. Soit S un p-Sylow de G. Il existe a € G tel que aSa™' N H soit un p-Sylow
de H.

Démonstration. On fait opérer G sur G/S par translation a gauche. Soit aS € G/S, le stabili-
sateur de aS est exactement aSa~!. H opére de méme sur G/S par restriction. Le stabilisateur
de aS par cette restriction est alors aSa™!' N H. Les aSa~' N H sont des p-sous-groupes ! de H.
Il nous suffit alors de montrer que parmi ces groupes, I'un d’entre eux est un p-Sylow de H, ce
qui revient & chercher a € G tel que |[H/(aSa N H)|Ap=1. Or, |[H/(aSa ' N H)| = w(al)
(avec w(aS) lorbite de aS). Supposons par l'absurde que toutes ces orbites soient de cardinal
divisibles par p. L’équation aux classes indiquerait qu’il en serait de méme pour G/S (puisque
c’est I'union disjointes de ces orbites). Cela est absurde puisque S est un p-Sylow 2

O

On démontre maintenant le premier théoréme de SYLOW.

Démonstration. On note n = |G|. Le théoréme de CAYLEY nous permet alors de plonger G dans
S,,. On plonge ensuite &, dans GL,,(F,) : si (e, ..., e,) désigne la base canonique de (IF,)", alors
ug est défini par uy(e;) = u(e,(;)) pour tout i € [1,n]. Or, I'exemple précédent nous a montré que
GL,,(Fp) posséde un p-Sylow. On a donc réécrit G comme un sous-groupe d’un groupe possédant
un p-Sylow. Le lemme précédent nous assure alors que G posséde de méme un p-Sylow.

0

Corollaire 8.3.1 (Hors-programme). Si G est un groupe fini d’ordre p"m tel que p fm,
alors G contient des sous-groupes d’ordres p*, pour tout i € [0,r].

1. Puisque aSa~! est 'image de S par automorphisme intérieur & — axza ™", c’est un groupe dont le cardinal
divise celui de S par le premier théoréme d’isomorphisme.
2. On aurait p||G/S| = m.
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Théoréme 8.3.2 (Syrow II). (i) Les p-Sylow de G sont conjugués : si P et Q) sont
des p-Sylow de G, il existe g € G tel que P = gQg~".

(i7) sp(G) =1 mod p et s,(G) divise m.

(iii) Tout p-sous-groupe de G est contenu dans un p-Sylow.

Corollaire 8.3.2. Soit P € Syl (G). Alors :

PG <= s5,(G) =1

Un p-Sylow de G est distingué st et seulement si c’est l'unique p-Sylow de G.

Démonstration. — On va démontrer (¢) et (i77) simultanément. Soit H un p-sous-groupe de G,
et S un p-Sylow de G. Le lemme 8.3.1 nous assure qu’il existe a € G tel que aSa~' N H soit
un p-Sylow de H. Mais H étant un sous-groupe, on a nécessairement H = aSa~'NH. Ainsi,
H est contenu dans le p-Sylow 3 aSa~!. Si H est de plus un p-Sylow, alors H = aSa~".

— Montrons maintenant le point (iz). Soit X 1’ensemble des p-Sylow de G, sur lequel on fait
opérer GG par conjugaison. Si S est un p-Sylow, alors on peut restreindre l'action de G a
S, et S opére alors sur X. Le corollaire 5.3.1 nous assure alors que |X| = |X°| mod p.
Montrons alors que |X¥| = 1. Si s € S, on a bien sir sSs~! = S, donc S € X*. Soit T un
p-Sylow, supposé normalisé par S, i.e :

Vse S, sTs™ =T.

C’est-a-dire dans X . Soit alors N = Vect(SUT). N contient S et T, et ce sont des p-Sylow
de N. Mais puisque S normalise T, on sait que T'< N, donc S =T.
O

Remarque. On peut faire opérer G sur Syl,(G) par conjugaison : g- P = gPg~'. On rappelle
que Ng(P) (normalisateur de P dans G) est le stabilisateur par cette action. Selon le premier
point du théoréme 8.3.2, cette action est transitive, ainsi :

G| = 5p(G) - [Na(P)]

De plus, deux des p-Sylow de GG sont conjugués dans G.

8.4 Exemples et applications : critére de non simplicité

8.4.1 Groupe d’ordre 99

Soit G un groupe fini d’ordre 99 = 32 - 11. Alors s,(G) divise 11, et sp(G) =1 mod 3. Cela
signifie donc que sp(G) vaut exactement 1. G n’a donc qu’un seul 3-Sylow (d’ordre 9), qui est
donc distingué dans G. Cela démontre que G n’est pas un groupe simple.

8.4.2 Groupe d’ordre 12

Soit G un groupe fini d’ordre 12 = 2% - 3. Son 2-Sylow sont d’ordre 4 (il n’y en a qu’un), et
les 3-Sylow d’ordre 3. On a s3(G) |4, et s3(G) =1 mod 3. Donc s3(G) € {1,4}. On distingue
deux cas.

3. C’est un p-Sylow car isomorphe & S.

Théorie des groupes 37



8.4. Exemples et applications : critére de non simplicité

— 53(G) = 1. Soit N l'unique 3-Sylow, et () un 2-Sylow. On sait que N <G car N est l'unique
3-Sylow. De plus, on a |[N|A|Q| =3A4=1,donc NNQ = {eg}, et enfin |[N| -|Q| = |G]|.
On en déduit que G est le produit semi-direct G = N x @ (pour 'action de conjugaison
de @ sur N).

— s3(G) = 4. On note Syl3(G) = {Q1,Q2,Qs,Q4}. Puisque les Q; sont d’ordre 3, on a
QiNQ; = {ec} deés lors que i # j. Soit

4
A= (U Q@-) \ec?
=1

A contient huit éléments d’ordre 3. Les 12 — 8 = 4 éléments restants forment 'unique 2-
Sylow. Comme précédemment, G = N x @ (ou N est 'unique 2-Sylow, et () un 3-Sylow).

8.4.3 Description des p-Sylow de &,, pour n € {3,4,5}
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