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Introduction

La méthode de la topologie algébrique consiste & associer a un espace topologique des inva-
riants de l’algébres (nombres, groupes, anneaux, etc...) et tels que ces invariants sont stables
par déformations continues de la topologie. En particulier, si deux espaces sont homéomorphes,
ils auront les mémes invariants. Le nombre de composantes connexes en est un exemple : deux
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espaces homéomorphes ont le méme nombre de composantes connexes. Ainsi, R et R* ne sont
pas homéomorphes.

Convention. Dans ce cours, le terme “application” désignera — sauf mention contraire, une
application continue.

Notation. On utilisera dans ce cours les notations suivantes.
— I=10,1] CR;
— |zl = />, 22 pour tout & € R" (|| - || est la norme euclidienne) ;
— "= {z e R"™| |lz|| = 1};
B = {z e R | ||z] < 1} et B'= {x € R | || < 1}.

4 TOPA



Chapitre 1

Déformations continues

1.1 Deéformation d’espaces topologiques

1.1.1 Homéomorphismes et homotopie

Définition 1.1.1 (homéomorphisme). Un homéomorphisme entre deux espaces topologies
X etY est un bijection continue f : X — Y et telle que f~1 Y — X est aussi
continue.

Remarque. On dit que X et Y sont homéomorphes s’il existe un homéomorphisme entre eux.
On note alors X 2Y.

Exemples.

— Soit zp € S™. Les espaces S"\{z¢} et R™ sont homéomorphes. En fait, la projection stéréo-
graphique p : S"\{xo} — R™ est un homéomorphisme.

— L’espace R/Z est homéomorphe & S! grace a I'application exponentielle.

Définition 1.1.2. Deuz applications f,g : X — Y sont dites homotopes s’il existe
H: X xI—Y telle que H(-,0) = f et H(-,1) = g. Une telle application est une
homotopie entre f et g.

Remarques.

— On note f ~ g. En effet, on va voir que la relation d’homotopie est une relation d’équiva-
lence.

— On note souvent Hy(x) := H(x, s) pour tout (z,s) € X x I. Pour tout « € X, 'application
I —»Y, s+— Hg(r) donne un chemin reliant f(x) a g(x).

Définition 1.1.3. Soit A C X un sous-ensemble, f,g : X — Y deux applications
qui coincident sur A. On dit que f et g sont homotopes relativement & A s’il existe une
homotopie H : X x I — 'Y telle que Hg|go = fla = g|la pour tout s € I.

Notation. f~4g.




1.1. Déformation d’espaces topologiques

Exemple (homotopie barycentrique). Soient f,g: X — C avec C un convexe non vide.
Alors, f ~ g. En effet, ils suffit de prendre Hs(z) = (1 —s)f(x) + sg(x) pour tout (x,s) € X x I.
Si fla = g|a, alors H est une homotopie relative a A et donc f ~4 g.

Lemme 1.1.1. Soient Fy, Fo C X deux ensembles fermés tels que Fy U Fy = X, et soient
fi: X1 — Y et fo: Xo—Y deux applications coincidant sur F1NFy. Alors, l'extension
naturelle f : X — Y est continue.

Démonstration. Soit K C Y un fermé. Pour tout i € {1,2}, f~Y(K)NF; = f~}(K) est fermé
dans X. Ainsi, f~HK) = (f~YK) N F1) U (f1(K) N F) est fermé dans X.
0

Proposition 1.1.1. Etant donné X etY deuz espaces, ’homotopie est une relation d’équi-
valence sur C(X,Y). Il est en de méme pour I’homotopie relative a un sous-ensemble A
de X.

Démonstration. La réflexivité est claire en prenant H; = f pour tout s € I. Cette relation est
symétrique car si H est une homotopie de f vers g, alors X x I =Y, (x,s) — H(z,1—s) définit
une homotopie de g vers f. Soient maintenant f,g,h : X — Y trois applications telles que
f ~get g~ h. Soit F une homotopie de f vers g et G un homotopie de g vers h. L’application

H: | XxI — Y
F(z,2s) sisel0,1/2],
(z,8) — {G(x,Qs—l) si s €]1,1/2].

Selon le lemme précédent, H est continue. On a bien Ho = f et Hy = h. Finalement, si f{A = g|a
et si F' et G sont des homotopies relatives a A, alors H est relative a A.

O

Proposition 1.1.2. Soient fi,fo : X — Y deux applications homotopes et g1,gs :
Y — Z deux autres applications homotopes. Alors, g1 o f1 : X — Z est homotope a
go o fo: X — Z. En particulier, h o fi et h o fo sont homotopes pour tout h : Y — Z,
et gy o f et go o f sont homotopes pour tout f: X — Y.

Démonstration. Soit ' une homotopie de f; vers fs et G une homotopie de g; vers go. On définit
H; = Gs o F; pour tout s € I (i.e Hy(x) = Gs(Fs(x),s)). Clest bien 'homotopie cherchée car
Ho(z) = G(Fo(x),0) = G(f1(2),0) = g1(f1(x)) et Hi(z) = g2(f2(2)).

O

Proposition 1.1.3. Soit f : X —> S™ une application non surjective. Alors, f est homo-
tope a une application constante.

Démonstration. Soit y € S™\ f(X). La projection stéréographique p : S"\{y} — R"™ est un
homéomorphisme. Alors, 'application po f : X — R"™ est homotope & 'application constante g :
X — {0} (exemple de I'homotopie barycentrique) avec Gg(x) := sp(f(z)). Selon la proposition
précédente, p~! o G est une homotopie entre p~to g et f.

O
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Chapitre 1. DEFORMATIONS CONTINUES

Proposition 1.1.4. Soient f,g : X — S™ deuz applications coincidant sur A C X. S’il
existe y € S™ tel que y & f(X)U g(X), alors f ~4 g.

Démonstration. Identique & la précédente.

1.1.2 Reétraction, équivalence d’homotopie

Quand sont deux espaces les mémes & déformation prés? En fait, comment définir “4 défor-
mation prés” ? On traite d’abord le cas d’un sous-espace.

Définition 1.1.4. Soit Y C X. On dit qu’une application r : X — Y est une rétraction
sirly =idy.

Remarque. Y C X est dit étre un rétract s’il existe une rétraction r : X — Y.

Exemple. R x {0} C R? est un rétract grace a application R? — R x {0}, (z,y) — (x,0).

Définition 1.1.5. Un sous-espace Y C X est un rétract par déformation s’il existe une
rétractation r : X — Y telle que r : X — Y C X et idx sont homotopes relativement a
Y. Autrement dit, il existe H : X x I — X tel que H(x,0) = x et H(x,1) = r(x) pour
tout x € X, et H(y,s) =y pour tout y € Y.

Remarque. Il existe une variante de la définition dans la littérature ol on suppose seulement
r ~ idx au lieu de r ~y idx. En anglais, cette variante est appelée deformation tandis que celle
que la définition est appelée strong deformation.

Exemples.

— R x {0} C R? est un rétract par déformation. L’homotopie barycentrique H entre r : R —
R x {0}, (21, 22) — (21,0) et idg2 convient (i.e avec Hys(z) = s(x1,0) + (1 — s)(x1,22)).

— R™\{0} se rétracte par déformation sur S"~!. En effet Papplication R"\{0} — S"~1, z
2/ ||z|| est homotope (via ’homotopie barycentrique relative & S"~1) & idgny (o3. On a en fait

Hi(z) = sHi—” + (1 —s)z pour tout s € I. Remarquons que Hg(x) # 0 puisque Hx||—is-1—s > 0.

On généralise ces idées dans le cas ou Y n’est plus un sous-groupe.

Définition 1.1.6. Une application f : X — Y est dite étre une équivalence d’homotopie
s’il existe g : Y — X telle que fog~idy et go f ~idx. Dans ce cas, X etY sont dit
étre homotopiquement équivalents.

Notation. X ~ Y.

TOPA 7



1.1. Déformation d’espaces topologiques

Remarque. SiY C X est un sous-espace rétract par déformation, alors X et Y sont homo-
topiquement équivalents. En effet, si 7 : X — Y est une rétraction et g : Y < X linclusion,
alors rog =idy et gor =idx.

Proposition 1.1.5. On a les propriétés suivantes.

(i) Deuz espaces homéomorphes sont homotopiquement équivalents.

(ii) La relation ~ est une relation d’équivalence sur les espaces topologiques.

Démonstration. Pour le premier point, si f : X — Y est un homéomorphisme, on prend g =
f~L. Pour le second, on étudie uniquement la transitivité (le reste est clair). Soit f : X — Y une
équivalence d’homotopie de X vers Y (d’inverse & homotopie prés f/: Y — Y)et g: Y — Z
une équivalence d’homotopie de Y vers Z (d’inverse a homotopie prés ¢’ : Z — Y). Alors,
(gof)o(flog)=go(fof')og ~ goidyog =gog ~idz. Ainsi, (go f)o(f og’) est homotope
aidz. La démonstration est la méme dans 'autre sens et alors (f’ o ¢’) o (go f) est homotope a
idx. On conclut que X ~ Z.

O

Définition 1.1.7. Un espace est dit contractile s’il est homotopiquement équivalent ¢ un
singleton.

Remarque. Un espace contractile est connexe par arcs (plus particuliérement étoilé). En effet,
si H est une homotopie de {z¢} vers idx, alors s — Hg(x) est un chemin reliant xy a .

Exemple. Un sous-ensemble convexe non vide C' C R" est contractile. En particulier, R™ et
B"™ sont contractiles. En effet, si xg € C, alors {z¢} C C est un rétract par définition.

Remarque. S! n’est pas rétractile (et S™ non plus lorsque n > 1). On verra que le groupe
fondamental 71 (S!) est isomorphe & Z.

1.1.3 Connexité

L’invariant le plus simple d’un espace topologique est le nombre de composantes connexes.
On débute cette section avec un rappel.

Définition 1.1.8. Un espace X est dit connexe s’il ne peut s’écrire comme la réunion
disjointe de deux ouverts. X est dit connexe par arcs si pour tout x,y € X, il existe un
chemin continu reliant x a y.

Remarque. Si X est un espace topologique quelconque et x € X, le plus grand sous-ensemble
connexe (resp. connexe par arcs) de X contenant X est appelée la composante connexe (resp.
connexe par arcs) de x.

[ Définition 1.1.9. Un chemin v dans X est une application continue v : 1 — X. ]

8 TOPA



Chapitre 1. DEFORMATIONS CONTINUES

Remarques.
— Le point v(0) est l'origine du chemin +, tandis que (1) est son extrémiteé.

— Si X3, X5 C X sont deux connexes (resp. connexes par arcs) tels que X7 N Xo # &, alors
X1 U X5 est connexe (resp. connexe par arcs).

— Un espace connexe par arcs est connexe.

— L’adhérence d’un connexe (dans un espace ambiant) est connexe.

Contre-exemple classique. Soit E l'adhérence de la fonction RY — [-1,1], z — sin(1/z),
et G le graphe. On a E' = {0} x [—1,1]UG et donc E est connexe. Pourtant, £ n’est pas connexe
par arcs.

[ Théoréme 1.1.1. R n'est pas homéomorphe a R2.

Démonstration. Supposons le contraire et soit f : R — R? un homéomorphisme et zq € R.
Alors, R\{zg} est homéomorphe via f a R*\{f(zo)} ce qui est contradictoire car R?\{f(xo)}
est connexe alors que R\{zo} ne l'est pas.

O

Théoréme 1.1.2. Soient X et Y deux espaces équivalents a homotopie pres. Si X est
connexe (resp. connexe par arcs), alors Y est connexe (resp. connexe par arcs).

Démonstration. Pour tout application f : X — Y, on note f.(C) la composante connexe de
f(C) pour tout C' C X. f, est alors une bijection entre l’ensemble des composantes connexes de
X et 'ensemble des composantes connexes de Y (exercice).

O

1.2 Groupe fondalemental

1.2.1 Définitions

Soit X un espace topologique.

Définition 1.2.1. Soit v,~' : [0,1] — X deuz chemins tels que v(1) = ~'(0). On appelle
concatenation des chemins vy et v le chemin

6:1[0,1] — X
v(2t) sit<1/2;
b= {7’(27&—1) sit>1/2.

Remarque. 0 est bien continu. On note § =~ - v/

Définition 1.2.2. Deuz chemin v et v de X ayant les mémes mémes extrémités sont
homotopes a extrémités fizées si les deux chemins sont homotopes relativement 4 A =
{0,1} C I. Dans ce cas, on note y ~~'.

TOPA 9



1.2. Groupe fondalemental

FIGURE 1.1 — Deux chemins homotopes.

Remarque. Cela définit une relation d’équivalence. On note [7] la classe d’homotopie & extré-
mités fixées de ~.

Définition 1.2.3. Soit v : [0,1] — X un chemin de X. On appelle reparamétrisation de
v tout chemin ~' de la forme v =~o f ou f :[0,1] — [0, 1] est une application telle que
F(0) = 0) et f(1) =1.

Exemple. f(t) = sin(nt/2).

Lemme 1.2.1. Soit v:[0,1] — X un chemin de X. Si ' est une reparamétrisation de
v, alors v est homotope a extrémités fixées a 7.

Démonstration. 11 suffit de poser Hy(t) = (st + (1 — s) f(t)).

Lemme 1.2.2. On a les propriétés suivantes.
— Soit v, et n,n’ des chemins tels que v~ et n~n'. Alors, v-n~~" -7

— La concaténation est associative a homotopie pres, i.e que si v,7 et v sont trois
chemins de X, alors

(v ) A"~y ()

Démonstration. — Soit F : I> — X une homotopie pour v ~ 7/ et G : I? — X une autre
pour 1 ~ 1. On pose

B F(t,2s)-n sit<1/2;
H(t) = { v G(t,2s—1) sit>1/2.

Il suffit de vérifier que cette application est 'homotopie recherchée.

— Dans (v -+') - 4", on parcourt v puis 4 respectivement sur [0,1/4] et [1/4,1/2]. Enfin,
on parcourt 7" sur [1/2,1]. Dans v - (7' - 4)”, on parcourt v sur [0,1/2] puis 7" et "
respectivement sur [1/2,3/4] et [3/4,1]. Il existe donc une application f : [0,1] — [0, 1]
linéaire par morceaux telle que v - (7' -7")o f ~~v- (v -4").

O
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FIGURE 1.2 — Les chemins 7 - 1 et o' -y’ sont homotopes.

X

FIGURE 1.3 — Exemple de lacet nulhomotope.

Remarque. On explicitera en TD une homotopie pour le second point.
Soit maintenant x € X un point de base.

Définition 1.2.4. On appelle lacet basé en x tout chemin v : I — X tel que v(0) =
v(1) = z. Deux lacets sont homotopes a extrémités fixées. On appelle lacet constant le
chemin v, : I — X, t — x. Un lacet est nulhomotope st v ~ .

Notation. On note 71 (X, x) 'ensemble des classes d’homotopies des lacets basés en x.

Théoréme 1.2.1. La concaténation définie pour tout lacets en x, v et n, par [v]-[n] = [yn)
munit 71 (X, x) d’une loi de groupe dont l’élément neutre est [y;]. L’inverse de [y] est la
classe [7] du lacet 5 : I — X, t — (1 —t).

Remarque. On appelle 71 (X, z) le groupe fondamental de X base en x.

Démonstration. Nous avons déja montré que la loi est associative. Pour 1’élément neutre remar-
quons que v, -y =~vo fou f(t) =0sit <1/2et f(t) =2t — 1 sinon. On a donc v, -y ~ . La
démonstration est la méme pour montrer que [y;] est un élément neutre a droite. Pour 1’élément
inverse, on cherche & montrer que si v est un lacet en x, alors n := ~ -4 est homotope a v,. Soit
vs(t) = 7y(st) et Ys(t) = (st) pour tout s,t € I. Soit s = vs-7. On a ny = 70 - o = V= €t
nm = -74. De plus, 15(0) = x et ns(1) = = pour tout s € I. Ainsi, 1 et v, sont homotopes.

O
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1.2. Groupe fondalemental

Proposition 1.2.1. Soit xg,x1 € X deux points. S’il existe dans X un chemin n reliant
xo a x1, Uapplication vy — (77 - 7y) - n induit un isomorphisme de groupe entre w1 (X, xo)
et m1 (X, x1). Plus précisément, lapplication

ad, : | m(X,20) — m(X,21)
ol VR AR

Démonstration. Montrons d’abord que ad,, est bien définit. Siy ~ 4/, alors (7-7)-n) ~ (7-7') 7.
Vérifions maintenant que c¢’est un morphisme de groupes. Soit [y], [7] € m1 (X, xg). On a

@y -3)-n~1-7)-(3-n)
~ (7)) -(-m)- (3 -m)
(77-7) - Yao - (- 1)
~ (7)) -m) - (@ (5 -n)-
On a donc ad,[v] = ad,[y]. Ensuite, ady[yz,] = [Vz,]. L’application ad,, est bien une bijection

puisque son inverse est donnée par [y] — [y7].
O

1.2.2 Simple connexité

Soit X un espace topologique.

Définition 1.2.5. L’espace X est dit étre simplement connexe si X est connezre par arcs
et que son groupe fondamental est trivial.

Remarque. Parler du groupe fondamental de X est justifié puisque X est connexe par arcs,
donc tous ses groupes fondamentaux sont isomorphes.

Exemple. Un ensemble C' C R” convexe non vide est simplement connexe. On utilise pour le
montrer ’homotopie barycentrique.

Proposition 1.2.2. Soit X un espace topologique. L’espace X est simplement connexe si
et seulement si pour tout x,y € X, il existe un chemin joignant x a y et ce chemin est
unique G homotopie 4 extrémités fizées pres.

Démonstration. La connexité par arcs est évidente. De plus, tout lacet v basé en x( est
homotope & extrémités v,, (par unicité). Ainsi, m1 (X, o) est trivial.

Soient 7, deux chemins entre z et y. Par hypothése, -5 ~ .. Soit alors F : I — X
une homotopie & extrémités fixées entre v-7 et vz,. Soit de plus ¢ : I — I? une paramétrisation
des trois cotés du carré. On définit G5(t) = F(tm + (1 — t)c(s)) avec m = (1/2,0). Alors,
Go(t) = F(tm) = ~v(t) et G1(t) = F(tm + (1 —t)e(1)) = F(tm + (1 — ¢)(1,0)) = +/(t). De plus,
Gs(0) = F(c(s)) =z et G5(1) = F(m) = y(1) = y pour tout s € I.

O
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FIGURE 1.4 — Exemple de paramétrisation de trois cotés d’un carré.

Remarque. Si z € X, il existe une bijection naturelle entre I’ensemble des lacets basé en z
et 'ensemble des applications continus de S' vers X tel que 1 € S! est envoyé sur = (ot 'on
identifie S* a {z € C||z| = 1}). En effet, on a un homéomorphisme

[0,1]/0~1 — S!

2mit
t — e

et Iapplication

donne une bijection.

7

Proposition 1.2.3. Soit x € X et 4:S! — X tel que 4(1) = . Soit v le lacet basé en
x correspondant. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) [v] =1 dans (X, x).
(ii) 4 est homotope relativement a A a Uapplication constante S* — {x} ou A = {1}.
(iii) 4 est homotope & extrémités fizées a l'application constante St — {x}.

(iv) % se prolonge en une application continue B2 — X (ouB = {z € C||z| < 1}).

Démonstration. Exercice 4 de la feuille 2 du TD.

[ Théoréme 1.2.2. Pour tout n > 2, S™ est simplement connexe.

Démonstration. Si v est un chemin de S™ évitant un point, alors v est est équivalent a un
lacet & valeurs dans R™ (wia la projection stéréographique). On a donc [y] = 1. En général,
montrons que 7 est homotope & extrémités fixées a un chemin 4" tel que 7/ est non surjectif.
Le chemin v est uniformément continu, il existe donc N € N tel que pour tout z,y € I tels
que |z —y| < 1/N, alors ||v(x) —v(y)|| < 1/2. On décompose I en N intervalles [t;,t;+1] de
longueurs 1/N. Alors, pour tout ¢ € [1, N], v([ti, ti+1]) est de diametre inférieur ou égal a 1/2.
Soit N; le point antipodal de «y(¢;) (qui n’est donc pas élément de y([t;, ti+1])). Enfin, on pose
7 Parc égal au plus court chemin de y(¢;) & y(ti41). N; n’est pas élément de ~/([0,1]) (puisque
diam~/([0, 1]) < diam~([t;, ti+1]) < 1/2). Avec la projection stéréographique, v, est homotope a
extrémités fixées a 7‘[ti7tz‘ ]+ Soit v’ la concaténation de tous les 7/, qui est donc équivalent a la
concaténation de tous les |, , 41]» lui méme équivalent a v. Ainsi, ~" est une concaténation fini
d’arcs. Il n’est donc pas surjectif.

O
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1.2. Groupe fondalemental

1.2.3 Fonctorialité de m;

Définition 1.2.6. Soit f : X — Y, 2z € X ety = f(z). On note fy : m(X,z) —
m1(Y,y) Uapplication définie par f.([7]) = [f o] pour tout [y] € m1(X, z).

Lemme 1.2.3. On a les propriétés suivantes.

— L’application f, est bien définie et est un morphisme de groupes.

— Soit g : W +— X et w € W tel que x = g(w). Alors, (f o g)x = f« © g« comme
application de m (W, w) vers m1 (Y, y).

— (idx)* = idﬂ.l(X@).

Corollaire 1.2.1. Soit f : X — Y un homéomorphisme. Alors, f. : m(X,z) —
(Y, y) est un isomorphisme. De plus, (f«)™' = (f~1)«.

Proposition 1.2.4. Soit C la composante connexe de x dans X . L’injectionr: C — X
induit un isomorphisme ry : m (C,x) — m (X, x).

Démonstration. Exercice.

Lemme 1.2.4. Soient f,g : X — Y avec f ~ g via l’homotopie H. Soit © € X et
Nz le chemin de f(x) a g(x) donné par s — Hy(x). Alors, f. = ady,of. ou ad, est
lisomorphisme de conjugaison entre w1 (Y, f(x)) — m1 (X, g(x)).

Démonstration. Soit v un lacet basé en x € X. Soit

G:|Ix]I — X

H((0),1-2)  si0<t< b3

(ts) — 3 H (7 (%252).s) sile<e<e
513

H(y(1),4t — 3) sifet <t < L

7 osi0<t<1/2
G(t,0) =< foy si1/2<t<3/4,
n si3/4<t<1.

car Hy = f. De plus, G(t,1) = go~y car Hy = g, G(0,s) = 7(0) = g(z) et G(1,s) =n(l) = g(x)
pour tout s € I. G est donc un homotopie a extrémités fixées (lacets en g(x)) entre 77(f o y)n et
go. On adonc [77(f ov)n] = [gov] = g«[y]. Enfin, ad,[f o 7] = ad,, ofi[7]. On en conclut que
ady, ofs = g«.

O
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s go~ I?

fov/ n
n 1/2 3/4 t

FI1GURE 1.5 — Hlustration de 'homotopie G

Remarque. Dans la démonstration, on a en fait G = H(y o ¢1,p2) ot I? — I% (t,5)
(p1(t, s), pa2(t,s)) est une reparamétrisation du carré.

Théoréme 1.2.3. Soit f une équivalence d’homotopie entre X et Y. Alors, f
(X, z) — (Y, f(z)) est une bijection.

Démonstration. Soit g =Y — X son inverse homotopique, i.e que g o f ~ idx. Il existe donc
un chemin de g(f(x)) &  dans X. De plus, on a (idx). = ad,(g o f)«, donc ady = g« o fs.
Puisque g, est surjective et f, injective, on en en déduit que gy o fi. Avec une étude similaire de
fog~idy, on trouve que f, et g, sont bijectives.

O

[ Corollaire 1.2.2. Tout espace contractile est simplement conneze.

1.2.4 Le groupe fondamental du cercle S*

On identifie encore S' a {z € C||z| = 1}. On pose p : R — S' ¢t +— 2™ et on note
z0 = p(0) =1 € C, et soit v,(t) = p(nt) pour tout n € Z et t € I (7, est un lacet de base z
dans S'). On a de plus 4(z) = 2™

Théoréme 1.2.4. On a un isomorphisme de groupes

7 — Wl(Sl,ZQ)
no— [yl

Pour démontrer ce théoréme, on s’intéresse avant & quelques résultats auxiliaires.

Lemme 1.2.5. Soit v : I — S* basé en zy. Il eviste un unique chemin 5 : I — R tel
que ¥(0) =0 et poy = 1.

Démonstration. — Unicité. Si a € R, on a le diagramme commutatif suivant.
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la—1/2,a+1/2] SN\{-p(a

S

(la —1/2,a+1/2[)

IR{=

Ainsi, si ¥ existe, il est uniquement déterminé par v et p.

— Euistence. Pour a = 0, I'application inverse de p|j_1 /2,1 /o est ¢ : ST\{—1} —] —1/2,1/2].
Soit n un entier suffisamment grand pour pour tout ¢,t" € I tels que [t — /| < 1/n, alors
|v(t) — v(¢')] < 1 (cet entier existe car v est uniformément continu). On a v(¢)y(¢') # —1
pour t,t' € T avec |t — /| < 1/n. En effet, on a |y(t)y(t') — 1| = |(v(t) — v({))y ()] < 1.
Soit j € [0,n—1] et t € [j/n,(j +1)/n]. On définit

A(t) = q (’y@)’V(i)) + sz;q <’7 (i/n) 7<Z;1)> :

Ainsi définie, c’est une application de [j/n,(j + 1)/n] — R. On peut donc facilement
recoller cette application définie en les n segments [j/n, (j + 1)/n] pour j € [0,n — 1] en
une application de I dans R. De plus, 5(0) = g(z9) = 0, et on a po 4 = 7 car pour tout

tel,
poA(t) =~(t)y <1‘1> Zf[lv <;> v <Z — 1) = ’Y(@’Y(i)’y (i) = 7(t),
<(j+

Remarque. Dans la situation du lemme, on appelle (1) € Z comme le degré du lacet 7. On
le note deg(y).

Lemme 1.2.6. Soit H : I — S' une application continue telle que H(0,0) = z¢. Alors,
il existe une unique application continue H : I2 — R telle que H(O 0)=0etpo H=H.

Démonstration. C’est une variante de la démonstration précédente (voire TD).

Remarque. On dit que 7 et H sont les relevements de ~y et H.

Exemple. Le relévement de v, est définit par 7(t) = tn pour tout n € Z. Son degré est n.

Proposition 1.2.5. Soit v et v deux lacets basés en zy. Alors, v ~ ' si et seulement si
deg(7) = deg(?').

Démonstration. [<=] Si les degrés sont égaux, ¥ et 4’ ont des mémes extrémités, donc ~y et 7’
sont homotopes a extrémités fixées. En partlcuher elles sont homotopes.

[=] Soit H une homotopie entre v et 7/, et H : I — R son relévement (alors H, est un
reléevement du lacet H, pour tout s € I). On a po H(1) = H,(1), donc H,(1) = deg H,. Alors,
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H({1},1) C Z.Mais s — IEI§(1) est continue, donc H ({1}, 1) = {ng} ot ng € Z. Les relévements
At — Ho(t) et 7' : t — Hq(t) de v et 7/ ont le méme terminus. Ainsi, degy = deg~’.
O

Proposition 1.2.6. Soient v et v/ deux lacets basés en zy. On a deg(y -v') = deg(y) +
deg(v").

Démonstration. Soient 4 et 4’ les relévements de v et 7/. L’application a : I — R définie pour
tout ¢ € I par

B 3(2t) si0<t<1/2
alt) = { (2t — 1) +5(1) sinon,

est bien définie, continue, et donne le relévement de v - /. En effet, a(0) = 0 et

~(2t) si0<t<1/2,
po a(t) = ’S/(Qt — 1)’}/(1) SiIlOD,
N————
7/(2t-1)

donc poa =+ -+". Pour le terminus, on a deg(y-v') =7'(1) + 4(1).

On peut maintenant démontrer le théoréme.

Démonstration (du théoréme). L’application deg : m1(S%, 29) — Z est bien défini, et est un
morphisme de groupes selon les propositions 1.2.5 et 1.2.6. Il est injectif selon la deuxiéme
implication de la proposition 1.2.5 et est surjectif car deg[y,| = n pour tout n € Z. L’application
inverse est n — [yy,].

O
Définition 1.2.7. On appelle tore de dimension n l'espace T™ = (S1)".
Corollaire 1.2.3. On a m(T™, (1,...,1)) = Z™.
Démonstration. Par récurrence.
O

Proposition 1.2.7. Soient X etY deux espaces etpy : X XY — X et pa: X XY — Y
les projections. Alors,

(P1)x X (p2)« : m(X X Y, (2,y)) — m(X,z) x m(Y,y)

est un isomorphisme.

Démonstration. Cette application est surjective. En effet, si 1 est lacet de base x dans X, et 9
de base y dans Y, alors v = =1 X 72 est un lacet de base (x,y) dans X x Y est envoyé sur y; X 7a.

Enfin, I'application est bijective. Soit v un lacet de base (x,y) et soit H' (resp. H?) une
homotopie entre p; o7y et v, (le chemin constant a x) (resp. entre pooy et ~y, ). Alors, 'application

(2,4, s) — (HX(2"), HZ(y')) est une homotopie entre v = (p1 0 7, p207) et Y(zy)- O
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1.3. Théoréeme de VAN KAMPEN

[ Corollaire 1.2.4. R? et R™ ne sont pas homéomorphes pour tout entier n # 2. ]

Démonstration. On a déja vu le cas n = 1, on suppose donc que n > 2 et que R? = R™. Alors,
siz € R? et y € R, on a que R?\{z} = S et R"\{y} = S"~! sont homéomorphes, ce qui est
contradictoire car S”~! est simplement connexe.

O

[ Corollaire 1.2.5. S' n’est pas un rétract de B2.

Démonstration. Si c’était le cas, 71 (S', 1) s’'injecterait dans 71(B2, 1), ce qui est impossible.

O

1.2.5 Applications.

Théoréme 1.2.5 (BROUWER). Toute application continue f : B2 — B2 posséde un point

fize.

Démonstration. Soit A la diagonale de B2xB? (A = {(z,x) |z € B?}). Soit F : B?xB?\A — S!
I'application définie de sorte que F'(z,) est le point d’intersection de la demi-droite |z, y] avec S*.
Alors, F(z,y) = z+to(x—y), ol to est 'unique solution réelle positive de I’équation quadratique
|z + to(x — y)||* — 1 = 0. Ainsi définie, F est une fonction continue. Si f n’a pas de point fixe,
alors (f(z),r) € A pour tout z € B2. Alors, B2 — S', x +— F(f(x),z) est une fonction continue
bien définie et est une rétraction, ce qui est impossible.

O

Théoréme 1.2.6 (D’ALEMBERT). Tout polynéme non constant a coefficients complezes
posséde au moins une racine complexe.

1.3 Théoréme de VAN KAMPEN

1.3.1 Groupes libres

Définition 1.3.1. Soit F' un groupe, et S C F. Le groupe F' est libre de base S si pour
tout groupe G et toute application f : S — G, il existe un unique morphisme f : F — G
prolongeant f o F.
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Exemple. F =ZetS={1}.

’

Lemme 1.3.1. Si F' est un groupe libre de base S, alors S engendre F'.

Démonstration. Soit F' = (S). Puisque F est libre, l'injection S — F’ s’étend de maniére
unique en [/ : F — F’ et f’ est surjective. Si i : F/ — F est l'injection de F’ dans F,
alors i o f’ et idp sont deux morphismes qui étendent S — F. On a donc 7o f/ = idp et
F'=TIm(io f') = F.

O

Lemme 1.3.2. Soient (F1,S1) et (Fa,S2) deux groupes libres munis de bases respectives.
Alors, S1 et Sy ont méme cardinauz si et seulement si F1 et Fy sont isomorphes.

Démonstration. Soit f :S7 — S5 une bijection et g sa réciproque. On a le diagramme commu-
tatif

S1 S Fy

® f

Fy

et le méme pour §. Ainsi, §o f et idp, étendent l'inclusion S; — Fi et donc par unicité,
go f=1idp et fog=idp,. La réciproque sera démontrée en TD.
O

Définition 1.3.2. Soit S = {s;|i € I} un ensemble, et S~ un ensemble d’inverses
formels, i.e S~' = {s; |i € I'}. Un mot sur Ualphabet SUS™" est une suite finie 85 -85,
avec €1, ...,en € {—1,1}, d’éléments de SU S~ de longueur finie n non précisée (le mot
vide a pour longueur 0). Il est réduit s’il ne contient pas deux lettres consécutives de la

forme ss™1 ou s Ls.

Théoréme 1.3.1. 57 S est un ensemble, il existe a isomorphisme prés un unique groupe
libre F'(S) de base S.

Démonstration. L’unicité est donnée par le lemme précédent. On construit maintenant le groupe.
Si un mot contient un ss~! ou s~'s, on peut “simplifier”. Réciproquement, on peut introduire ss~!
ou s~ 's. On introduit une relation d’équivalence sur les mots : on dit que w ~ w’ s’il existe une
suite finie de telles opérations permettant de passer de w & w’. On pose F(S) comme le quotient
de 'ensemble des mots par la relation ~. L’élément [@] sera noté 1. On munit ce quotient de
I’opération de concaténation des mots qui est associative et qui passe au quotient. L’inverse
870 -+ ;"] est [s; " -5, °']. Ainsi, F(S) est bien un groupe. Il est libre car si f : .S — G est
une application, et on note g; = f(s;) pour tout i € I, alors 'application f définie par

A~
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1.3. Théoréeme de VAN KAMPEN

est bien définie et est un morphisme qui prolonge f. Il est aussi clair que f est unique.

Corollaire 1.3.1. Les éléments de F(S) sont en bijection avec l’ensemble des mots réduits
sur Ualphabet S U S~! noté Red, et la loi de groupe s’obtient en concaténant les mots et
en simplifiant (i.e en enlevant les termes de la forme ss=' et s71s).

Démonstration. 1l nous suffit ici de montrer que F'(S) est en bijection avec Red. Bien str, chaque
classe contient un mot réduit. Soit ¢ : S — Aut(Red), s — @5 une application définie pour tout
s € S et w € Red par ps(w) = sw si sw est réduit (i.e que w ne commence pas par s~ 1), ou
@s(w) = w' si w = s~1w'. L’application p, est une bijection sur Red d’inverse (-1, donc ¢ est
bien définie. F est libre, il existe donc un unique morphisme ¢ : F' — Aut(Red). Soient w # w’
deux éléments de Red. On a ¢, (1) = w # w' = @p(1), donc Qp, # Py Ainsi, [w] # [w]
dans F et alors w o w'.

O
1.3.2 Produit libre de groupes
Proposition 1.3.1. Soient A et B deux groupes. Il existe a isomorphisme prés un unique
groupe G noté G = A x B, et deux morphismes ip : A — G et i : B — G vérifiant
la propriété universelle suivante : pour tout groupe H et pour toute paire de morphismes
fa: A — H et fp: B — H, il existe un unique morphisme f : G — H tel que
fa=foiget fp=foip.
Démonstration. Un mot réduit est un mot de la x; - ... -z, ou chaque z; € AU B\{14,1p} et

deux x; consécutifs sont dans des facteurs différents. Le mot de longueur 0 s’appelle 15. On a
alors GG est 'ensemble des mots réduits et 1. On le munit de la loi de concaténation des mots, et
si un mot n’est pas réduit, on le réduit en remplagant a -a’ par (aa’) et b-V' par (bb') en enlevant

les éléments triviaux. Alors, 1g est I’élément neutre et x,; Lo, T L est Iinverse de a1 - .. . - Tn
O

Corollaire 1.3.2. Les applications ig4 : A — Ax B et ip — A x B sont injectives et
leurs images sont des sous-groupes de A x B avec A’ N B' = {1}.

Démonstration. On pose i4 : A — G d’image A’ 'ensemble des mots de longueur 1 dans A et
1. Idem pour B.
On vérifie la propriété universelle. On a

flarbr - -anby) = falar)f(b1) - falan)fB(bn).

Ainsi, f: G — H est uniquement déterminé par f4 et fp. Enfin, 'unicité vient de la propriété
universelle qui donne un morphisme f : G — G’ (ou G est un groupe vérifiant ces propriétés),
qui est en fait un isomorphisme.

O

[ Définition 1.3.3. On appelle G = A x B le produit libre (abstrait) de A et B. ]
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Remarques.

— Par la suite, on identifie A avec A’ et B avec B’, on regarde donc ces groupes des sous-
groupes de G.

— En itérant, on peut définir *;c;G; pour une famille fini (G;);e; de groupes. Par exemple,
Fo=7Zx---%7Z (n fois).

1.3.3 Présentation d’un groupe

Rappel. Soit G un groupe et rq,...,r. € G. Le sous-groupe distingué engendré par les r; est
I’ensemble des éléments de la forme

1, —1 Em —1
917,91 - 9mT;,, 9m

(o g1,...,9m € G et ey,...,em € {—1,1}), qui est le sous-groupe engendré par tous les conju-
gués des r'. On le note ((r1, ..., 7).
Définition 1.3.4. Soit S = {s1,...,8,} des lettres et r1,...,r des mots en les Siﬂ, On

appelle G = F(S)/ (r1,...,7x) et on écrit

G={(s1,....,8p |1 =1,...,m,=1),

ou simplement G = (S1,...,8n | T1,. .., Tk).

Remarques.

— Cette maniére de définir un groupe permet de définir des groupes via des générateurs et
des relations entre ces dits générateurs.

— Si §; est la classe de s; dans G, alors G est engendré par les §; et 7; = 1 dans G pour tout
1e€1.

— Si{ri,...,m} =2, G=F(S).

— Dans la suite, on écrit parfois s; au lieu de s; par simplicité.

Proposition 1.3.2 (propriété universelle). Si H est un groupe, et hy,..., h, € H sont
tels que ri(hi, ..., hy) =1 dans H pour tout i € [1,k], alors il existe un unique morphisme
de groupes G — H qui envoie s; sur h;.

Démonstration. L’application f : S — H définie par f(s;) = h; pour tout ¢ € I induit une
application f : F(S) — H. Puisque r; € ker f pour tout ¢ € I, f passe au quotient G. Puisque
les s; engendrent G, f est uniquement déterminée.

O

Exemples.

— (s1,82] 313231_132_1> ~ 72

— SIG=(s1,...,80|T1,...,rp ) et G' = (s},... s, |",...,7)), alors

! / / / /
GxG (S, ySny STyee ey Sy [ T1y ooy Thy Ty ooy Ty )
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1.3.4 VAN KAMPEN

Soit X un espace connexe par arcs et X1, Xo C X des sous-espaces ouverts connexes par arcs
tels que X = X7 U X5 et X7 N X5 est connexe par arcs, et soit € X7 N X9 un point de base. Soit
Ji » m(Xk, z) — m (X, x) Papplication induite par l'injection X} < X pour k € {1,2}. On
consideére l'application ¢ : m1 (X1, z) 71 (X2, 2) — 71 (X, z) donnée par la proposition 1.3.1. Soit
ik : m(X1 N Xo,z) — 1 (Xg, x) — m (X7, x) * (X2, x) Papplication induite par l'inclusion
X1 N Xo < Xg. pour k € {1,2}. Si «y est un chemin de X; N Xy, on a ¢(i1[7]) = [v] = ¢(i2[y]),
oil [7] est la classe d’homotopie de v dans X. Ainsi, i1[y]iz[y]™! € ker ¢. Le théoréme de VAN
KAMPEN va nous permettre de préciser la forme du noyau de .

r

Théoréme 1.3.2. Le morphisme @ est surjectif et

ker p = ((i1[y] - i2[7] 7" | [7] € m (X1 N X2))) -

En particulier, m1 (X1 U X2) est isomorphe a (71(X1,x) * ma(Xa,z))/ ker .

Remarque. Moralement, 71 (X) est le plus gros quotient de 71 (X7 )*7m2(X2) dans lequel i1[v] =
i2[y] pour tout chemin v dans X; N Xo.

-

Corollaire 1.3.3. Sous les mémes hypothéses, supposons que

(X1, 2) Z(S1,. ., 8n | T1y oy Tk,
7T2(X1,.CU) = (Slla'--vsgn ’7“/1,...,7“@,

et que m1 (X1 N Xo, ) est engendré par ci, ..., cp, alors

(X, T) 22 (81, -y Sny Sy e ey S | T1s e ey Thy Ty e - - s ré,il(cl)ig(cl)_l, . ,ip(cp)ig(cp)_l).

Remarque. Ici, on écrit i1 (c;) pour un mot en les s1, ..., s, qui représentent 1'élément i1 (c;) €

m1(X1,2), et de méme pour ig(c;) L.

Lemme 1.3.3. Soit K un compact métrique et un recouvrement ouvert (U;);c; de K.
Alors, il existe € > 0 tel que pour tout x € K, il existe i € I tel que B(xz,e) C U;. En
particulier, si x,z' € K sont tels que d(z,x') < e, alors x,x’ € U; pour un certain i.

Démonstration. Pour tout x € K, il existe £, > 0 et i € I tel que B(x,e,) C U;. Puisque K
est compact, on peut écrive |JY | B(x;, ex,/2). On choisit ¢ = minY, e,,/2. Si z € K, alors il
existe i € [1, N] tel que B(x,e) C B(x,es,/2) (€4,/2 réalise le minimum). De plus, B(x,e,,/2) C
B(zi,ez,) C Us.

O

Démonstration (du théoréme de VAN KAMPEN).  — Surjectivité de ¢. Soit [y] € m1(X). On
applique le lemme & K = [0,1] = v~ 1(X7) Uy 1(X3) : il existe € > 0 tel que pour tout
t,t" € [0,1] tel que |t —¢'| < g, alors il existe k € {1,2} tel que v(t),y(¢') € Xk. Quitte &
diminuer, on peut écrire ¢ = 1/N. On découpe alors [0, 1] en N intervalles

I = [to,tl],.. LI = [tN_l,tN]
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avec to = 0 et ty = 1. Pour tout ¢ € [1, N], il existe k; € {1,2} tel que y(I;) C X},. Soit
vi = 7|1, (chemin dans X ). Il est clair que v ~ 71 ---yn. Soit §; le chemin reliant x &
v(ti) (le terminus de ;) dans Xy, , N Xy,. Alors,

v~ (m61) - (017202) - - (On 17N ON)-
Ainsi, 'élément [y61] - -+ [On_17nOn] € T1(X71) * m1(X2) est une préimage de [y] par .
— Calcul de ker . Soit

N = ((ish] - i2ly] ' ] € m(Xi N Xa))) -

On a déja montré que N C ker ¢, donc la factorisation

Q: 7T1(X1) *7T1(X2) — 7T1(X)

est surjective. Il suffit donc de montrer 'application ¢ est injective. On introduit pour cela
un peu de vocabulaire.

Une factorisation d’un [f] € 71(X) est un produit [f1]- - [fx] € m1(X7) * 71 (X2) tel que

— fi est un lacet basé en x dans un X,, i.e que [fi] € m1(Xa);

— f~ f1-- fr dans X en tant que lacets basés en x.

Deux factorisations sont dites équivalentes si elles sont reliées par un nombre fini d’opéra-
tions parmi les deux suivantes :

— remplacer deux termes [f;][fi+1] par [fi][fi+1] si fi et fir1 sont & valeurs dans le méme
Xas
— considérer [f;] € m dans 71 (Xg) dans 71 (Xg) si fi € Xo N X (i.e remplacer i, f; par
igfi)-
La premiére opération ne change pas un élément de 71 (X;) * 71 (X2), tandis que la seconde
ne change pas la classe de I’élément dans 71(X71) * 71(X2)/N.
L’application @ est injective si et seulement si deux factorisations de [f] sont toujours
équivalentes. Soient [f1]---[fx] et [f{]---[f;] deux factorisations de f. Il existe une homo-
topie H = I? — X de f1---fr a f{--- f}. Selon le lemme auxiliaire avec K = I? et
Uy=HYX;),ilexiste 0 =tg <t; < - <tp=1et 0=359 <83 <--- < s, tels que les
rectangles

Rij = [ti,tir1] X [sj,8541] C I

soient envoyé par H sur X; ou X3. On peut supposer que les ¢; contiennent les points de
subdivision de la concaténation fi--- fi et de la concaténation fi--- f;. On numérote les
rectangles Ri, Ro, R3, ..., Ry, tels que le dessin suivant.

Si 7 est une chemin de I? du coté gauche au coté droit du carré, alors H|, et un lacet basé
en r dans X. Soit 7, le chemin qui sépare Ry,..., R, de Ryy1,..., Rmn. En particulier,
70 = [0,1] x {0} et ymn = {0} x [0,1]. On passe de v, & ¥,+1 en “poussant v, a travers le
rectangle R,;”. Pour chaque sommet v € R; tel que H(v) # z;, soit g, un chemin de = a
H(v). Si H(ey) C X, ot e, I'aréte entre v et v+1, on choisit g, dans X,NX3. Comme dans
la démonstration de la surjectivité, on insére les chemins g, et g, aux sommets consécutifs
dans 7, de sorte que

H"Yr ~ H’evlg’UQ (gng‘6U2gU3) T (gUleevp)a
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(ou p est le nombre d’arétes dans +,) est une factorisation de [H|,.] € m(X). En fait,
Hle,, v, est un lacet basé en X dans un X,. La démonstration est achevée grice aux deux
propriétés suivantes.

(i) Les lacets de [H|,,] et [H]|,,,] sont équivalents. En effet, on peut considérer un seul
X4 pour toutes les arétes de v, et v,41 dans R,y (il suffit de prendre le X, tel que
H(R,+1) C X,). Grace a la premiére opérations sur les factorisations équivalentes,
on peut remplacer les facteurs dans les factorisations de v, et v,41 qui correspondent
a leurs arétes par leur produits dans 7 (X,). Finalement, le lacet 6 de ~,resp. 6" de
Yr4+1, qui en résultent sont homotopes dans X,.

(1) La factorisation associée & o (resp. Ymn est équivalent ) fi--- fi (resp. f1--- f;). En
effet, pour chaque sommet v de [0, 1] x {0}, on choisit plus précisément : X, pour g,
tel que Im f; C X, pour le f; tel que v appartient & la source® de f; (si v est dans
I'intersection des sources de f; et fiy1, alors v est un point de subdivision). En vertu
de la premiére opérations sur les factorisations équivalentes, on peut remplacer les
facteurs de la factorisation H|,, qui correspondent aux arétes dans la source d'un f;
par leur produit dans 71(X,) (o X, est tel que Im f; C X,,) et ce produit est égal
a [fi] € m(Xa). Ainsi, H|,, est équivalent & fi,..., fz. L’argument pour les f{--- f;
est similaire, et donc fi -+ fi, ~ H|vVmn ~ f1 -+ f}.

OJ
Corollaire 1.3.4. Sous les hypothéses du théoréme de VAN KAMPFEN, on a les propriétés
susvantes.
(i) St m (X1 N Xa) est trivial, alors m1(X) = w1 (X1) * m1(X2).
(i) Si m(X2) est trivial et si Uon note Iy = (Im(i1))), alors m(X) = m1(X1)/1h.
(ii3) Siiy 7 (X1 N Xe) — m1(Xa) est surjectif (donc bijectif), alors m(X1) — m1(X)
est surjectif (donc bijectif ).
Démonstration. Exercice (TD).
OJ

Corollaire 1.3.5. Soit ji : m(Xg) — 7 (X) linjection d’inclusion pour k € {1,2}.
Sous les hypothéses du théoréeme de VAN KAMPFEN, le groupe fondamental w1 (X) vérifie
la propriété universelle suivante : si G est un groupe, et hy = 7 (X1) — G et hy =
m1(X2) — G sont des morphismes de groupes tels que hyoi1 = haoia comme applications
de m1(X1 N X3) dans G, alors il existe h : m(X) — G tel que ho j3 = hy et ho jo = hs.

Corollaire 1.3.6. Soient X1 et Xo deuxr espaces connexes par arcs. Soit Y1 C X7 et
Ys C Xa deux fermés non vides connexes par arcs homéomorphes, et soit f: Y, — Yo un
homéomorphisme. On suppose que Y1 et Yo sont des rétracts d’ouverts respectifs Uy et Us.
Soit enfin X = X1 Uy Xo. Soient x1 € Y1, 9 = f(x1) € Y2, et o = p(x1) = p(x2) dans X.
Alors,

m (X1 Uy Xo) 2 m(X1) * m1(X2))/ {00« 02)« (£ D) | [V] € mi(Ye,21))) -

1. On appelle source de f; le segment sur lequel il est défini.

24
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Rappel. X;U; X5 est le quotient de X7 L.X5 par la relation d’équivalence induite par f, i.e que
si (X1 U X9)\ (Y1 UY?2), alors la classe d’équivalence de z est [x] = {z}. Six € Y1, [z] = {=z, f(x)}.
Enfin, si y € Y2, alors [y] = {y, /' (y)}.

Démonstration. Soit X] = X; UUs et X) = Xo U Ujp. Soit Y l'image de Y; dans X (qui est
aussi l'image de Y5 dans X). Soit ¢ € {1,2}. Puisque U; se rétracte par déformation sur Y, on a
X! ~ X;, donc X{NX, =U; NU; se rétracte a y. Alors, pour tout ¢ € {1,2}, on a le diagramme
commutatif suivant.

(X1 NX5) —— m(X7) *m(X3)
m(Y;) ———— m(Xq) * m(X2)
Ainsi, Papplication f, : m1(Y7,21) — 71 (Y2, 22) est bijective et on conclut avec le théoréme de

VAN KAMPEN.
O

Définition 1.3.5 (bouquets d’espaces). Soient (X1, 21) et (X2,22) deux espaces topolo-
giques pointés. Le bouquet des espaces X1 et Xo est l'espace X1V Xo = (X1UXo)(z1 ~ 2).
A homéomorphisme pres, cette définition ne dépend des choix de x1 et xs.

Exemple. Cette construction permet de coller deux espace. On a par exemple l’espace SV S!,
qui est un huit (ot 'on identifie les points (1,0) et (—1,0) de 'un et l'autre cercle).
On suppose désormais Xjet Xo connexes par arcs.

Proposition 1.3.3. On suppose que les espaces X1et Xo sont respectivement rétracts par
déformations d’ouverts Uy C X1 et Uy C Xo. Soit x l'image de x1 et xo dans X1 V Xo.
On a alors

7T1(X1 \/XQ,I) = 7T1(X1,.’L'1) *7T1(X2,1L’2).

Démonstration. Corollaire précedent.

Exemple. On a m(S!'VShz)=7ZxZ.

1.3.5 Groupe fondamental d’un graphe

Définition 1.3.6. Soit V un ensemble fini muni de la topologie discréte et E une réunion
disjointe de copie de [0,1]. Soit f : OE — V une application. Alors, l’espace I' =V Uy E
est obtenu en recollant E a V par f. I' est dit fini si V [’est. Une aréte est une classe
e d’un segment [0,1] dans I'. Un arbre est un graphe sans cycles, i.e sans suite d’arétes
distincts eq, . .. e, telle que e; = ey, et e; # €11

Proposition 1.3.4. Un arbre est contractile.
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Démonstration. Soient xg € V et x € I'. Si x ¢ V, alors il existe un chemin v sans aller retour
de xg & x (puisque I" est un arbre). On prolonge v en un chemin ey, ..., e, que on identifie a
[0,n]. L’application I x v — I', (t,x) + tx est une homotopie de i o r & idp, ou ¢ : {zg} — T’
est U'inclusion et r : I' — {x(} est une rétraction. On a donc I" ~ {z¢}.

O

Proposition 1.3.5. Le groupe fondamental d’un graphe connexe fini est un groupe libre.
Son rang est le nombre d’arétes dans le complémentaire d’un sous-arbre maximal.

Démonstration. Soit T'NT" un sous-arbre maximal. Un tel sous-ensemble existe car le graphe est
fini. Quitte & augmenter cet arbre, on peut supposer V-.C T. Si T =T, alors 71 (I, z) = {1}.
Sinon, on fait une récurrence sur N, le nombre d’arétes dans I'\7.

— N = 1. On peut écrire I' = T'U {e}. Tout cycle dont les arétes sont dans I' passe par le
sommet e, et il existe un unique chemin v C T reliant les extrémités de e, donc il existe un
unique cycle d’arétes yU{e} dans I'. Puisque T est contractile, il se rétracte par déformation
sur v, donc I se rétracte par déformation sur v U {e}. Or, v U {e} = S!, donc

(D) 2 (v U {e}) = Z.

— Hérédité. Soit N > 1 et supposons le résultat vrai au rang N — 1. Si e € T, on pose

Xe=JB(v,1/2)nT U{e}
veV
ou B(v,1/2) est une boule ouverte. Soit e ¢ T'. Les parties X; 1= [J, .. Xer et Xo = X
sont ouvertes dans I' et sont telles que X; U X9 = I'. De plus, l'intersection

XiNXy=|JBv,1/2)uT
veV
se rétracte par déformation & T et les espaces X7 et X9 se rétractent respectivement a
IM{e} et T U {e}, donc I'hypothése de récurrence permet d’affirmer que 71 (X1) = Fh
et m(X2) = Z, ou Fn_1 est un groupe libre de rang N — 1. Selon le théoréme de VAN
KAMPEN, on a 71 (I') = F_1 * Z, qui est un groupe libre de rang N.

O

1.3.6 Attacher une cellule : les CW complexes

Soit Y un espace connexe par arcs et N > 2 un entier. Soit f : S¥~! — Y une application
continue. On considére I'espace X =Y Uy BY obtenu en recollant les espaces Y et BY au moyen
de la fonction f.

~

Théoréme 1.3.3. Soit yg €Y.

— Si N =2, alors lapplication f : S* — Y représente un élément [y] € 71(Y,yo) bien
défini a conjugaison pres, et on a

(X, y0) = m1(Y,50)/ (7)) -
— SIN >2 ona

71 (X, y0) = m1(Y, %0)-
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Démonstration. Soit O € BYN le centre de la boule BY. On considére les ouverts X; = Y U
[e]

(BM\{O}) et Xo =BY. Alors, Y se rétracte par déformation sur Xi, 'ouvert X5 est contractile,

(¢}
et X1 N X2 (homéomorphe a BY \{O}) se rétracte sur {x € BY | ||z| = 1/2} = SV-1
On suppose N > 1. Alors, 71 (SV 1) est trivial. Soit 29 € X1NXs. L'inclusion X; < X induit
un isomorphisme 71 (X1, z9) = m1 (X2, z9) par le théoréme de VAN KAMPEN. Soit 7 un chemin
joignant yo & xo dans Xi. On considére les isomorphismes ad, : m1(X1,z9) — 71 (X1, 20) et
ad,, : m1 (X, z9) — m1 (X, z9). On trouve alors le diagramme commutatif suivant.

m(Y,y0) —— m1(X,20)

B

7T1(X17y0) adp | =

ady J{%

1 (X1, o) 2 (X, 20)

Ainsi, Papplication f, : m1(Y7,21) — 71 (Y2, 22) est bijective et on conclut avec le théoréme de
VAN KAMPEN.
Si N =2, ona m (X1 NXy) = Z On pose vf(t) = f(e*™) € Y pour tout ¢t € [0,1], et
2o = 7¢(0) = f(1). Puisque 7m1(X>2) = {1}, un corollaire du théoréme de VAN KAMPEN assure
que l'inclusion X7 < X induit un isomorphisme (X1, z¢)/I1 = m (X, zo) avec I = (Imiy)),
oil 41 : X1 N Xo — X; est I'inclusion, et ot zg est un point de {z € B?| ||z|| = 1/2}. Avec
V() = 1e2im la classe [vf] engendre m (X1 N X2,20) et la rétraction r : Xy — Y satisfait
r«i1[vy] = [yf]. Puisque Io = (i1[v}]), le noyau de i, : m (Y, y0) — m1(X, 20) est (([yy]))- Soit n
un chemin de yg & zp dans Y. Comme dans le premier cas, on a ker(m (Y, y9) — m(X,90)) =
{mypm)-
O

Définition 1.3.7. Un CW-compleze est un espace topologique obtenu de la maniére in-
ductive suivante.

— X9 est un ensemble discret I ;

— X™ est obtenu a partir de X" et d’une union disjointe de boules B} avec i € I,
en les attachants & X"~ par des applications continues f; : 0B} — xXr=t.

— X = Upen X" est muni de la topologie faible : K C X est fermé si et seulement si
KNX™C X™ est fermé pour tout n € N.

Remarque. Sil, =@, alors X" = X" L.

Théoréme 1.3.4. Soit X un CW-complexe et x € X2. Alors, linclusion X? — X induit
un isomorphisme m (X2, z) = 7 (X, z).

Remarque. Les CW-complexes de dimension 1 sont exactement les graphes.
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1.4 Revétements

1.4.1 Homéomorphismes locaux

Définition 1.4.1. Une application continue p : Y — X est un homéomorphisme local
si, pour tout point y € Y, il existe un voisinage ouvert U de y et un voisinage ouvert V
de p(y) tels que la restriction p: U — V' soit un homéomorphisme.

Remarques.
— Un homéomorphisme local est une application ouverte.

— Soit p: X — Y un homéomorphisme local, et A C X. Alors, p[,-1(4) : p~HA) — p(4)
est un homéomorphisme local.

— En particulier, p~1({z}) est un espace discret pour tout x € X.

Définition 1.4.2. Un revétement d’un espace X est une application surjectivep : Y — X
telle tout © € X possede un voisinage ouvert V tel que p~' (V) = | |;c;Us ou U C Y est
un ouvert pour tout i € I tel que ply, : Ui — p(U;) =V est un homéomorphisme.

En anglais, on parle de “covering space”.

Remarques.
— Les U; sont appelés feuillets au dessus de V.
— On appelle 'application inverse s; : V. — U; une section locale.
— On dit qu'un tel ouvert V est un ouvert trivialisant de p.

— On dit que p : Y — X est connexe (resp. simplement connexe, resp. connexe par arcs,
etc...) si espace Y est connexe (resp. simplement connexe, resp. connexe par arcs, etc. . . ).

— L’application p est un homéomorphisme local.

— L’application z — card p~!({z}) est localement constante. En particulier, si X est connexe,
cette application est constante.

— SiY est connexe (resp. connexe par arcs, resp. compact), alors X est connexe (resp. connexe
par arcs, resp. compact).

— Si X est séparé, alors Y est séparé.

— En tant qu’espace topologique, on a le diagramme commutatif

User Ui w VxI
p pu1
V

ou I est muni de la topologie discréte.

Exemples.

— Revétements triviauz. On appelle revétement trivial tout revétement ot X est trivialisant,
i.e que
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.

FIGURE 1.6 — Revétement du cercle S! par la droite réelle.

Y
X
donc chaque revétement est trivial.
— Soit p: R — S, €2™. Soit V7 = S'\{1} et V_1 = S'\{—~1}. V; et V4 sont trivialisants
pour p. En effet, on a p~ (V1) = R\Z = U,z)i,i + 1[, et Pljii+af i, 1+ 1[— V1 est un

homéomorphisme. De méme pour V_1,onap™t(V_1) = R\(Z+1/2) = J,5]i—1/2,i41/2],
et plli—1/2,i41/2[ :J7 — 1/2,1 4+ 1/2[— V_1 est un homéomorphisme (voir figure 1.6).

— = X xI

— Soit p : S = S, 2z — 2", ot n > 1 est un entier. On reprend la méme notation avec
les V1. On a p~1(V4) = SN\, et p7 (V1) = SY\ (p2n\ptn), ot g C C est le groupe des
racines k-iémes de 'unité pour tout k& > 1.

Contre-exemple. On a vu qu’'un revétement p : ¥ — X est un homéomorphisme local.
Cependant, certains homéomorphismes locaux ne définissent pas de revétement. Soit
Y = {(z,y) € R?|zy = 1} UR x {0}.

La projection p: Y — R x {0} est un homéomorphisme local mais n’est pas un revétement.
On a tout de méme une réciproque partielle.

Proposition 1.4.1. Soit p : Y — X un homéomorphisme local. Si Y est séparé, et
toutes les fibres p~'({x}) ont un méme cardinal fini, alors p est un revétement.

Démonstration. Soit x € X et notons p~ ({m}) = {¥1,---,Ym}. Puisque p est un_homéomor-
phisme local, pour tout i € [1,m], il existe ; un voisinage ouvert de i tel que p|u U, — p(Z/{ ).

Y étant séparé, on peut supposer les U disjoints. Soit V' = (", p( ;) C X.V est un voisinage
ouvert de z. Soit U; = p|a.1( ) C U;. Cest un ouvert non vide, ply, : Uy — V est un homéo-
morphisme, et '
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En effet, si 2/ € V, alors card(p~*({2'}) NU;) = 1 pour tout i € [1,m]. Les U; sont disjoints,
donc card(p~!(z') N ™, Us) = m. Ainsi, p~1({2'}) € L%, Ui, et alors p~1(V) C LI, U;. On
en conclut que p~1(V)) = | |2, U;, et ply, : Uy — V est un homéomorphisme.

O

1.4.2 Propriétés de relévement

Définition 1.4.3. Soit p : X — X un revétement et f:Y — X. Une application
f Y — X est dit étre un relévement de fsipo f f.

Remarque. On a le diagramme commutatif suivant.

!
Yy — 5 X
- )

P
o !
X

Lemme 1.4.1. Sozent f, f’ : Y — X deux relevements de f. S1Y est conneze et s’
existe yo € Y tel que f(yo) = f'(yo), alors f = f.

Démonstration. Soit C = {y € Y| f(y) = f'(y)} C Y est un fermé. Montrons que C' est ouvert.
Si yo € C, alors il existe U; C X tel que f(yo) = f'(yo) € Us (choisir un trivialisant qui contient
f(vo0)). En particulier, p|u U; — p(U;) est un homéomorphisme. Soit s; : p(lh;) — U; la
section locale, et W := f=1(Uy;) N f/~2(U;) est un ouvert de Y (autour yo € Y). Il suffit alors de
montrer que W C C. Siy € W, alors f(y) € Ui et f(y) = s;(p(f(y))) = si(f(y)). De la méme
maniére, on a f'(y) = s;(f(y)). Ainsi, y € C. On en déduit que W C C, i.e que C C Y est
ouvert. Puisque C est un connexe non vide, on a C =Y.

O

Corollaire 1.4.1. Soit v : [0,1] — X un chemin, et 7,7 : [0,1] — X deuz relevements
de v. Si 4(0) = 4'(0), alors v = 7.

Théoréme 1.4.1. Soit p: X — X un revétement. On a les Propriétés suivantes.

(i) Soit v : [0,1] — X un chemin d’origine v(0) = x et soit T € p L({z}). Alors, il
existe un uniquement relévement 7 : [0,1] — X de «y partant de .

(i) Soit H : Y x[0,1] — X une application continue. Notons f = H(-,0):Y — X, et
soit f Y —— X un relevement de f. Alors, il existe un unique H : Y X [0,1] — X
relevement de H tel que H(-,0) = f.
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Démonstration. Le second point implique le premier lorsque Y est un singleton. Montrons donc
le second point. On le montre dans le cas ot Y est localement connexe ? (i.e que pour tout y € Y,
y posséde une base de voisinages connexes).

— Unicité. Soit f[ " un second relévement de H. Soit C' une composante connexe de Y et
y€C.Ona H(y,0) = f(y) = H'(y,0), donc H|cxjo,1] = H'|cx[o,1)- Puisque Y est I'union
de ses composantes connexes, on en conclut que H = H'.

— Emzistence. On montre un lemme auxiliaire : pour tout y € Y, il existe un voisinage ouvert de
W, CY dey tel quil existe un relévement H, sur W, x [0, 1] i.e que Hy : Wy, x[0,1] — X
est tel que poHy = Hlw, x[0,1]> et H y(+,0) = f lw, - Une fois ce lemme démontré, 'existence
est assurée.

En effet. Si Hy1 et Hy2 sont donnés par le lemme et Wy, "Wy, # &, alorssiy € W,,NW,,, on
a Hyl(y, 0) = fly) = Hy2 (4,0), et Hy1 (y, -) releve le chemin t — H(y,t). Selon le lemme
1.4.1, les deux relévements Hy1 = H sont égaux. Alors, Hy1 H sur (W, NW,,) x [0, 1].
On peut définir H(y,t) := ﬁyo (t) ofl Yo est tel que y € Wy, (car Y = Uyey Wy). Cette
application est bien définie sur Y x [0, 1], et c’est le relévement cherché.

Montrons maintenant le lemme auxiliaire. Soit 0 = tg < t1 < -+ < ty = 1 telle que
H({y} x [tj,tj+1]) est contenu dans un ouvert trivialisant V; C X pour tout j € [0, N — 1].
Il est clair que W; x [t;,tj11] C H 1(V}), ot W, C Y est un voisinage ouvert de y. Puisque
Y est localement connexe, on peut supposer W, connexe. On a p(f(y)) = f(y) = H(y,0) €
H(W, x [to, t1]) C Vp. Soit Uy le feuillet contenant f(y) et so : Vo — Up la section locale.
On définit H = so 0 Hlyw, x[tg.1,]. On sait que H(W; x [t1,t2]) C Vi. Alors, H(W, x {t1})
est contenu dans un feuillet, disons U;. Soit s1 : Vi — U; la section locale. Remarquons
que. Vo N'Vy est trivialisant et les deux feuillets

Unp tVonWi) et UpsNp t(Vonhy)

contiennent H(Y x {t1}). Il y a donc égalité et solvenvs = S1lvonvy- On définit H =
810 Hlw, x[t,1,) (on vient de montrer que les deux H coincident sur W, x {y}). On obtient
alors H sur Wy x [to, t2]. On continue ce raisonnement par récurrence, et on obtient & la
N-iéme étape H définie sur Wy, X [to, tn] = W, x [0, 1].

O

Remarque. Ce théoréme généralise les lemmes 1.2.5 et 1.2.6, qui avaient été étudiés dans le
cas p: R — St ¢ — 2™,

Corollaire 1.4.2. Soient 7,7 : [0,1] — X deux chemins allant de x a y et homotopes a
extrémités fixées pour une homotopie H,etp: X — X un revétement. Soient 5 ety les
relevements respectifs de vy et v d’ origine un méme point T € p- Y{x}). Alors, l'unique
application H : [0,1]> — X telle que H( ,0)=F etpo H = H, est une homotopie a
extrémités fizées entre 7y et v'.

Démonstration. On a po H = H, donc s — ﬁ(O, s) est un relévement de s — H(0, s) (qui
est constant égal a x). Ainsi, I'application constante & T et s — fNI(O, s) coincident. On a donc
ﬁ(O, s) = Z pour tout s € [0,1]. De méme, s — f[(l, s) reléve s — H(1,s) (qui est constant
a y), et donc doit étre constant. Ainsi, H fixe les extrémités pour tout s € [0,1]. Finalement,
t— H(t,1) reléve t —s H(t,1) = ~/(t) partant de 2. Ainsi, ¢t — H(t, 1) coincide avec 7/(t).
O

2. C’est trés souvent le cas dans nos applications.
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1.4.3 Groupe fondamental de revétements

7

Proposition 1.4.2. Soit p: X — X un revétement, T € X etz = p(z). Alors,

pe:m(X,E) — m(X,z)

est injectif et son image est l’ensemble des [y] € m1(X, z) tels que l'unique relévement de
~v dans X partant de & est un chemin fermé.

Démonstration. Soit [§] € ker p,. Alors, po4 est homotope & {x} via une homotopie a extrémités
fixées H. Puisque H se reléve a une homotopie a extrémités fixées entre ¥ et {Z}, on [§] = 1.
Soit S l'ensemble des [y] € m1(X, x) tels que 'unique relévement de v dans X partant de Z est
un chemin fermé. Si [y] € S, alors v = po 4 ou 4 est un lacet basé en Z. On a donc [y] = p«[7].
Si [y] € Imp,, alors v et p o4 sont homotopes & extrémités fixées et 7 est un lacet de base Z.
Ainsi, [y] = [po4] € S. On a donc S = Imp,.

O

Remarque. Dans la proposition précédente, si 7' € p~t({x}) et sl existe 7 un chemin de 7’
a T dans X (par exemple si X est connexe par arcs), alors on obtient le diagramme commutatif

(X, #) —— (X, )
ady

B2 ) 2
m(X,7) — > m(X, )

oll n = pon est un lacet en x.

' )

Proposition 1.4.3. Soit p : X — X et z € X. Soit [7] € m(X,z) et & € p~'({z}).
L’action du groupe w1 (X, x) sur l’ensemble p~*({z}) définie par

z-[=4(1) e p'({z})

(ot 7 est l'unique relevement de ~y partant de &) est une action a droite bien définie.

Démonstration. Exercice (voir TD).

O
Définition 1.4.4. L’action de 71 (X, x) sur p~t({x}) est appelée action de monodromie
sur la fibre p~1({z}).
ProEosition 1.4.4. Soit p : X — X un revétement ot X est connere par arcs. Soit
7€ X etx=p(F). Soitn € N*U{oc} le cardinal de p~1({z}) (indépendant de x). Alors,
p Y(z) 27 (X,z)/Imp,.
En particulier, n = [ (X, z) : Im p,].
Démonstration. Exercice.
O
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Théoréme 1.4.2. Soit p : (X, %) — (X,x0) un relevement, et f: (Y,yo) — (X, ).
On suppose Y connexe par arcs et localement connexe par arcs. Alors, Im f, C Imp, si et
seulement si f se reléve en une application f:Y — X qui envoie yg sur Zg.

()?7%0)
/,?
Ty
(Y,y0) ——— (X, 20)

De plus, f — si elle existe, est unique. Enfin, f se reléve toujours si Y est simplement
conneze.

Démonstration. Si f existe, alors f = po f et donc Im f, C Imp,.

Supposons que Im f, C Im py, et soit y € Y. Pour définir f (y), on choisit un chemin ~y
dans Y de y a yg. Soit ¥ le relévement dans X d’origine Zog du chemin f o~ (de zg & f(y)). On
pose f(y) = 5(1) € X. Montrons que ceci est bien défini. Soit 4/ un autre chemin de yy & y. Le
lacet de base xg (f o7) - (f o®') dans X est dans Im f,, donc dans Im p, (par hypothese). Il se
reléve donc & un chemin fermé, mais 7 -4’ est un tel relévement. Par unicité, 7 -4’ est un chemin
fermé. Ainsi, (1) = 3/(0) = 4/(1). On a donc montré que f(y) est bien défini (i.e indépendant
du choix de 7). Notons que f(yo) = (o (dans ce cas : v = xg et ¥ = Zy), et po f(y) = f(y).
Montrons maintenant que f est continue. Soit U un voisinage ouvert de f (y) égal & un feuillet
de p au dessus de l'ouvert trivialisant V' := p(i). En particulier, f(y) € V. Soit s : V. — U la
section locale associée. Soit W C Y un voisinage ouvert connexe par arcs de y. Puisque f est
continue, on peut supposer que f(W) C V. Alors, W C f~1(U). En effet, si ¢/ € W, choisissons
~" un chemin dans Y de la forme 7/ = 07, avec v un chemin de vy & Y et 1 un chemin de y a
y' dans W (car W est connexe par arcs). Pour calculer f (y'), soit 4 le relévement de f o~ (allant
de xo & f(y)) et 41 le relevement de fovy; a U de la forme so f ov. La concaténation 4 -4; = 4/
est 'unique relévement de f o~/ d’origine Zo. Par définition, f(y/) = 7/(1) = 41(1) € U. On a
donc montrer que v € f~1(U), donc W C f~(U) et ainsi f~'(U) est ouvert, ce qui montre la
continuité de f.

O

1.4.4 Revétement universel et dualité relativement a un sous-groupe

On spécialise le théoréme précédent.

Corollaire 1.4.3. Soient p; : (X1,%1) — (X,z) pour i € {1,2} deuz relévements tels
que X1 est connexe par arcs et localement connexe par arcs. Alors, Impy, C Imps, si et
seulement s’il existe un unique diagramme commutatif comme suit.

f

(X1, 1) (X2, &2)
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Démonstration. Théoréme précédent avec (Y, yo) = (X1, #1).

Définition 1.4.5. On dit que p1 et py sont isomorphes s’il existe un homéomorphisme
f:(X1,21) — (X2, Ta) faisant commuter le diagramme précédent.

Remarque. C’est une relation d’équivalence sur les relévements pointés de (X, x).

Lemme 1.4.2. Soient p1 et pa connexes par arcs et localement connexes par arcs. Alors,
p1 et pa sont isomorphes si et seulement st Imp;, = Im ps, .

Démonstration. Clair car p; = pgo f.

Gréace au corollaire 1.4.3, on obtient un relévement f : )?1 — )ZQ et g: )22 — 5(,1'
Alors, id %, etgo f sont des relévements de p; qui coincident & Z1. Ils coincident donc partout,
1. id = f o g. De méme, id = g o f. On a donc montré que f et g sont des homéomorphismes.

X, d

Xo g X,

pr P

Définition 1.4.6. Un revétement p : X —X qui est simplement connexe est dit étre un
revétement universel de X.

Exemple. Le revétement p: R — S!, ¢t — 2™ est universel.

Rappels.
— Un espace connexe et localement connexe par arcs est connexe par arcs.

— Si X est localement connexe par arcs, toute composante connexe par arcs est ouverte.

Remarques.

— Soit p: X — X un revétement. Alors, X est localement connexe par arcs si et seulement
st X est localement connexe par arcs.

— Si X est localement connexe par arcs, deux revétements universels de X sont isomorphes

.....

— La terminologie “universel” vient du fait qu’on a une propriété universelle. Soit X un espace
localement connexe par arcs et p : (X,Z) — (X, z) le revétement universel. Pour tout
autre revétement p’, il existe un unique diagramme commutatif
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(X, z)

Définition 1.4.7. X est dit semi-localement simplement connexe si X est localement
connexe par arcs, et si tout x € X admet un voisinage (connexe par arcs) dont 'image est
{1} dans m1 (X, x).

Exemple. Un espace localement simplement connexe est semi-localement simplement connexe
(par exemple localement contractile). Un exemple connexe par arcs, localement connexe par arcs
mais pas semi-localement simplement connexe est la “boucle hawaienne”.

7

Théoréme 1.4.3. Soit X un espace connexe par arcs et semi-localement simplement
connezxe. Alors, X admet un revétement universel.

Remarque. La condition “semi-localement simplement connexe” est aussi nécessaire pour 1’exis-
tence.

Démonstration. Soit xg € X. Soit X l'ensemble

{7:00,1] — X |7(0) = z0}

quotienté par la relation d’équivalence d’homotopie a extrémités fixées et soit I'application p :
X =X, [ =)

— Topologie sur X. Chaque = € X posséde une base de voisinages ouverts connexe par arcs

U tels que les m1(U) — m1(X) sont triviaux. On dit que U est un “bon” voisinage. Soit U

bon, z € U, et v un chemin de zg a z. Soit U}, 'ensemble d’homotopie a extrémités fixées

de chemins [y - d] avec § un chemin dans U d’origine z. C’est un sous-ensemble de X qui
ne dépend bien que de la classe de . Il posséde trois propriétés.

(1) Si a est un chemin dans U d’origine 2, alors Up.q] = Uy
(i) SiU’ C U est bon et z € U, alors L{['v] C Uy

(4ii) Si-y et 7/ sont deux chemins de zg & z, alors Uy = Uy sty ~ ~" & extrémités fixées,
et U, NU[, = & sinon (donc U[,) ne dépend que de la classe de 7).

Ces propriétés sont laissées en exercice.

Appelons un sous-ensemble W C X ouvert si W € {@,)? }, ou si W est une réunion de
Uy)- Une intersection finie de U], non vide s’écrit comme une réunion de U],]. En effet, si
[V'] € U] N VY] alors selon (i), on a Upyy = Upym et Vi) = Viyr). Soit W bon et contenant
7"(1) et contenu dans U N'V. Alors selon (i7), Wi, C Upym NV} Bilan : les Uy, forment
la base d’une topologie sur X.

Soit U bon. L’application p|um : U] — p(Up,)) = U est une bijection. En effet, U est
connexe par arcs. Si z € U, il existe un chemin § dans U allant de z = (1) & 2’. Alors,
p([vd]) = 2/, donc Imply,, = U. Pour linjectivité, solent [y] et [y'] € U tels que
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v (1) =+"(1) = 2/. On a donc v/ ~ 7§ et 4"/ ~ B on § et B sont des chemins dans U.
Ainsi, v/ ~ ~"B8 donc 36 ~ {z} dans X (car U est bon). De plus, 39 est un lacet basé en
2" dans U, donc ~' ~ +".

Soit U bon. On a p~Y(U) = Ll U, (ot P'union est prise sur les chemins + partant de g
vers un point de ). L’inclusion “2” est claire. Pour I'inclusion “C”, si [y] € p~1(U), alors
v est un chemin de zy partant de ¢ & un point de U, et donc [y] = Up,). Enfin, selon la
propriété (i), la réunion | | U, est disjointe.

L’application p : X — X est un revétement. En effet, 'ensemble des ¢ bon constitue une
base de la topologie de X (par définition), et p~1(U) = L), Uy € X est ouvert, donc p est

continue. De plus, I'ensemble des U[,] est aussi une base topologique de X , et p(um) =U,
donc p est ouverte. Enfin, p\um : Up) — U est bijection continue et ouverte, donc est un
homéomorphisme. Puisque p~ (i) = |_|7 Uy, et p|um : Upy) — U est un homéomorphisme,
p est un revétement et U est trivialisant.

Il nous reste & montrer que X est simplement connexe. Soit Zo = [zg] € X un point de
base. Soit & = [y] € X un autre point. Considérons ,(t) = ~(ts) pour tout ¢, s € [0,1], qui
est une homotopie entre {z} et 7. En effet, v5(0) = z pour tout s € [0,1], et [ys] € X.
Autrement dit, il existe une application 7 : [0,1] — X, s [7s] telle que 5(0) = X, et
7(1) = 2. C’est une application continue (donc un chemin). Soit ¢, un voisinage contenant
le point [ys]. En particulier, y5(1) = v(s) € U et 7' est un chemin allant de 2y & un point de
U, et 75 ~ v’ avec o un certain chemin de Y. Puisque 7 est continu et y(s) € U, il existe
un voisinage ouvert V' de s tel que (V) C U. Si 'on montre que §(V') C U}, on aura
montré que 7 est continue. Si s’ € V, alors vy ~ 7'af ott f = 5[, 4] si 8’ > s. Le chemin
af est dans U car (8 est dans U. Ainsi, [yy] € Up,) donc F(V') C Uy Ainsi, [vy¢] = F(s) et
donc X est connexe par arcs.

Enfin, on montre la simple connexité. Soit [y] € Imp, avec v un chemin dans X tel que
7(0) = . Soit p le revétement étudié et Zo € p~!(xp). L'unique relévement de v d’origine
Zo est un chemin fermé. Or, 5(s) := [7;] est un relévement d’origine &y pour tout s € [0, 1],
donc [y1] = (1) = &o. Mais 43 = v donc [y] = {xo}. Ainsi, v est nullhomotope, et Im p,
est trivial. Or, p est un revétement donc p, est injectif. On en déduit que m; ()? ,Zo) est
trivial.

O

Remarque. Comme l'indique le lemme 1.4.2; il y a un lien fort entre les sous-groupes de 71 (X)
et les revétements de X.

7

Théoréme 1.4.4. Soit X un espace connexe par arcs et semi-localement simplement
conneze, et x € X. Soit C' I’ensemble des classes d’isomorphismes des revétements pointés
(X', 2") et S Uensemble des sous-groupes de m (X, x). L’application p — Im p, induit une
bijection de C wvers S. Si H et H' sont deuzx sous-groupes de w1 (X, x), alors il existe un
diagramme commutatif

(Xp, @) (X, &)

pPH O Py

st et seulement st H C H'.
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Démonstration. Admis.

1.4.5 Actions de groupes

On conclut ce chapitre avec un lien avec les actions de groupe. Soit Y un espace topologique
avec une action topologique (& gauche) G X Y — Y d’un groupe G, i.e que les applications
g:Y — Y sont des homéomorphismes 3.

L’action est dite errante si pour tout point y € Y, il existe un voisinage ouvert U de y tel que
gU NU # & pour tout g # 1. En particulier, une telle action est libre, i.e que stabg(y) = {1}
pour tout y € Y.

On dit que 'action est une action de revétement si, en plus, étant donnés deux points z,y € Y
qui ne sont pas dans la méme G-orbite ({x} NGy = @), il existe des voisinages U et V respectifs

de z et y tels que UN GV = 2.

Théoréme 1.4.5. Si un groupe G agit sur un espace Y connexe par arcs par action de
revétement. Alors, Y/G (I’espace des orbites) est séparé, et l'application quotient

p:|Y — Y/G
y — Gy

est un revétement. Si § € Y/G ety € p1(y), alors p.m(Y,y) C m(Y/G,y) est un
sous-groupe normal. Puisque l’action de G est libre, on a un isomorphisme de groupes

G=m (Y/Gv g)/p*ﬂ'l(y) y)

Démonstration. Y /G est séparé. En effet, si  # y dans Y/G, alors {z} NGy = @. 1l existe donc
UetV CY desouverts tels que x €e U, y € V, et UNGV = @. Ainsi, u € p(U), v € p(V), et
p(U)Np(V) = @. Enfin, p(U) et p(V) sont ouverts car

p ) =] gU
geG
et g agit par homéomorphisme. De méme, p(V') est ouvert.
Montrons que p est un revétement. L’action étant errante, si €Y/G, alors il existe U C Y un
voisinage ouvert de y tel que gU NU = @ pour tout g # 1. En particulier,

p(U)={Ju>y.
uclU
Soit V' = p(U). C’est un ouvert de Y/G qui contient y. Ainsi,

p (V) =p )= JoU=||oU
geG geG
L’union est bien disjointe car gU N U = @ si g # 1. En effet, si 'on a gU N hU # @, alors
h=tqUNU # @ et donc g = h.

De plus, plgr : gU — V est une bijection continue ouverte. Elle est bien ouverte si W C gU
est ouvert, alors p~*(p(W)) = gU N (Upe AW) est un ouvert contenu dans gU. On a donc
montré que p est un revétement.

Soit désormais § € Y/G et y € p~!(y). Montrons que Imp, C m(Y/G,%). Soit [y] €
m(Y/G,y). Soit 4 le relevement de 7 tel que 4(0) = y. On a p(y) = § = p(F(1)). Il existe
donc g € G tel que g-y =7(1) (G agit transitivement sur p~1(7) = Gy). Alors, si § := (1),

3. On parle simplement d’action, puisque que tout est considéré continu dans ce cours.
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N~ pem (Y, )] = pe(m1 (Y, gy))
= p(g+(m (Y, 9)))
= (pog)m(Y,y)
= p.m1(Y,y),

car g, : m1(Y,y) — m1 (Y, gy) est un isomorphisme de groupes, et car on a utilisé le diagramme
commutatif

(Y,y) (Y, gy)

p O p

Y/G.9)

On en déduit que p.m1(Y,y) est normal.

Avant de montrer que G = 71 (Y/G)/Imp,, on note quelques remarques. Premiérement,
pHy) = yec{gy} est disjoint car 'action de G est libre. En effet, si gy = ¢'y, alors g g €
stab(y) et donc g = ¢’. Ainsi, G est p~1(7) sont en bijection. Autrement dit, G agit simplement
transitivement sur p~!(g). Soit [y] € m1(Y/G,y). Avec la notation de l'action (& droite) de
monodromie, il existe un unique ginG tel que gy = y - [y] (on rappelle que y - [y] = 4(1) ou 7 est
I'unique relévement de « d’origine y). On définit 'application

h:|m(Y/Gy) — G
h —g

On va montrer que h est un morphisme de groupe surjectif de noyau ker A = Im p,.. Par définition
de h, on a le diagramme commutatif suivant.

m(Y/G,7) p'(©)

(Y/G, )

Ainsi, h est surjectif. Montrons maintenant que h est un morphisme de groupes. Soit 7,7’ des
lacets de base § et 4,4 leurs relévements respectifs d’origine y. Soient g, ¢’ € G tels que gy = 7(1)
et ¢'y = 4/(1). En particulier, h[y] = g et h[y'] = ¢’ (par définition de h). Puisque F(g - 7') est
le relévement de 7/ d'origine y, on a hlyy'] = 3(g - 7)(1) = g(7(1)) = 9(¢')) = (99')y. On
donc h[vy] = gg’ = h[y]h[y]. Selon le diagramme commutatif, on a montré que [y] € ker h si et
seulement si y - [y] =y, si et seulement si [y] € Im p,. Ainsi, ker h = Im p,.

O

Corollaire 1.4.4. Avec les hypothéses du théoréme précédent, si Y est simplement
connexe, alors

G= ﬂl(Y/G,ﬂ).
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FIGURE 1.7 — De gauche a droite : un 0-simplex, un 1-simplex, et un 2-simplex.

Exemple. Z opére librement sur R via 'action définit par a -z = a + x pour tout z € R et
a € Z. C’est une action de revétement (exercice). En appliquant le théoréme précédent, il est
clair que

Z = 11 (R/Z)/pemi(R) = 71 (R/Z).

Le théoréme fournit donc un démonstration alternative du fait que 7 (S') = Z.

1.5 Homologie simpliciale

L’homologie d'un espace 4 est un construction d’invariants (typiquement des groupes abéliens)
qu’on associe & cet espace. On commence par ’homologie la plus simple (pour les calculs) :
I’homologie simpliciale.
1.6 Complexes simpliciaux

Soit N > 1 (généralement un nombre trés grand).

Définition 1.6.1. Soit n > 0. Un n-simplexe (ou simplexe de dimension n) dans RY est

Uenveloppe convexe de n+ 1 points ag, ..., ans1 € RY en position générale, i.e que les n
vecteurs agaq, . . ., agQy sont R-linéairement indépendants. Les ay, . . ., a, sont les sommets

du simpleze.
Un simplexe ordonné est la donnée d’un simplexe et d’un ordre total sur les sommets. On
le note [ag, ai, ..., ay).

Définition 1.6.2. Soit (g, ...,x,) la base canonique de R™*'. On appelle n-simplexe
standard A" C R"*! e n-simplexe donné par la famille (zo, . .., Ty,), i.e

A" = {(to,...,tn) € (Ry)"*!
=0

On parle aussi du n-simpleze standard ordonné [z, ..., Ty)].

Remarque. Pour tout n-simplexe ordonné [ag,...,ay], il existe une application affine f :
A" — [ag, ..., ay] telle que f(x;) = a; pour tout i € [0,7n] et qui est un homéomorphisme. En
particulier, les n-simplexes ordonnés sont homéomorphes & A",

4. 11 existe plusieurs types d’homologie : simpliciale, singuliére, ...
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Définition 1.6.3 (faces d’un simplexe). On appelle faces du simplexe |ag,...,a,] les
complezes [aiy, ..., a;,] (avec Uordre induit) avec 0 <ig <i; < --- < i <n avec k > 0.
Remarques.

— Ily a 2" — 1 face car I'ensemble n’est pas un simplexe ®

— Pour n > 1,1l y a n + 1 faces de codimension 1 obtenues en enlevant un des a; (noté
[ag, ..., Qi ... an]).

Définition 1.6.4 (bord et intérieur d’un simplexe). On appelle bord d’un n-simpleze A
la réunion de ses faces de codimension 1, notée DA. On appelle intérieur de A [’ensemble

A= A\9A.

On introduit maintenant la classe d’espaces pour laquelle on dispose d’une homologie “sim-
pliciale”.

~

Définition 1.6.5. Un complexe simpliciale fini X est un ensemble fini de simplezes de
RN ordonnés tels que

(i) sio € X, toutes les faces (avec 'ordre induit) sont éléments de X ;

(ii) sio,7 € X sont tels que cNT # &, alors o N7 est une face de o et de T et les ordres
induits par (les sommets de) o et T coincident.
La réalisation géométrique |X| de X est la réunion dans RY des simplezes de X,
i.e que

1X|=JocRY
ceX

avec la topologie induite de RY.

Remarque. |X| est un CW-complexe. On appelle dimension de X la dimension maximale
d’un simplexe contenu dans X.

Exemples.

— Dans la figure 1.8a, X posséde cing sommets, six arrétes, et un triangle qu’on note A. La
dimension de X est de 2 (c’est la dimension de A). On a A = [a,c] U [b, c] U [a, b].

— En figure 1.8b considére X le complexe simpliciale & une aréte et un sommet. On a alors
|X| =St

1.6.1 Homologie simpliciale

Le but est de définir I’homologie simpliciale pour un complexe simplicial X.

5. Du moins dans notre étude.
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Ve— o0
d
@ (b) Complexe simplicial homéomorphe & S*

(a) Exemple de complexe simplicial.

FIGURE 1.8

Définition 1.6.6. Une chaine simpliciale de dimension n (ou un n-chaine) est une somme
formelle finie de n-simplexes ordonnés

Z koo

oeX
dimo=n

avec ky € Z pour tout o € Z.. On note C5(X) Uensemble des n-chaines simpliciales.

Remarque. C5(X) est le Z-module libre dont une base est la famille de n-simplexes dans X.
Autrement dit,

C(X)= P Zo

ogeX
dimo=n

On va montrer que C5(X) est trivial 8’il n’y a pas de simplexe de dimension n dans X.

Exemple. Dans le dernier exemple de la sous-section précédente, on a les observations et
exemples suivants.

— T[a,b, ] est une 2-chaine, élément de C5(X).
— 8la,b] — 13[d, e] + 6[b, | est une 1-chaine.

— [e, €] n’est pas une 1-chaine ([c, €] n’est pas un simplexe dans X).

Soit [ag, . . .,an] C RY. Son bord est la réunion
n
Ulao,....@, ..., an]
=0

qu’on voit comme une n — 1-chaine. On met un signe (—1)* pour tenir compte de I'orientation
et on a

dlag, ..., an) == Z(—ni[ao,...,@,...,an] e CAh (X).

Exemples.
— En figure 1.9a, on a 9ag, a1] = [a1] — [ao].
— En figure 1.9b, on d[ag, a1, a1] = [a1, az] — [ao, az] + [ag, a1].

Cette définition s’étend par linéarité a toute chaine.
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a2

ap)e——>—-o ]

ai
ao

FIGURE 1.9

Définition 1.6.7. On définit le morphisme bord 95 : CH(X) — C5 (X)) comme
Uapplication Z-linéaire définie sur la base par

n

Olag, ... an] :=> (=1)[ag,...,&,...,an] € Co_1(X).
=0

Autrement dit, on a

o Z koo | = Z ke 05 (o).

ceX ceX
dimo=n dimo=n

Enfin, on pose 80A = 0. L’application 8,% est un morphisme de groupes.

Définition 1.6.8. Un cycle dans C5(X) est un chaine dont le bord est nul. On note
75 = ker 052 C C5(X) le sous-espaces des cycles de dimension n. Un bord dans C5(X)
est une chaine qui peut s’écrire comme le bord d’une chaine dans C,%H. On note BS =
Imds,, C CA(X) le sous-groupe des bords de dimension n — 1.

Exemple. Soit X le complexe simplicial donné par la figure 1.8a, on a les exemples suivants.

— [b,c] + [e,d] + [d, €] — [b,e] € CR(X) est un cycle. Son bord

[c] = [b] + [d] — [e] + [e] — [d] = (le] — [b]) = 0.

— [e] — [a] € CP(X) est un bord. En effet,

9([a, ] + [b, €]) = [e] — [a].

Proposition 1.6.1. On a 8nA_1 o 8,% = 0 pour tout n > 1. Autrement dit, Bﬁ C Zﬁ pour
tout n > 1.

Démonstration. On montre ce fait sur la base de C2(X). Soit [ag, .. .,an] € C2(X). On a
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02 030 =02 (z<—1>i[ao, R —)

=0
n+1
= Z(_l)l Z (—1)][CLO, a’ja 7d\l7 aan]
i=0 jelon+1]
j<i
n+1
A D (1 ag, @y an).
i=0 j>i
ntl n+1
SN =1 ao, @] == > Y (=D [ag, .Gy Gy .
=0 7>1 =0 7>1

Ainsi, les deux termes se compensent.

Cette propriété montre qu’on dispose d’un complexe (CS(X ), On)neN au sens suivant.

Définition 1.6.9. Un complexe de chaines (C,,, Op)nen est la donné d’une suite des Z-
modules C,, (non nécessairement libre) muni de morphismes

tels que Op 0 Opt1 = 0 pour tout n € N. On définit B,, = ImOp41 et Zy, = kerd,, (donc
B, C Zy). Le n-iéme groupe d’homologie du complexe (Cy, Ok )i (pour n > 0) est le groupe

Ses éléments sont les classes d’homologie de dimension n.

Ot O
SR o B N o ML N o TPt NI g ML N g LN

H,(C,0) = Z, /By,

Définition 1.6.10. Soit X un complexe simplicial. Les groupes d’homologies simpliciales
de X sont les groupes

pour n

>
(CA(X), 0%

Hp(X) =2y /By

0. Autrement dit, ce sont les groupes d’homotopies associés au compleze
)-

Remarque. Si dim X = n, alors C5(X) = {0} pour tout m > n. On a donc Z5 = {0} et
H% = {0} pour tout m > n.

Exemples.

— Soit X le complexe simplicial “S'” composé d'un sommet v et d’une aréte a (figure 1.8b).

OnaCy=2Zv=2%Z,C =Za=1Z,et C,={0} pour tout n >2. Ona Hy =7y /By = Z
etlezl/Bng
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v N v
T
) (
o
v > v
(a) Reéalisation géométrique du complexe “T?” (b) Complexe simplicial du tore “T2”.

FiGure 1.10

— Soit X = A2. On peut montrer que HS = Z et HS = {0} pour tout n > 1.
— Soit X le complexe simplicial “T?” (voir figure 1.10). On a
Z  sine{0,2},

HYT}H) ={ ZaZ sin=1,
0 sin > 3.

Théoréme 1.6.1. Si X et Y sont deux complexes simpliciauz tels que |X| = |Y|, alors
H2(X) = H2(Y) pour tout n > 0.

Démonstration. Plus tard si on a le temps.

1.6.2 Nombres de BETTI et caractéristiques d’EULER

Soit X un complexe simplicial. Pour tout n > 0, on note k, le nombre de complexes de
dimension n dans X.

7

Définition 1.6.11. On appelle caractéristique d’EULER (ou caractéristique d’EULER-
POINCARE) de X [lentier

X(X) = Z(_l)nkn-

n>0

Exemple. Si X est un graphe fini connexe, alors x(X) est le nombre de sommets moins le
nombre d’arétes. En particulier, x(X) =1 si et seulement si X est un arbre (exercice).
On va interpréter x en terme de dimension (ou rang) en homologie.

Rappel. Soit M un Z-module de type fini. Alors, on peut écrire M = Z" & T ou T est de
cardinal fini (groupe de torsion). On appelle lentier r le rang de M (noté rg(M)).

7

Lemme 1.6.1. Soit N C M wun sous-module. Alors, N et M/N sont de types finis et
rg(M/N) = rg(M) — rg(N).
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Rappel. Soit S un ensemble. On note ZS le groupe abélien libre engendré par S. On a en fait

7S = {Zass

seSs

(as)s € Z(S)}

(Z-module de sommes formelles (finies) d’¢léments de .S).

Exemples.
— S = (Xy)n>0, alors ZS = Z[X].
— Soit X un complexe simplicial, n > 1, et S I'ensemble des simplexes de X de dimension n.
On a alors

7S =CR(X)= P Zo

ceX
dimo=n

Définition 1.6.12. Soit n € N. Le rang de HS (X)) s’appelle le n-iéme nombre de BETTI,
et se fn(X).

Théoréme 1.6.2. On a égalité suivante.

Démonstration. Conséquence du lemme général suivant.

Lemme 1.6.2. Soit
ON_
%CNa—A”CN_lL)—)Cla—SCO%O

un compleze de chaines de modules de type fini. Alors,

D (=1)"rg(Cn) = D (—1)" rg(Ha(C)).
n=0 n>0

Démonstration. On applique le lemme 1.6.1 &

0—>Zn—>Cn8—">Bn_1—>0

et
0—>Bn—>Zna—”>Hn(C)—>O.

On a alors

rg(Bn-1) +18(Zn-1) = 18(Cn)

(en convenant que B_; := {0}) et

rg(Zn) — rg(Bn) = rg(H,(C))
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pour tout n € [0, N] (car By = {0}). On a

N N
S (1) r8(Ca) = (= 1) [rg(Bo1) + re(Z)
=0 n];O N-1
=Y (D) rg(Za) + Y (1) rg(By)
n=0 n=-1
N
= Z(—l)”[rg(zn) —rg(B,)]
n;[()
=3 (1) ()
n=0

Corollaire 1.6.1. Soit X et Y deux complexes simpliciauz. Si |X| et |Y| sont homé-
morphes, alors

X(X) = x(Y).

La caractéristigue d’EULER-POINCARE est un invariant topologique.

Démonstration. Si |X| 2 |Y], alors HS(X) = HS(Y) pour tout n > 0. Ainsi, 8,(X) = Bn(Y)
pour tout n > 0. On a alors

X(X) = (=1)"Ba(X) = > (=1)"Ba(Y) = x(Y).

n>0 n>0

1.6.3 Plus d’algébre homologique

7

Définition 1.6.13. Un morphisme f : C — C' de deux complexes de chaines est la
donnée d’une suite de morphismes (fn)n € N telle que pour tout n > 1, 00 fr, = fn_100,.

Lemme 1.6.3. Un morphisme f : C — C' induit des morphismes

H,(f) : H,(C) — H,(C")

pour tout n > 0. Ces morphismes sont fonctoriels : pour tout n > 0, f : C — C' et
g: C' — C" des morphismes de chaines,

Hn(g © f) = Hn(g) © Hn(f)a

et Hn(lan) = ldHn(C) .

Démonstration. Exercice.
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Définition 1.6.14. On dit qu’une suite

AfBY ¢

de Z-module est exacte & B si kerg = Im f.

Exemples.

— Une suite exacte courte est une suite

05ALBY S0

exacte partout (i.e en A, en B, et en C). Cela signifie que f est injectif, Im(f) = ker(g),
et g est surjectif.

— Une suite de complexe de chaine C est exact en un C,, (avec n > 0) si H,(C) = {0}.

Définition 1.6.15. Soient A, B et C des complexes de chaines. Une suite exacte courte
de complexes de chaines est la donnée de morphismes

f:A—B e g¢g:B—C

telle que la suite

0—>Af—”>Bg—">C—>0

est exacte pour tout n > 0.

Proposition 1.6.2. Soit
0-ALBLC—0

une suite exacte courte. Alors, pour tout n > 1, il existe un morphisme

8 : Hy(C) — Hyo1(A)

(appelé connectant) tel qu’on ait une suite exacte “longue” en homologie, i.e

Démonstration. Soit n € N. On construit d,, : H,(C) — H,_1(A).
(i) On fixe [] € H,(C) = Z,(C)/B(C).
(ii) Par surjectivité, il existe b € B,, tel que g, (b).

(#ii) Puisque c est un cycle, on a

0 = 0nc = Ongn(b) = gn—10,(b).
Soit alors o' € ker g,,_1.
(iv) La suite est exacte, il existe donc @’ € A, tel que f,—1(a’) =V'.

(v) On remarque que a’ est un cycle. En effet,

fn72anfl(a,) = anflfnfl(a,) = anfl(b,) = anflan(b) =0.

Par injectivité de f,—2, on a d,—1(a’) = 0. On définit donc 0,[c] := [a'] € H,—1(A). En
résumé, a’ est défini par le “serpent” suivant.
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Pour montrer que 6, est bien défini, il suffit de voir que si ¢ est un bord, alors a’ est aussi
un bord. Si ¢ = 0p,41¢ avec ¢ € Cp11, on reléve ¢ en b € B,,41 par surjectivité de gp41. On
a alors

In(b = On41b) = ¢ — gnOns1b = ¢ — Ons1gn1(b) = ¢ — Opp1é=c—c=0.
Onab-— an+1lA) € kerg, et b — anHB = fn(a). On a donc

Fn1(0na) = 0, fn(a) = 0, (b — bBy1b) = 0y = = fr_1(d).
On a donc d,a = a’ et donc @’ € B,,_1(A).

La construction du serpent montre que 9, est Z-linéaire. Il reste & voir que la suite longue exacte
a chaque maillon. Il existe trois cas a considérer (exactitude a H,(A), a H,(B), et a H,(C)).
O

Proposition 1.6.3. On considére deux suites exactes courtes de complexes de chaines,
avec des morphismes de ['une vers 'autre

(exacte) 0O A ! B J C 0
e B8 v
(exacte) 0 A’ L B’ 7 C 0

de sorte que les carrés soient tous deuxr commutatifs. Alors, un diagramme “long”

S Hp1(C) Y H,(4) s HL(B) —F s HA(C) = Hy i (A) —— -

| o le- k2 [

5/ 1’ 2
s Ho () 2 Ho (A~ Ha(BY) —2 Ha(C) =2 Hy(A) —— -

ot tous les carrés commutent.

Démonstration. Exercice (il suffit de montrer la commutatif dans le premier et le dernier carré).

O
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Chapitre 2
Homologie singuliére

Soit X un espace topologique arbitraire. On va définir ses groupes d’homologie singuliére.

2.1 Définition de groupes d’homologie

7

Définition 2.1.1. Un n-simplex singulier de X est une application continue o : A" — X
ot A" C R est le n-simplexe standard. Une n-chaine singuli¢re est un élément du Z-
module libre

Cn(X) = @ Zo.

n-simpleze
singulier

Exemples.
— Un 0O-simplexe singulier est un point de X.

— Un 1-simplexe singulier est un chemin dans X (potentiellement constant).

Remarque. L’expression “simplexe singulier” vient du fait que 'image de o : A™ — X peut
étre complexe (par exemple dans un cas dégénéré) et en général et ne ressemble pas a un simplexe
géométrique (o n’est pas injectif a priori).

r

Définition 2.1.2. On appelle application bord lapplication 0y, : Cp(X) — Cp_1(X)
définie pour tout o : A™ — X par

n

00(0) = Y (=1)"0 g, 00,000

1=0

(ot (vo, . ..,vy,) désigne la base canonique de R" 1) qu’on étend Z-linéairement a Cp(X).

Conventions. On pose C_1(X)=0et gy =0.

Remarque. Il y a un sous-entendu dans cette définition : la restriction J\[vo est vue

comme un (n — 1)-simplexe singulier en utilisant 'identification affine

7~~~7{}i7'~~vvn}

AT S [’Uo,...,@i,...,?)n]
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qui envoie sommet sur sommet en préservant ’ordre.

[ Lemme 2.1.1. (C(X),0) est un complexe de chaines.

Démonstration. Exercice (pareil qu’en homologie simpliciale).

Définition 2.1.3. On note Z,(X) = ker 9,, et B, (X) = Im 0,41 pour tout n € N. On
définit le n-iéme groupe d’homologie singuliére de X par

Hn(X) = Zn(X)/Bn(X)

pour tout n > 0.

Exemple (homologie du point). Soit X = {z} un singleton. Alors, H,,(X) =0sin > 1 et
Ho(X) = Z. En effet, C,,(X) = Zoy, (car il existe un unique n-simplexe singulier o, : A" — X
constant). On a donc

an(O'n) = Z(_1)i0n|[v0,...,ﬁ¢,...,vn] = [Z(_l)l] On—1,

i=0 =0

donc 9, (0) = 0,1 si n est pair, et vaut 0 sinon. On a la suite suivante.

. ;> ZUQn+1 L> ZO’Qn ;> ZUQn_l

Zos Zoo Z.o1 g Zog —— O

o

On a donc Ho(X) = Zoy = Z, puis

Hopt1(X) = Zopt1 /Bont1 = Cpg1 /Cry1 =0

et
H2n(X) = Z2n/B2n =0

lorsque n > 0. Pour les calculs, il est souvent mieux que ’homologie du point soit triviale en
toute dimension.

Définition 2.1.4. Soit X un espace topologique non vide. On appelle homologie réduite
H,,(X) l’homologie du complexe de “chaines augmenté”

C s Ca(X) —2 Cpoa(X) T

Co(X) —=—— Z —— 0.

Remarque. On a bien € o §; = 0 (exercice). Remarquons aussi que puisque X est non vide,
alors Cp(X) est non trivial.
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Proposition 2.1.1. St X #0 etn >0, on a

H,(X) = H, (X) sin>1,
" Ho(X)®Z sin=0.

En particulier, ﬁo(X) = 0 lorsque X est un singleton.

Démonstration. Exercice.

O
2.2 Calcul des groupes d’homologies H, et H;
Lemme 2.2.1. Soit X = | |,c; X; la décomposition en composantes connexes par arcs.
Alors on a pour tout n > 0 lisomorphisme
H,(X) = @Hn(Xi)
1€l
mnduit par les inclusions X; — X.
Démonstration. A FINIR.
O

Proposition 2.2.1. 57 X # @ est connexe par arcs, alors

Ho(X)=0 et H(X)=Z

Démonstration. X est non vide, donc 'application € : Co(X) — Z, > n,0 — Y n, est sur-
jective. On sait que € 0 9y = 0, donc Im 09y C kere. Réciproquement, soit ¢ = ), n;x; € kere
et soit z € X. Soit 0; : A' — X une chemin reliant z & z;. On a alors do; = x; — 2. Soit
d =3%"injo; € C1(X). On a

5@’:Zni(a:i—z) =c— (Zm) z=c.

Ainsi, ¢ € Im 97. On a donc montré que ker e = Im 0;. D’une part,

Ho(X) = kere/Im .

D’autre part,

H(X) = C(X)/Imd; = C(X)/Imkere i Z.
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V2 2 U3
01
constant 4 Y constant
02
Vo Y U1

FIGURE 2.1 — Subdivision du carré I2.

Remarque. Il y a un lien entre m1(X) et H;(X). Ce lien surgit de 'observation suivante : si
un chemin v : I — X peut étre vu comme un 1-simplex singulier. Si 7y est un lacet, ce 1-simplex
est un 1-cycle (puisque 0y = (1) — v(0)).

7

Théoréme 2.2.1. Soit x € X. Un lacet vu comme un 1-cycle singulier donne un mor-
phisme de groupes

h: 7T1(X,LL’) — Hl(X)

Si X est connexe par arcs, h est surjectif avec ker h = [m1(X, z), 71 (X, z)] (sous-groupe
des commutateurs). Dans ce cas, h induit un isomorphisme de groupes

(X, 2)* = H (X).

Démonstration. On note ici v ~ ' si v et ' sont des lacets homotopes a extrémités fixées.
On note v ~. 7/ si les deux 1-cycles différent par un bord, i.e que v —+' € B1(X) (et donc
[v] = [7/] € Hi1(X)). On énonce quelques propriétés.
(i) Si~y est un chemin constant, alors 7y ~. 0. En effet, si 0 : A2 — X est constant a la valeur
7(0), alors 9o = |y, vy = Flive,w2] + Tljw,e] =7 =7 +7 =1
(i) Sivy ~ 4, alors v ~. 7 (et Papplication h est donc bien définie). En effet, si H : [? — X
est une homotopie a extrémités fixées entre v et 4/. On sous-divise le carré en deux triangles
[vo, v1, v3] et [vg, V2, v3].
Soit 01 = H|[yy0;,05] €6 02 = H {1 05,05)- Alors, o2 € Co(X). On a

6(0'1 — 0‘2) = 80‘1 — 80‘2
= (H|[U1,U3] - H|[U0,U3] + H|[U0,v1]) - (H|[U2,U3] - H|[’U0,U3] + H|[U0,v2])
=v-7
car Hl[yy 0] =7 €t Hljyy 05 =7~ On a donc montré bien montré que v — " € B1(X).

(i) Si 7y et 7' sont deux lacets, alors 7y ~. v +7'. Soit o : A2 — X la composition de la
projection orthogonale de A% = [vg, v1,v2] sur [vg, ve] avec 7.

(iv) Si -~y est un lacet, alors 4 ~, —v. En effet, v+ 5 ~. ¥y ~. 0. On a alors

80 = O—’[’Ul,’uz} - J|[’U0,1}2] + U‘[Uoﬂjl]

Y=+

On a donc montré que vy — (y +4') = —do € B1(X).
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Les points (i7) et (#i7) montrent en fait que h est un morphisme de groupes bien défini.

— Surjectiité. Soit ¢ = Y, n;o; € Z1(X). Quitte & introduire des répétitions (en ajoutant
des 0;), on peut supposer que n; = £1 pour tout i. Selon la propriété (iv), on peut méme
supposer n; = 1 pour tout 7 sans changer la classe de ¢ dans H;(X). On suppose donc
maintenant que ¢ = ) . 0. Puisque ¢ € Z;(X), on a

0=0c=>Y 0do;=» (oi(1) - 0i(0)).
7 7

Supposons qu’un certain o; n’est pas un lacet. Il existe donc un o; tel que 0;(0) = o;(1).
On peut donc concaténer. Selon le point (i7i) , on peut remplacer o; + o, par o;o;. Par
récurrence, on peut supposer que tous les o; sont des lacets (chacun basé en un certain ;).
Soit 7; un chemin allant de x & x; (qui existe par connexité par arcs de X). Les points (i)
et (iv) permettent d’affirmer que 7;0;6; ~. 0 (7;0;0; est bien un lacet basé en x). On peut
donc supposer que tous les o; sont des lacets basés en = (quitte & les conjuguer par les ;).
Selon le point (#i1),

IlUiNcg gj
) [

et [[[; oi] € m1(X, x) est envoyé a [¢] par h.

— Noyau de H1(X). On remarque que [m1(X,z), 71(X,x)] C ker h. Réciproquement, on va
montrer que le morphisme induit par h,

7T1(X,x)ab = 7T1(X,a:)/[m(X,a:),m(X,x)] — Hl(X)

est injectif, i.e que chaque élément du noyau ker h devient trivial dans (X, z)2P. Soit
[7] € ker h. Alors, v (vu comme 1-cycle) est un bord. On note ¢ = ) . n;o; € Co(X) avec
v = .. Comme lors de la démonstration de la surjectivité, on peut supposer que n; = £1
pour tout i.

On va montrer qu’on peut se ramener au cas oll pour tout o;, tous les trois sommets de
A? sont envoyés par application o; & z. En effet, on a la formule usuelle

0o; = Tio — Ti1 + Ti2

avec T;0, Ti1, €t 7; 2 des 1-simplexes singuliers. Dans C;(X), on a

y=0c=20 (Z ni0i>
= anaal

2
= Zn, Z(—l)jTiJ.
i 7=0

Cela signifie que dans la somme, les 7; ; apparaissent par paires, sauf un certain 7; j,, ol
les coefficients sont +1 et —1 respectivement. L’¢élément 7 ;, qui reste est donc égal a .
Pour chaque point y € X qui apparait comme sommet d'un ¢;, on choisit un chemin ~, de
x &y (qui existe par connexités par arcs de X ). Pour chaque triangle o;, on modifie chaque
aréte 7; jen

/ —_— . T~ <
Tij = Yo(ri,3)Tind Ve(mi 5)
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otl o désigne I'origine et ¢ le terminus. On peut ensuite remplacer o; : A2 — dont les bords
sont les 7; ;. En effet, fixons un homéomorphisme (B2, 0B% = S') = (A?,0A?) et regardons
application o;|ga2 — X vue comme une application S' — X (avec 1 — o(7;0)). Cette
application s’étend a B2 grace a I'isomorphisme. Selon la proposition 1.2.3, on peut affirmer
que S' — X est nullhomotope, donc homotope a I'application constante a o(7i,0). On en
déduit que I'application continue

[A FINIR]
Selon la proposition 1.2.3, 'application s’étend & une application A? — X qu’on appelle
o;. Soit ¢’ =}, n;o}. Puisque 0o} = 7/ — 7/ 1 + 1o, les T/ apparaissent par paires comme

ausm) sauf 7/ . et donc

les Tij (siT .j»Ti,j forment une paire, alors io.o

zg’ lj
/ g — B Y P
oc = E nio; = E ni(=1)7; =71 i = Tiggo = -
i i

On peut donc remplacer les o; par les o).

On va donc supposer que ¢ = Y, n;0; avec 7;; des lacets basés en z. On peut donc
considérer les classes [7; ;] € 71(X). On note [7]*® pour [y] mod [m (X, x), 71 (X, x)] dans
71(X, 2)2. On veut donc montrer que [y]2. Ici, on écrit additivement dans 71 (X, z)2?. On
considére ’élément

Z(_l)jni [1:.4] € T (X, x)*P.
1,J

L’annulation des 7;; par paires signifie que cet élément est égal a [r;, j,]*® qui est égal &
[v]2P. On réécrit la sommation comme

g (-1 ]nl [7,5]* E n; g TW
1,J .
== E 1’Li 60’1'
i

avec [00;]1%P = [1;0]2° — [1;.1]2 + [1:,2]*P € m1(X, 2)®® (on rappelle que les 7; ; sont bien des
lacets basés en x). Or l'existence de o; : A2 — X montre que le lacet o;|ga2 = Ti0Ti1Ti,2
(toujours selon la proposition 1.2.3) est nullhomotope. Ainsi, [7;07;17,2] = 1 dans 71 (X, z).
Il en est donc de méme pour son image [0o;]* € (X, z)*". On a donc

b = Zni[aoi]ab =0

Cela montre que ker h = [71(X, x), m1 (X, )], ce qui termine la démonstration du théoréme.

O
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