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Abstract. This report is made as part of a master’s degree in mathematics and cor-
respond to one of the lesson of the agrégation of mathematics 2022. First, we introduce
the Lebesgue integration. Then we describe some of the main theorems used to study
convergence in this theory. Finally, we study the LP spaces as normed vector spaces, with
the example of the Hilbert space L2.
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1 Introduction

L’intégrale de Lebesgue, formalisée par Henri Lebesgue au début du XX¢ siecle, géné-
ralise 'intégrale de Riemann (alors la plus utilisée). En "partitionnant ’espace d’arrivée",
a la différence de la "partition de ’espace de départ" du point de vue de I'intégrale de Rie-
mann, celle de Lebegue permet par exemple de donner un sens a l'intégrale de la fonction
de Dirichlet (I'indicatrice de Q dans R) sur un segment. Elle permet l'utilisation de nou-
veaux outils pour étudier la convergence de suites de fonctions et trouve des applications
fondamentales en théorie des probabilités (par son lien avec la théorie de la mesure) et en
théorie des distributions.

Ce mémoire consiste en la rédaction d’une proposition de plan pour la lecon 234 de
I’agrégation externe de mathématiques 2022 intitulée Fonctions et espaces de fonctions
Lebesgue-intégrables. On y présente les preuves de deux résultats choisis comme dévelop-
pements :

— le théoréme de Fejér-Cesaro qui montre la densité des polyndémes trigonomé-

triques dans les espaces L?;

— le théoréme de Fourier-Plancherel[4.21] qui exploite la densité de 'espace de Schwartz
dans Iespace de Hilbert L2 pour étendre la transformée de Fourier de L' N L? en
une isométrie de 'espace L? tout entier.

Dans une premiere partie, on expose la construction de I'intégrale de Lebesgue 2| On
commence par I'intégrale des fonctions positives[2.1] puis par celle des fonctions intégrables
et on compare enfin cette définition avec 'intégrale de Riemann Ensuite, dans
une deuxiéme partie, on présente quelques théorémes fondamentaux de convergence [3]
On commence par leurs énoncés puis on en présente une application a I’étude des
intégrales a parametres Enfin, dans une troisieme partie, on étudie les espaces LP
On commence par les voir comme des espaces de Banach puis on s’intéresse au produit
de convolution entre ces différents espaces et on termine avec ’étude d’une isométrie
de I’espace de Hilbert L? @

NoTATIONS. Ces notations et conventions seront valables dans toute la suite de la legon.
— On note (X, A, u) un espace mesuré et K le corps des réels R ou le corps des
complexes C. Tous les espaces topologiques T seront munis de la tribu des boréliens

B(T).

— Soit n € N*. On note A la mesure de Lebesgue sur (R”, B(R™)) et m la mesure de
comptage sur (X, .A).

— Pour toute fonction f A valeurs réelles, on note f* (resp. f~) sa partie positive
(resp. négative). Pour toute fonction f a valeurs complexes, on note Ref (resp.
Imf) sa partie réelle (resp. imaginaire).

— Pour I C K, on note &7(A) I'ensemble des fonctions étagées sur (X,.A) a valeurs
dans I. On note M*(A) 'ensemble des fonctions mesurables (X, A) — Ry U{+o0}.

— Pour tout A € A, 0 x u(A) = 0 (méme si u(A) = 400). Pour toute fonction
f: X > KU{+o00,—c0}etz € X, 0x f(z) =0.

2 Construction de l’intégrale de Lebesgue.

Dans cette premiere partie, on construit I'intégrale de Lebesgue de certaines fonctions
d’un espace mesuré a valeurs dans K. On les appelleras fonctions intégrables. On commence
par définir celle des fonctions étagées positives, puis des fonctions mesurables positives,
puis des fonctions a valeurs réelles et enfin des fonctions a valeurs complexes. On utilise
notamment [BP12].



2.1 Intégrale des fonctions positives.

DEFINITION 2.1.  Soit f € &g, (A) une fonction étagée positive. On définit son intégrale
sur X par rapport a u par

[ rdu= ¥ au((s=a} e Ry U {+oc}.

acf(X)

> EXEMPLES. — Soit n € N*, (A;)o<i<n une partition A-mesurable de X, (a;)o<i<n €
(Ro)" et fi= S0y ala,. Ona [y f dp= S0y aapu(Ar).
— Si f =0 (la fonction nulle), [y f du=0.
— Soit a € X et §, la mesure de Dirac en a. Pour toute f € &g, (A), [y f doq = f(a).
— Soit m la mesure de comptage sur (X,P(X)). Pour toute f € &g, (A), [y [ dm =

ZxEX f(.f)
On retrouve rapidement les propriétés basiques attendues pour une intégrale.
PROPOSITIONS 2.2. Soient f,g € &g, (A).
1. Additivité : [ f+gdu= [y fdp+ [y g du.
2. Croissance : si f < g, [y fdp < [y gdp.
3. Positive homogénéité : pour tout A € Ry, [ Af du= X [ f dp.

On cherche maintenant a utiliser cette définition, simple, pour définir 'intégrale d’une
fonction mesurable. Dans le reste de cette sous-partie on présente des outils utiles pour

la sous-partie

On considérera souvent des intégrales sur des sous-ensembles mesurables de X.

DEFINITION 2.3. Soit A€ Aet f € &r (A). Onalyf € &g, (A) et on définit I'intégrale
de f sur A par
/ fdu ::/ 1af du.
A X

Le lemme suivant donne les premiers outils utiles pour les manipuler. Le deuxiéme
point est le premier résultat de convergence d’intégrales que nous voyons dans cette legon.
La partie [3] est consacrée & ce type de propriétés.

LEMME 2.4. 1. Théoréme de Chasles : pour tous A, B € A tels que AN B = (), pour

toute f € &g, (A),
/AUdeu:/Afdu+/deu-

2. Soit (Ay)n € AY croissante (pour Iinclusion) recouvrant X . Pour toute f € &g L (A),

/Enfd“ n?oo/xfd“-

De la méme fagon que nous construisons l'intégrale des fonctions réglées positives dans
la théorie de Riemann, nous définissons ci-dessous 'intégrale de Lebesgue des fonctions

mesurables positives.



DEFINITION 2.5. Soit f € MT(A). L’ensemble { [y ¢ du; ¢ € Er, (A)} est non vide et
inclus dans Ry. On définit I'intégrale de f sur X par

/deu ::sup{/Xgpd,u; @65R+(A)} € Ry U{+o0}.
On dit que f est intégrable sur X si [y f dp < +oo.

¢ REMARQUES. — Si f € &r, (A), les définitions [2.1] et coincident.
— La croissance de l'intégrale pour les fonctions étagées positives nous donne direc-
tement la croissance de l'intégrale pour les fonctions mesurables positives : pour

toutes f,g € MT(A), f<g= [y fdu< [ygdp.

Citons a présent I'un des théoremes fondamentaux de la théorie de l'intégration de
Lebesgue.

THEOREME 2.6 (Théoréme de Beppo Levi). (1906)
Soit (fn)n € MFT(A)N croissante. La fonction f := lim, o f, est bien définie, mesu-

rable et positive. On a
Jodwdn = [ 1 dn.

Le lemme fondamental d’approximation d’une fonction mesurable par des fonctions
étagées (théoreme 5.1 de [BP12]) permet de mettre en pratique le théoréme de Beppo Levi.
Par exemple, il permet d’étendre les propositions aux fonctions mesurables positives :
I'intégrale de Lebesgue vérifie I'additivité et la positive homogénéité sur M™(A).

Remarquons que la valeur de l'intégrale d’une fonction nous donne des informations
sur la mesure d’ensembles ou elle prend certaines valeurs.

PROPOSITIONS 2.7. Soit f € M*(A).
1. L’intégrale de f sur X est nulle si et seulement si f est nulle presque partout.

2. (Inégalité de Markov) Pour tout a > 0,
1
n({f > a}) < —/ fdp.
@ JX

3. Si f est p-intégrable, u({f = +oo}) = 0.

COROLLAIRE 2.8. Soient f,g € MT(A) telles que f = g presque partout. On a [y f du =
Jx 9 du.

> EXEMPLE. Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et Y une variable aléatoire réelle positive.
On définit son espérance par E(Y) := [,Y dP. Pour tout o > 0, I'inégalité de Markov
s’écrit

> EXEMPLE. Supposons que (X, A) := (N,P(N)). Soit m la mesure de comptage définie
sur (X, A). L’ensemble des fonctions positives mesurables est ici M (A) = (Ry)N. De
plus, pour toute suite (u,), € (Ry)Y notée u,

/Xudm:Zun.

neN



Cet exemple nous permet de montrer facilement que la réciproque de la deuxiéme propo-

1 N : : 1 _
)n € (Ry)" est finie partout mais 3, ey 737 =

sition est fausse : la fonction f := (n—Jrl

—+o00.

o REMARQUE. Ces deux derniers exemples, celui d’une variable aléatoire et celui d’une
suite numérique, sont remarquables : les résultats les plus généraux sur l'intégration de
Lebesgue pourront s’y appliquer. Ce lien n’est traditionnellement pas fait en utilisant
I'intégrale de Riemann.

2.2 Fonctions intégrables.

Dans cette sous-partie, nous définissons enfin I'intégrale de Lebesgue pour des fonctions
a valeurs dans K.

DEFINITION 2.9. Une fonction f : (X, A) — K mesurable est p-intégrable si |f| est u-
intégrable. On note L& (X, A, ) Uensemble des fonctions f : (X, .A) — K p-intégrables.

o REMARQUES. — Pour une fonction f € M*(A), les définitions [2.5] et [2.g| coincident.
— Soient f,g: X — K mesurables égales presque partout. Par le corollaire f est
intégrable si, et seulement si, g est intégrable.

On cherche maintenant & définir I'intégrale d’une fonction intégrable, qui peut prendre
des valeurs complexes. Pour cela, nous exploiterons les liens entre les parties positive et
négative d’une fonction réelle et cette méme fonction ainsi que les liens entre les parties
réelle et imaginaire d’une fonction complexe et cette méme fonction.

LEMME 2.10. 1. Soit f : X — R une fonction mesurable réelle. La fonction f est
intégrable si, et seulement si, f*: X — R, et f~ : X — R, sont intégrables.

2. Soit f : X — C une fonction mesurable complexe. La fonction f est intégrable si,
et seulement si, Ref : X - R et Imf : X — R sont intégrables.

DEFINITIONS 2.11. — Soit f € L&(u). On définit son intégrale sur X par

[ saw= [ au- [ 5 dner.

— Soit f € L&(p). On définit son intégrale sur X par
/ fd,u::/ Refd,u—|—z'/ Imf du € C.
X X X

© REMARQUES. — Pour toute fonction de L1 (p), les deux définitions coincident.
Pour toute fonction de M™(A), les définitions et coincident.
— Soient f,g € Li (1) égales presque partout. Leurs intégrales sur X sont égales.

> EXEMPLE. Supposons (X, A) = (N, P(N)). Soit m la mesure de comptage sur cet espace
mesurable. On note (& (N) := £L (m). L’ensemble

lg(N) = (un)n EN| D Jup| < +00
neN

correspond a ’ensemble des séries numériques absolument convergentes.



L’ensemble E]%g(,u) posséde une structure d’espace vectoriel, contrairement a ’ensemble
des fonctions étagées positives ou a ’ensemble des fonctions mesurables positives.

PROPOSITIONS 2.12 (Structure d’espace vectoriel des fonctions intégrables).
1. L’ensemble L1 (1) est un K-sous-espace vectoriel de K.

2. L’application f € Lk (1) — [y f du € K est une forme linéaire positive. En parti-
culier, elle est croissante.

3. L’appplication ||||; : f € Lk(u) — [x f du € K est une semi-norme. Son noyau
|-|]7* ({0}) est le sous-espace vectoriel Fy des fonctions intégrables nulles presque
partout.

o REMARQUE. Cette derniére proposition nous incite a considérer ’espace vectoriel quo-
tient L (1) := L& (1)/Fo. Nous I'étudierons notamment dans la partie.

PROPOSITIONS 2.13 (Inégalité triangulaire). Soit f € L& (u).

1. Ona |fy fdul < [y |f] dp.

2. SiK=R, |[y fdu| = [x|f| dusi, et seulement si, f est de signe constant.
SiK=C, |[yx fdu| = [x|f| du si, et seulement si, f a un argument constant.

Donnons, pour conclure cette partie, un énoncé du théoreme de changement de va-
riables. On considérera la mesure image de la mesure de Lebesgue A par une fonction
suffisamment réguliere.

THEOREME 2.14 (de changement de variables). Soient U,V deux ouverts de R™ et ¢ :
U — V un C'-difféomorphisme. On note Jo : U — R le déterminant de sa jacobienne.
— Pour toute fonction f: V — R4 mesurable,

/fdA:/fogox\JH d\ < +o0.
1% U

— Pour toute fonction f : V — K mesurable, f est intégrable si, et seulement si,
f o x|Jy,| est intégrable. De plus, si f est intégrable,

/Vfd)\:/Ufogpx|J¢| d).

¢ REMARQUES. — Remarquons qu’il est nécessaire que la fonction de changement de
variable soit un difféomorphisme, contrairement au changement de variable clas-
sique de 'intégrale de Riemann sur un segment de R.

— Remarquons également que ce théoreme ne considere que des intégrales sur des
ouverts de R". Cependant, on considére souvent des intégrales de Lesbesgue sur
un fermé F de R". L’une des méthodes classiques pour effectuer un changement
de variable est alors de trouver un ouvert V de R™ tel que F =V et A(F\V) = 0.
Les intégrales sur V et F' sont alors égales, et I’on peut appliquer le théoréeme de
changement de variables sur I'ouvert V.

> EXEMPLE. Les changements de variables polaires et sphériques sont souvent utilisés (no-
tamment en physique). Nous en donnerons une application pour calculer l'intégrale de
Gauss apres le théoréme de Fubini-Tonelli [3.5]



2.3 Liens avec l’intégrale de Riemann.

Avec les mesures de probabilité et la mesure de comptage sur (N, P(N)), la mesure
de Lebesgue A\ sur R est celle qui nous intéresse le plus. Dans ce cas, on considere des
intégrales sur la droite réelle, et cela nous pousse a comparer 'intégrale de Lebesgue et
celle de Riemann. Nous expliquons dans le théoréme suivant en quoi I'intégrale de Lebesgue
"généralise" celle de Riemann.

THEOREME 2.15. Soit I C R un segment compact de R et A la mesure de Lebesgue sur
le segment I. On note R(I,K) les fonctions I — K intégrables au sens de Riemann.

1. Soit f € R(I,K). Il existe g € LL(I,B(I),\) A\-presque partout égale & f telle que
I f(x) dz = [, f dX.

2. Soit B(I) la tribu de Lebesgue, i.e. la tribu B(I) complétée des ensembles négli-
geables. On a R(I,K) C L (I,B(I), )\).

¢ REMARQUES. — En particulier, les fonctions réglées et intégrables au sens de Rie-
mann sur un segment compact I de R sont intégrable au sens de Lebesgue pour
(I,B(I),\) et ces deux intégrales coincident. En utilisant ’axiome du choix, on
peut cependant montrer qu'il existe des élements non mesurables de (7, K).
— Pour manipuler I'intégrale d’une fonction suffisamment réguliére (par exemple conti-
nue) on peut donc utiliser tous les outils déja connus sur l'intégrale au sens de
Riemann.

> EXEMPLE. Soit f := 1gn,)- Cette fonction n’est pas intégrable au sens de Riemann,
mais elle est mesurable et on a f[o [ dx=AQnI0,1]) =0.

3 Théoréemes de convergence.

On a déja vu le théoréme de Beppo Levi[2.6] parfois appelé théoréme de la convergence
monotone. Dans cette partie, on développe de nouveaux outils pour étudier la convergence
de suites d’intégrales et la permutation de limites de d’intégrales. On utilise notamment
[BP12].

3.1 Le théoréme de convergence dominée.

THEOREME 3.1 (Lemme de Fatou). (1907)
Soit (fu)n € MT(AN. On a

< o < T .
0< [ liminf f, dﬂ\%glfolcf/xfn dp

X n—+00

> EXEMPLES. — On considere 'espace mesurable ([0, 2], B(]0,2])) muni de la mesure
de Lebesgue. Pour tout n € N on note fa, := 1jg1] et fani1 := 1)1,9). La suite (fn)n
est bien une suite de fonctions mesurables positives. La fonction lim inf,,, 1 o fy est
nulle et, pour tout n € N f[o,z} fn du = 1. L’inégalité donnée par le lemme de Fatou

est donc 0 < 1. En particulier, on constate que cette inégalité peut étre stricte.
— Soit (fn)n € L)Y convergeant simplement presque partout. On suppose que
sUppen Jx |fn| dp < +o00. Par le lemme de Fatou, la fonction limite est intégrable.
— Supposons u(X) > 0. Soit (fn)n € MFT(AN telle que f, = +00 presque

n o]

partout. Par le lemme de Fatou, la suite d’intégrales ([ fn du),, diverge vers +oo.



APPLICATION 3.2. On considére A la mesure de Lebesgue sur l'intervalle [0, 1]. Soit f :
[0,1] — R une fonction croissante (dérivable presque partout dans [0, 1]). Elle est intégrable
au sens de Riemann et

| CF< F1) - £(0).

Nous donnons maintenant 1’'un des théorémes les plus utilisés en pratique pour étudier
des problemes de convergence de suites d’intégrales.

THEOREME 3.3 (de convergence dominée). Soit (fn)n € L (1) telle que (fn(x))n converge
presque partout. Supposons qu’il existe g € Eﬁh () telle que, pour tout n € N, |f,] < g
presque partout. Il existe f € Lk (u) telle que (fy,), converge presque partout vers f et

1= £l di = 0.

o REMARQUES. — Reprenons les notations du théoréme [3.3] En pratique, la fonction
f est connue en étudiant la convergence presque partout de la suite (fy,),. Elle est
intégrable par I’hypothése de domination (par la fonction g). De plus, on utilise le
plus souvent une conclusion plus faible que celle du théoreme :

/an dun_)—+>oo/xfdﬂ-

— Placons nous dans le cadre d’application du théoréme d’interversion de la limite et
de I'intégrale de Riemann : soit I un segment (compact) de R et (f,), € C(I, K)N
convergeant uniformément vers une fonction notée f € C(I,K). La suite (|| fn|ls),,
est convergente, donc bornée. On peut alors noter C' := sup, ey || fnllo- La suite
(fn)n est ainsi dominée par la fonction constante intégrable z € I — C € Ry et on
peut appliquer le théoréme de convergence dominée.

> EXEMPLES. — Pour tout n € N on note f,, : z € [0,1] — 2™ € R. La suite (fy)n
converge simplement vers f : x € [0,1] — 1{1}(x)er Mais ne converge pas uniformé-
ment. Or elle est dominée par la fonction intégrable constante égale a 1. On ne peut
donc pas appliquer le théoreéme usuel d’interversion de la limite et de I'intégrale de
Riemann mais on peut appliquer le théoreme de convergence dominée :

1
/w"dw — 0.
0

n—-+00

— Soit f € C(R,R) positive telle que supp f CJ0,1[ et [ f > 0. Pour tout n € N*
on note f, : z € R — w € R (la bosse glissante). La suite de fonctions

continues ( f,,)n converge simplement vers la fonction nulle. De plus, par changement

de variable,
1
/fn:—/f — 0.
R n Jr n—-+4oo

Cependant, on peut montrer que ’hypothese de domination du théoréme de conver-
gence dominée n’est pas vérifiée. Soit g une fonction intégrable dominant la suite
(fn)n- Elle domine donc h := sup,,en- | fn| donc h est intégrable. Or les fonctions de
la suite (f,,)n sont & support deux a deux disjoints, donc [p h dA = [p 302 fin d.
Ainsi, par le théoréme de Beppo Levi Jghd\ =3 % fol fn = +00. On en
déduit que dans cette situation le théoréme de convergence dominée ne peut pas
s’appliquer. Cependant, on a bien justifié I'interversion de la limite et de 'intégrale.



3.2 Application : étude des intégrales a parametres.

Les fonctions définies par des intégrales a parametres apparaissent naturellement dans
de nombreux problemes. Leur étude est fondamentale en analyse de Fourier, pour définir
la fonction I' d’Euler, ou encore pour s’intéresser au potentiel du champ de gravitation
dans 'espace. On donne ici quelques exemples de théoremes applicables dans le cadre de
I'intégration de Lebesgue. On utilise notamment [QZ20| et [BP12].

Tout d’abord, la caractérisation séquentielle de la continuité nous permet d’utiliser le
théoréme de convergence dominée [3.3] pour étudier la régularité d’intégrales & parametre.

THEOREME 3.4 (Théoréme de dérivation sous le signe intégral). Soit E un espace mé-
trique et f: E x X — K telle que
— pour tout t € E, f(t,-) est mesurable;
— pour presque tout x € X, f(-,z) est continue;
— pour tout compact K de E, il existe g € L' telle que, presque pour tout & € X,
pour tout ¢t € K, |f(t,x)| < g(x).

La fonction
F:|EF — K

t — [y f(t,z) du(z)

est bien définie et continue.

> EXEMPLES. — La fonction I' : x € R} 0+°° t*~le=t € C est bien définie et
continue.
— Soit f € L&(N). Sa transformée de Fourier fiueR— Jpe " df(x) € M(z) est
bien définie et continue.
— Soit f € L&(N) et p € C(R,K) bornée. Le produit de convolution f*g:u € R~
Jr p(u—x)f(z) d\(z) € K est bien défini et continu.

o REMARQUE. Il existe également des théorémes semblables pour étudier le caractére C*
(avec k € N) d’une intégrale a parameétre et son holomorphie. Nous verrons une application
de la dérivation sous le signe intégral dans la preuve du lemme

Ensuite, dans le cas d’une intégrale sur une mesure produit, on peut s’interroger sur
"Tordre d’intégration". Usuellement, on utilise deux théoreémes dits de Fubini : I'un pour
les fonctions positives, le deuxieme pour les fonctions intégrables. Le premier, donné ci-
dessus, est une conséquence du théoreme de Beppo Levi Soient (X, A, n) et (Y,B,v)
deux espaces mesurés o-finis. On considére A4 ® B la tribu produit sur X x Y et p @ v la
mesure produit sur cet espace mesurable.

THEOREME 3.5 (de Fubini-Tonelli). (1907)

Soit f : X xY — Ry U {400} une fonction mesurable. La fonction fx (resp. fy)
définie pour presque tout x € X (resp. y € Y) par fx(z) = [y f(z,-) dv (resp. fy(y) =
Jx f(-;y) du) est mesurable et on a

o tanev= [ ([t van) wdo = [ ([ f.p) aa) vy,

> EXEMPLE. Calculons l'intégrale de Gauss I := [, e~ dz. Le théoréme de Fubini-Tonelli
@ permet d’exprimer le produit d’intégrales I? comme une intégrale sur I'ouvert R?. On
ne change pas sa valeur en ne la considérant que sur I'ouvert R?\(R_x{0}). Un changement
de variables polaires (voir le théoréme et une nouvelle application du théoréme de
Fubini-Tonelli permet alors de trouver I? = m, d’ott I = /7.



THEOREME 3.6 (de Fubini-Lebesgue). (1907)
Soit f € L& (u®v). On a
— pour presque tout z € X (resp. y € Y), f(z,-) € LL(v) (vesp. f(-,y) € LL(n));
— la fonction fx (resp. fy) définie pour presque tout x € X (resp.y € V) par fx(z) =
Jy f(z,-) dv (vesp. fy(y) = [x f(-,y) du) est intégrable;

— la formule
[ rdnsv=[ ([ e vay) aao = [ ([ o) ) v
XxY X
¢ REMARQUES. — Le théoréme de Fubini-Tonelli [3.5] permet, en étudiant la valeur

absolue d’une fonction, de montrer que celle-ci est intégrable. On peut ensuite
appliquer le théoréme de Fubini-Lebesgue pour "intégrer dans ’ordre souhaité".

— Il est important de vérifier que les deux mesures 1 et v des théorémes de Fubini sont
o-finies. Cela est notamment le cas pour la mesure de Lebesgue sur (R™, B(R")) ou
de la mesure de comptage sur (N, P(N)). Cependant, la mesure de comptage sur
I'espace mesurable (R, P(R™)) n’est pas o-finie.

> EXEMPLE. Soit f : (z,y) € Ry x [0,1] = 2e 2% — e~ € R. Celle-ci est continue,
donc mesurable La mesure de Lebesgue est o-finie sur Ry et [0 1]. Pour tout y €]0, 1],
fR (x,y) dx = 0. De plus, pour tout x > 0, f[o 1 f(z,y) dy = <= “ . La fonction nulle

_e—2

et x € R} — _T% € R sont intégrables et on a

+o0 o= _ 672:1:
/ fz,y) dx dy:0</ 7da@:/ f(z,y) dy | dx.
0,1 \/R, 0 x Ry \/[0,1]

L’hypothese ici mise en défaut pour appliquer le théoreme de Fubini-Lebesgue est 1'inté-
grabilité de f.
4 Espaces LP.

4.1 Comme espaces vectoriels normés.

Dans les propositions nous avons vu que P'espace de fonctions intégrables £ (1)
est un espace vectoriel muni d’une semi-norme naturelle. On utilise notamment [BP12].
Soit p € [0, 4+00]. On suppose que u(X) > 0.

DEFINITIONS 4.1. — Soit p € [0, +oo[. On définit I’espace
LY (X, A p) = {f (X, A) = (K, B(K) | f mesurable et /X IfIP du < +oo}

et I'application

HHp ﬁ%(X,A,M) — R-i-
foo o U P dmt

— On définit

LE(X, A p)={f:(X,A) — (K,B(K)) | f mesurable et IM > 0, u({f > M}) =0}
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et I'application

o = | LR(X A ) — R,
f — inf {M > 0| p({f >0}) =0}

De méme que précédemment, on se permettra d’alléger cette notation lorsque le contexte
est clair, par exemple £ (1) ou LP.

¢ REMARQUES. — Cette nouvelle notation est bien cohérente avec la notation E%(X JA 1
introduite a la définition
— Soit U un ouvert de R et f € C(U,K). On a f € LE(U,B(U),\) et ||f|l =
sup,cy | f(x)]. Ainsi, la notation ||-||  est bien cohérente avec la norme de la conver-
gence uniforme pour les fonctions continues.

> EXEMPLE. Pour tout p € [1,400],
+o0o
i (N) :== Lg(N,P(N), m) = {(an)n e K" | Z |an|” < +OO} :
n=0

PROPOSITIONS 4.2. — L’espace de fonctions £ (X, A, 1) est un K-espace vectoriel.
— Si X est de mesure finie, pour tout ¢ > p on a L (X, A, ) C L (X, A, p).
— Pour tout ¢ > p, & (N) C ¢L(N).

> EXEMPLE. Remarquons que

Ljo,1] 1
v 71

L’inégalité de Young nous permet de montrer 'inégalité fondamentale suivante.

€ LR(N\LE(N) et € LEM\LE(N).-

THEOREME 4.3 (Inégalité de Holder). Soient p,q € [1,+00] tels que % + % = 1. Soient

[ € Li(n) et g € Li(p).
— La fonction fg est intégrable et

gl < 1111, [lgllg -

— Suppposons p,q < +oo. On a [[fgll; = [[fll,llgll, si, et seulement si, il existe
(o, B) € R\ {(0,0)} tel que a | f|P = Bg|? presque partout.

COROLLAIRE 4.4 (Inégalité de Minkowski). Soit p € [1,+00]. L'espace (Lg(u),]-]],) est
un K-espace vectoriel semi-normé.

On ne s’intéresse maintenant qu’au cas ou p > 1.

LEMME 4.5. Pour toute f € LP, Hpr = 0 si, et seulement si, f = 0 presque partout.
L’ensemble {f € LP ‘ f = 0 presque partout} est un sous-espace vectoriel de L£P.

DEFINITION 4.6. Soit p € [1,+00]. On note (Lg(X,A,p),||]|,) le K-espace vectoriel
normé canoniquement associé au K-espace vectoriel semi-normé (Ly (X, A, p), [|-],,)-

¢ REMARQUES. — L’espace vectoriel Ly (X, A, u) est I'espace vectoriel quotient

LY (X, A )/ {f € LP|f=0 presque partout}.

11



Soit f € LP et f € LP sa classe d’équivalence. Pour toute g € f, g = f presque par-
tout. Si p < 400, pr = ([ |£IP dp)"'?. Sip = +o0, (pr =inf {M > 0| u({f > M}) = 0}.

— On utilise 'abus de langage consistant a dire que g € L (u) vérifie une propriété
si 'un de ses représentant la vérifie.

> EXEMPLE. Supposons que le seul élément négligeable de A soit ’ensemble vide. Chaque
élément de LP est une classe d’équivalence avec un unique élément. Par abus de langage,
les ensembles LP et LP coincident. La mesure de comptage est un exemple d’une telle
situation, et on écrira LE (N, P(N), m) = LE (N, P(N), m) = & (N).

THEOREME 4.7 (Théoréme de Riesz-Fischer). Soit p € [1,400].
1. L’espace (LP(X, p),|[|-[],) est complet.

2. Toute suite de (LP(X, p),[|[|,) convergente admet une sous-suite presque-partout
convergente.

Nous avons donc construit des espaces de Banach naturellement associés a la théorie
de l'intégrale de Lebesgue. Nous donnons maintenant un critére pratique pour vérifier la
convergence d’une suite dans ces espaces LP. Celui-ci découle d’une application direct du
lemme de Fatou et du théoréme de convergence dominée 3.3

PROPOSITIONS 4.8 (Convergence LP-dominée). Soit p € [1,400], (fu)n € Li (1) et f €
LEP (1) telles que (fy)n converge presque partout vers f.
— Si la suite (fy)n est bornée, f € LE(1).
— Soit g € L () telle que, pour tout n € N, |f,,| < g presque partout. La fonction f
est un élément de LY (1) et (fp)n converge vers f dans cet espace normé.

Il existe de nombreux espaces de fonctions intéressants (de par la régularité de leurs
éléments) denses dans les espaces LP. Nous en donnons deux premiers exemples ci-dessous.

THEOREME 4.9. Soit p € [1,+00o[. L’ensemble des fonctions en escalier & support compact
de R dans K et I’ensemble des fonctions continues a support compact C.(R, K) sont denses
dans LY (R, B(R), A).

> EXEMPLE. L’adhérence de I'ensemble C.(R,K) dans Lg?(R, B(R),\) est I’ensemble des
fonctions continues convergeant vers 0 en +0o et —oco. Nous remarquons ici une premiere
différence fondamentale entre le "cas p fini" et le "cas p infini".

Dans la sous-partie suivante, nous introduisons un outil tres utile pour affiner ces
résultats de densité.

4.2 Le produit de convolution.

Nous nous plagons ici dans le cas (X, A,p) = (R, B(R),\). La convolution est une
opération fondamentale sur les espaces 1P définis dans la sous-partie précédente. L’une
de ses applications est la régularisation de fonctions en réalisant une moyenne pondérée
autour de chaque point de la droite réelle. Nous utilisons notamment [BMPos|.

DEFINITION 4.10. Soient f,g: R — K mesurables et x € R telsquet € R — f(t)g(z—t) €
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R est intégrable. On définit le produit de convolution de f par g en x par

(f % g)(@ /f (- 1) dt € K.

Une application directe du théoréme de changement de variables est le lemme
suivant.

LEMME 4.11. Soient f,g: R — K mesurables et x € R tels que (f * g)(z) est bien défini.
Le produit de convolution (g * f)(z) est bien défini et (f * g)(x) = (g * f)(x).

Le théoréme de Fubini-Lebesgue nous permet de voir le produit de convolution
comme une opération sur I'espace L!.

PROPOSITIONS 4.12. 1. Soient f, g € L. Le produit de convolution fxg est bien défini
presque partout et définit alors un élément de L' tel que || * g||; < ||f]]; lg]];-

2. La structure (L1, +,%,-,]|||;) est une algebre normée sous-multiplicative sans élé-
ment neutre.

EXEMPLE. Pour toutes f,g € L', (m) = fﬁ.

Remarquons que la "convolution L'-L!" est bien définie et conserve I'intégrabilité, mais
n’apporte pas de régularité.

THEOREME 4.13. Soient p,q € [1,+00] tels que % + % = 1. Soient f € LP et g € LY.
— Le produit de convolution f *x g est bien défini sur R, est borné et uniformément
continu.
— Sip,qg < +00, f*g converge vers 0 en +00 et —o0

REMARQUE. Le théoréme de convergence dominée [3.3| permet de montrer que le produit
de convolution avec une fonction suffisamment réguliere permet d’obtenir une fonction
dérivable. Cela est notamment utile pour prouver la densité des fonctions C* a support
compact dans les espaces LP(R) avec p €]1, +o0]. Pour cela, on introduit souvent la notion
d’approximation de 1'unité. Dans cette lecon, nous choisissons de nous concentrer sur
I’espace des polynomes trigonométriques.

Nous allons utiliser le produit de convolution pour montrer la densité des polynémes
trigonométriques dans les espaces LP, énoncée au corollaire Tout d’abord, placons-
nous dans un cadre un peu différent.

NOTATIONS. On note Cor I'ensemble des fonctions R — C continues et 2w-périodiques.
Pour tout p € [1, +00[ on note L5 1’ensemble {f :R — C| f est 2m-périodique et Jio.2x1 IfIP dX < +oo}

et, pour toute f € LY |
1 1/p
P
111l (%/[ M dA) .

Soit f € L},.. Pour tout n € Z,onnote e, : & € R~ e € Cet ¢y (f) 1= 5= f[o 2] f(z)e~ ™= \(dx)
le n-iéme coefficient de Fourier de f. Pour tout N € N, on note Sy(f) := Zf:f, N cn( fen
la N-iéme somme partielle de Fourier de f et on(f) la moyenne de Cesaro N Z S (f)-

REMARQUE. Soit p € [1,400[. On déduit les propositions suivantes des résultats déja
exposés sur U'espace L (11). Les espaces (Car, ||]] ) et (L. |- ||,,) sont de Banach et, pour
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tout ¢ = p,
Cor C Lgﬂ. C Lgﬂ.

Les preuves du théoréme du lemme du théoréme et du corollaire [4.1
constituent le second développement de cette lecon.

THEOREME 4.14 (de Fejér). (1900) Soit f € Car. On a

on(f) NI%OO

et, pour tout N € N, [[on (/oo < 1]l -

Prewve (Tirée de [Cha1g|])
Pour tout N € N on note Dy := ZnN:,N en le noyau de Dirichlet d’ordre N. Soit

N € N*. On note Ky = %Zjv:_ol D,, le noyau de Fejér d’ordre N. On rappelle que

i JT_ Ky =1 et, par ailleurs, que Ky est 'unique prolongement par continuité de la
fonction )
1 /sin(Nz/ 2)>
ER2Z+— — | ——==) €R
* \2 N ( sin(z/2) *

sur R. Ainsi K est positive et, pour tout £ > 0, pour tout = € [—m, —e]U[e, 7], Kn(z) <
W. On en déduit en particulier que ||[Kn||; = 1. On utilise cette derniere égalité

dans le calcul suivant : [[on (f)llo = [If * Enlleo < [[flloo KNIy = [If]-
Montrons finalement la convergence uniforme annoncée. Soit § > 0 et

w(0) :=sup{|f(u) = f(v)] ; Ju—v[ <}
le module d’uniforme continuité de f évalué en §. Soient N € N et x € R. On a
(@) = on (@) < & (Jges 1F@) = @ = O Kn () de + o5 |F(@) = oz = O] Kn(t) dt) <
% Jiy<s K@) dt + 2|[fll oo Jigj55 Kn(t) dt < w(5) + %. On en déduit que, pour

tout N € N, ||f —on(f)||lo Sw(d)+ %{5‘7’2)2 Donc, pour tout 6 > 0,

limsup ||f — on (f)llo < w(5).
N—+o00

Or f est continue sur R et périodique donc, par le théoréme de Heine, elle est uniformément
continue. Ainsi w(d) pavs 0. Par 'inégalité précédente, limsupy_, o [|f —on(f)|loo = 0
—

donc (on(f))n converge uniformément sur R vers f. O
Avant de prouver le théoreme de Fejér-Lebesgue nous énongons un dernier lemme.

LEMME 4.15 (Uniforme continuité de [’opérateur translation.). Soit p € [1,400] et f €
L . Pour tout ¢ € R on note 7,(f) := f(- — t) la translation de f par ¢. L’application
t € R— 7(f) € L est uniformément continue.

DEVELOPPEMENT 4.16 (Théoréme de Fejér-Lebesgue).
Soient p € [1,+0c[ et f €LE . Ona

11,
JN(f) N?oo
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et, pour tout N € N, [lox (f)Il, < IIf],.

Preuve (Tirée de [Cha1g|])
Soit n € N*. Soit z € R. On a

oats@P = | st - 050

donc, par inégalité triangulaire et ’'inégalité de Holder (avec p et son exposant conju-
gué), |on(f)(z)f < J7_ |f(;v —1)|P K, (t) dt x 1. Ainsi on a, par le théoréeme de Fubini-
Tonelli Han My < 1z [T Kn(t) [T | f(x = t)|P da dt d’ou, par périodicité de f,
llon (f )Hﬁ < pr LWK @) JZ, [ f(@)P dx dt = [|[Kall; [|f]l, = IIf]l;- On a donc montré
I’inégalité annoncée.

Montrons la convergence en moyenne annoncée. Soit n € N*. Pour tout = € R, f(x) —

ou(F)(@) = & 7 (F(@) — F& — ) Kn(t). Avec g st € R ||f — 7 f|[2 € Ry, on a done

low(F) = FIF < g2 [T Kn(t)g(—t) dt = (g% K,)(0) = 0n(9)(0). Or, par le lemme [g.15} g

est continue. Par périodicité de f, on a donc g € Ca,. On peut donc appliquer le théoreme

de Fejér [4.14] et en déduire que 0,(g)(0) = 9(0) = 0. Finalement, ||o,,(f) — fIl}, —
n—-+0oo

P p—sito0
0, ce qui termine la preuve. O

COROLLAIRE 4.17. Soit p € [1,4o00[. L’ensemble des polynémes trigonométriques est
dense dans (L5, ||,).

Preuve Pour tous f € L et n € N*| 0,,(f) est un polyndme trigonométrique. O

4.3 L’espace de Hilbert L2.

Terminons cette lecon en étudiant le cas particulier de I'’espace de Banach L%(,u), que
I’on peut naturellement munir d’une structure Hilbertienne. Nous utilisons notamment
[BP12].

NOTATION. On définit
(f) g) — fX fg d#

PROPOSITION 4.18. L’espace (L& (p), (+,-)) est un espace de Hilbert.

EXEMPLES. — Par le corollaire {en ; n € Z} est une base Hilbertienne de L3
En particulier, celui-ci est séparable.
— Tout K-espace de Hilbert séparable est isomorphe a ’espace de Hilbert &%{(N) par
I’isométrie associant a un vecteur sa décomposition dans une base Hilbertienne.

Le théoréme est un résultat fondamental concernant la transformation de Fou-
rier et I'espace normé L2. Sa preuve, ainsi que celle du lemme constitue le second
développement de cette legon.

LEMME 4.19. 1. La transformée de Fourier F est une bijection de S(R) sur lui-méme.

2. Pour toutes f,g € S(R),
/f?/z/fg
R R
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3. Pour toute f € S(R), f € L? et

2

/\

1113 =

1
o 11/
Preuve 1. Soit f € S(R). La fonction f est intégrable, donc on peut considérer sa

transformée de Fourier. On cherche & montrer que f € S(R).

Soit h : (z,t) € R? — e @ f(t) € R. On cherche & appliquer le théoréme
de dérivation sous le signe intégral a cette fonction. La fonction f est continue
donc h est continue. De plus f est intégrable donc pour tout z € R, h(x,-) est
intégrable. Pour tout n € N et t € R, h(-,t) est de classe C" et h(-,t)™ :z € R .—>
(—it)"e~™ f(t) € R. Pour tout n € N, pour tout (x,t), |(—it)"e ™ f(t)| = [t" f(t)

Or f € S(R) donc, pour tout n € N, t € R — t"f(t) € R est intégrable. Ainsi, par
le théoreme de dérivation sous le signe intégral, f est de classe C* et

Vn € N,Vz € R, f®) (z) = / (—it)Fe= f(1)dt
R

Soit n € N. L’espace de Schwartz S(R) est stable par multiplication par des poly-

némes et par dérivation donc, pour tout k € N, e~ (51— (—is)”f(s))(”) (t) oE
— 00

0. Ainsi, comme les fonctions considérées sont toutes de classe C!, on montre par
récurrence sur k € N (en intégrant par parties pour montrer I’hérédité) que

Vk € N,Vz € R, (iz)* }) (z) = /R e~ (5 s (—is)™ ()™ (£)dt.
Or f € S(R) donc, pour tout k¥ € N, t € R — (S+—>( is)"f(s)™ € R est
intégrable, donc par inégalité triangulaire z € R — (i 2)Ff)(2) € R est bornée.
Cela est valable pour tout n € N, donc f € S(R).
Ainsi F : S(R) — S(R) est bien définie et par le théoreme ?7? elle est injective.
Montrons qu’elle est surjective.
Soit f € S(R). On a f € S(R) ¢ L'(R) donc, par la formule d’inversion de Fourier

7?7, 0n a
1

f= 5eFo P = F (57 (=)

avec f(—-) € S(R). Finalement, F : S(R) — S(R) est bijective.

2. La preuve de ce deuxieme point repose sur l'inversion de l'ordre d’intégration dans
une intégrale double. Soient f,g € S(R) et h : (x,y) € R? — e~ @Y f(x)g(y) € R.
On cherche a appliquer le théoreme de Fubini-Tonelli a la fonction h. Pour tout
(z,y) € R% |h(z,y)| = |f(2)||g(y)].- Or f est intégrable donc, pour tout y € R,

x € R |f(z)||9(y)] € Ry est intégrable. De plus g est intégrable donc y € R

Jr lf(@)]|g(y)| dz € R est intégrable.

Ainsi, par le théoreme de Fubuni-Tonelli, les fonctions h, x € R — [ h(z,y) dy €
R,y € R+ [g h(x,y)dx € R sont intégrables et [ [p h(z,y) dx dy = [p [g Mz, y)dydx,

i.e.
Amzéﬁ
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3. Soient f et g :=F ( f) Par le premier point, g € S(R) et par le deuxiéme point

/f]—"o}" /]—"

Or, pour tout = € R, F(f)(z) = [z emf( ) dt = F(f)(z). Donc, par la formule
d’inversion de Fourier, [ 27ff = [p ff,ie.

1712 = o || 4.

1
27
DEFINITION 4.20. La transformation de Fourier-Plancherel est

PSR — L?()
fo— a=f

DEVELOPPEMENT 4.21 (Théoréme de Fourier-Plancherel). 1l existe un unique prolonge-
ment continu de P & L2(R). Celui-ci est une isométrie bijective.

Preuve Par linéarité de la transformée de Fourier, P est linéaire. Or, par le lemme
pour toute f € S(R), ||P(f)||y = ||fl|5. Donc P est uniformément continue. Or par le théo-
reme de Riesz-Fischer @ ’espace L? est complet. De plus, ’ensemble de Schwartz S est
dense dans L?. Par le théoréme de prolongement des applications uniformément continues,
il existe un unique prolongement continu de P & L2. Notons encore P ce prolongement
L% — L2. Montrons que P est une isométrie bijective.

Soient f,g € L% et A\, € R. Il existe (f,,)n € SN (vesp. (gn)n € SY) qui converge vers f
(resp. g) dans L2. Pour tout n € N, P(Afy,+pgn) = AP(fn) +1uP(gn) et [|P(fo)llo = || fallo-
Donc, par continuité de P et passage a la limite dans les deux égalités précédentes,
P+ pg) =AP(f) + pP(g) et [|P(f)lly = || fl|5- Ainsi P est une isométrie linéaire.

Montrons que P est bijective. Il s’agit d’une isométrie, donc elle est injective. Montrons
que son image est une partie fermée et dense de L2.

Soit (gn)n € P(LAN convergente dans L2 Notons g € L? sa limite. Il existe (f,), €
(L2)N telle que, pour tout n € N, g, = P(f,). La suite (gu)n = (P(fn))n est de Cauchy
et, pour tout (p,q) € N2, |[P(fp) — P(f)lly = [|fp — fally, donc (fn)n est de Cauchy.
Or L? est complet donc (f,,), est convergente : notons f sa limite. Par continuité de P,
g=P(f) € P(L?). Ainsi P(L?) est fermée.

Montrons a présent qu’elle est dense. Soit g € §. Par le lemme il existe f € S
telle que g = P(f) € P(L?). Donc S C P(L?). Or l'espace de Schwartz est dense dans L2,
donc il en est de méme pour P(L?).

Ainsi P(L?) = L2, i.e. P est surjective. Finalement, P est bijective, ce qui conclut. [J

¢ REMARQUES. — Pour prouver ce théoreme, on peut aussi choisir de travailler sur
I'espace dense L! N L2 (au lieu de l'espace de Schwartz).
— Malgré ce prolongement, pour une fonction f € L? quelconque il est généralement
erroné d’écrire P(f) 1z € R [pe @ f(t) €R
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