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1 Planche 1

1.1 Question de cours
— Énoncer et démontrer le théorème de Leibniz sur les séries alternées.

1.2 Application
— Soit α ∈ R. Étudier la nature de la série de terme général un = (−1)n

nα .
— Si α ⩽ 0, ∑

n un diverge grossièrement. Si α > 0, (|un|)n est décroissante et (un)n est
alternée donc, par le théorème de Leibniz, ∑

n un converge.

1.3 Exercices
Exercice 1

1. — Montrer que la série de terme général un := 1
2n+1 + 2n+n2

n! converge.
— La série de terme général 1

2n+1 est une série géométrique de raison 1
2 ∈] − 1, 1[ donc

elle converge. Par ailleurs, 2n+n2

n! ∼ 2n

n! et, par croissance comparée, ∑
n

2n

n! converge
donc ∑

n
2n+n2

n! converge. Ainsi, ∑
n un converge.

2. — Soit x ∈ R. Rappeler la valeur de ∑+∞
n=0

xn

n! .
— On a ∑+∞

n=0
xn

n! = ex

3. — Calculer la somme de la série ∑
n⩾0 un.

— On a ∑+∞
n=0

1
2n+1 = 1/2

1−1/2 = 1 (série géométrique) et ∑+∞
n=0

2n

n! = e2 (série exponentielle).
Par ailleurs, ∑+∞

n=0
n2

n! = ∑+∞
n=1

n
(n−1)! = ∑+∞

n=0
n+1
n! = ∑+∞

n=0
1
n! + ∑+∞

n=1
1

(n−1)! = e1 + e1 =
2e. Ainsi, par linéarité, ∑+∞

n=0 un = 1 + e2 + 2e.

Exercice 2

Pour tout n ∈ N on note un := (−1)n

n+cos n
.

1. — Étudier l’absolue convergence de ∑
n un.

— On a |un| ⩾ 1
n+1 donc ∑

n un n’est pas absolument convergente.
2. — Étudier la nature de ∑

n un en réalisant un développement asymptotique.
— On a (−1)n

n cos n
= (−1)n

n

(
1 + cos n

n

)−1
= (−1)n

n
(1 + O(1/n)) = (−1)n

n
+ O(1/n2). Or, par le

théorème de Leibniz, ∑
n

(−1)n

n
est convergente et, par le critère de Riemann, ∑

n
1

n2

converge. Ainsi, ∑
n un converge.
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3. — Étudier la nature de la série de terme général un par le critère spécial des séries
alternées.

— La suite (un)n est alternée et |un| = 1
n+cos n

→ 0. Soit f : x ∈ R 7→ x + cos x ∈ R.
Pour tout x ∈ R, f ′(x) = 1 − sin x ⩾ 0 donc (n + cos n)n est croissante, donc (|un|)n

est décroissante. Donc, par le théorème de Leibniz, ∑
n un converge.

2 Planche 2

2.1 Question de cours
— Énoncer et démontrer le critère de convergence des séries de Riemann.

2.2 Application
— Quelle est la nature de la série de terme général un = n√

n3+1 ?
— On a un = n

n3/2
√

1+1/n3
∼ 1

n1/2 . Or, par le critère de Riemann, ∑
n

1
n1/2 diverge. Donc∑

n un diverge.

2.3 Exercices
Exercice 1

1. — Étudier la convergence de la série de terme général un := ln
(
1 − 1

n2

)
.

— On a |un| = − ln(1−1/n2) ∼ 1
n2 . Or, par le critère de Riemann, ∑

n
1

n2 converge donc∑
n un converge absolument donc converge.

2. — Montrer que, pour tout n ⩾ 2, un = ln(n + 1) + ln(n − 1) − 2 ln n.
— On a un = ln

(
n2−1

n2

)
= ln

(
(n+1)(n−1)

n2

)
= ln(n + 1) + ln(n − 1) − 2 ln n.

3. — Calculer la somme ∑+∞
n=2 un.

— Soit p ⩾ 2. On a Sp := ∑p
n=2 un = ∑p

n=2 ln(n + 1) − ln n + ∑p
n=2 ln(n − 1) − ln n =

ln(p + 1) − ln 2 + ln 1 − ln p = − ln 2 + ln(1 + 1/p) → − ln 2. Donc ∑+∞
n=2 un = − ln 2.

Exercice 2

Pour tout n ∈ N on note un := (−1)n
√

n+1 .

1. — Étudier la convergence absolue et la convergence de la série de terme général un.
— On a |un| = 1√

n+1 ∼ 1
n1/2 donc, par le critère de Riemann, ∑

n un ne converge pas
absolument.
La suite (un)n est alternée et (|un|)n est décroissante donc, par le critère spécial des
séries alternées, ∑

n un converge.
2. — Montrer que, pour tout x ∈ [a, b], (x − a)(x − b) ⩽ (b − a)2.

— Soit x ∈ [a, b]. On a 0 ⩽ x − a ⩽ b − a et 0 ⩽ b − x ⩽ b − a.
3. — Montrer que le produit de Cauchy de la série par elle-même est divergent.

— Ce produit de Cauchy est la série de terme général wn := ∑
p+q=n upuq = ∑n

p=0
(−1)p
√

p+1
(−1)n−p
√

n−p+1 =
(−1)n ∑n

p=0
1√

(p+1)(n−p+1)
. On a donc |wn| = ∑n

p=0
1√

(p+1)(n−p+1)
. Or (p + 1)(n − p +

1) ⩽ (n + 1 − (−1))2 donc |wn| ⩾ ∑n
p=0

1
n+2 = n+1

n+2 → 1. Donc le produit de Cauchy∑
n wn diverge grossièrement.
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3 Planche 3

3.1 Question de cours
— Énoncer et démontrer la règle de d’Alembert.

3.2 Application

— Étudier la nature de la série de terme général vn := (2n
n )

2n .
— Pour tout n ∈ N, vn > 0 et vn+1

vn
= 2n+1

n+1 → 2 > 1. Par le théorème de d’Alembert, la
série ∑

n vn diverge grossièrement.

3.3 Exercice
Exercice 1

1. — Étudier la nature de la série de terme général ln n
n

.
— Pour tout n ⩾ 3, ln n

n
⩾ 1

n
. Or la série harmonique diverge, donc ∑

n
ln n
n

diverge.
2. — Étudier la nature de la série de terme général un :=

∫ n
n−1

ln t
t

dt − ln n
n

.
— La fonction f : t ∈ [1, +∞[ 7→ ln t

t
∈ R est positive et dérivable. Pour tout t ⩾ 1,

f ′(t) = 1−ln t
t2 donc f est décroissante sur [e, +∞[.

Pour tout n ⩾ 4, f(n) ⩽
∫ n

n−1 f(t)dt ⩽ f(n − 1) donc 0 ⩽ un ⩽ f(n − 1) − f(n). Or
f(n) → 0 par croissance comparée, donc la série de terme général f(n − 1) − f(n)
converge. Donc la série de terme général (un)n converge.

3. — Montrer qu’il existe c ∈ R tel que ∑n
k=2

ln k
k

= 1
2(ln n)2 + c + o(1).

— La série de terme général un converge donc il existe s ∈ R tel que ∑n
k=2 uk = s+o(1).

Or ∑n
k=2 uk =

∫ n
1

ln t
t

dt − ∑n
k=2

ln k
k

et
∫ n

1
ln t
t

dt =
[

1
2 ln2 t

]n

1
= 1

2(ln n)2, donc ∑n
k=2

ln k
k

=
1
2(ln n)2 − s + o(1). Donc c = −s convient.

Exercice 2

1. — On a admet la formule ∑+∞
n=1

1
n2 = π2

6 . Montrer que la série de terme général un :=
(−1)n

n2 est absolument convergente et calculer sa somme.
— Par le critère de Riemann, la famille (1/n2)n⩾1 est sommable donc

(
(−1)
n2

)
n∈N∗

est som-
mable. On a, en sommant par paquets, avec S0 := ∑

n∈2N
(−1)
n2 et S1 := ∑

n∈2N+1
(−1)
n2 ,∑

n1
(−1)
n2 = S0 + S1. On a S0 = ∑+∞

k=1
1

4n2 = π2

24 . Or S0 − S1 = ∑
n∈N∗

1
n2 = π2

6 donc∑
n⩾1

(−1)
n2 = 2S0 − π2

6 = π2

12 − π2

6 = −π2

12 .
2. — Soit α ∈ R et, pour tout (m, n) ∈ (N∗)2, am,n := 1

(m+n)α . La famille (am,n)m,n est-elle
sommable ?

— Pour tout p ∈ N∗, on note Ip :=
{
(m, n) ∈ (N∗)2

∣∣∣ m + n = p
}

et on a ∑
(m,n)∈Ip

am,n =
p−1
pα . Or, par le critère de Riemann, ∑

p∈N∗
p−1
pα converge si, et seulement si, α − 1 > 1

i.e. α > 2. Donc, par le théorème de sommation par paquets, (am,n)m,n est sommable
si, et seulement si, α > 2.

4 Exercices supplémentaires
Exercice 1

Pour tout n ∈ N∗, on note Hn := ∑n
k=1

1
k
.
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1. — Pour tout x > −1, montrer que ln(1 + x) ⩽ x.
— Soit f : x ∈] − 1 + ∞[ 7→ x − ln(1 + x) ∈ R. Pour tout x > −1, f ′(x) = x

1+x
dont f

atteint son minimum en 0. Donc, pour tout x > −1, f(x)f(0) = 0 d’où l’inégalité
recherchée.

2. — On considère les suites (un)n et (vn)n définies par ∀n ⩾ 1, un := Hn − ln n et
vn := un − 1/n. Montrer que ces deux suites sont adjacentes.

— On a un − vn = 1/n → 0. Pour tout n, un − un+1 = − 1
n+1 − ln n + ln(n + 1) =

− 1
n+1 − ln

(
1 − 1

n+1

)
⩾ 0 donc (un)n est décroissante. Pour tout n, vn+1 − vn =

1
n

− ln(n + 1) + ln n = 1
n

− ln
(
1 + 1

n

)
⩾ 0 donc (vn)n est croissante. Ainsi (un)n

3. — Montrer qu’il existe γ > 0 tel que Hn = ln n + γ + o(1).
— Les suites (un)n et (vn)n sont adjacentes donc convergent vers une limite commune

γ. On a γ ⩾ v2 = 1 − ln 2 > 0. De plus, un = γ + o(1), i.e. Hn = ln n + γ + o(1).

Exercice 2

Soit (an)n⩾0 une suite de réels strictement positifs. Soient α0, α1 > 0 et (αn)n⩾0 l’unique
suite définie par ∀n ⩾ 1, αn+1 = αn + anαn−1.

— Donner une condition nécessaire et suffisante sur (an)n pour que la suite (αn)n converge.
— Par une récurrence directe, (αn)n est à termes strictement positifs. Elle est de plus

croissante à partir du rang 1, donc elle converge ou diverge vers +∞.
Supposons que (αn)n converge vers l ∈ R. On a l ⩾ α1 > 0. Ainsi an = αn+1−αn

αn−1
∼

1
l
(αn+1 − αn). Or ∑

n αn+1 − αn est convergente et à terme général positif donc, par
comparaison, ∑

n an converge.
Réciproquement, supposons que ∑

n an converge. En particulier, an = o(1) et αn+1−αn =
anαn−1 = o(αn−1). Or (αn)n est croissante donc αn+1−αn = o(αn) donc αn+1

αn
= 1+o(1) ∼

1. Ainsi, αn+1
αn

− 1 = an
αn−1

αn
∼ an et αn+1

αn
− 1 ∼ ln

(
αn+1

αn

)
= ln αn+1 − ln αn d’où

an ∼ ln αn+1 − ln αn. Donc ∑
n ln αn+1 − ln αn converge, donc (ln αn)n converge, donc

(αn)n converge par continuité de exp.
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