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1 Planche 1

1.1 Question de cours

— Enoncer et démontrer le théoreme de Leibniz sur les séries alternées.

1.2 Application

— Soit a € R. Etudier la nature de la série de terme général u, = (_ni)n

— Si a <0, Y, u, diverge grossicrement. Si a > 0, (Juy|), est décroissante et (u,), est
alternée donc, par le théoreme de Leibniz, Y, u, converge.

1.3 Exercices

Exercice 1

s . , s n 2
1. — Montrer que la série de terme général u,, := Qn% +2 :," converge.
— La série de terme général Qn% est une série géométrique de raison 1 €] —1,1[ donc

. n 2 on
elle converge. Par ailleurs, 24" ~ 27 et, par croissance comparée, 5, 2 = converge

n 2 . .
donc ¥, 2 ;’,” converge. Ainsi, >, u, converge.

2. — Soit # € R. Rappeler la valeur de 3 7.
— Ona Yyt =e"

n=0 p!
3. — Calculer la somme de la série >°,~q uy.

— Ona X2 s = 11/12/2 = 1 (série géométrique) et 3,0 27 = €? (série exponentielle).
Par ailleurs, Z:;O%Z': :;OOI " ZIO%"TJ“!I: non'+z 7) —el 4ol =
2e. Alinsi, par linéarité, Z::o un = 1 +e? + 2e.

Exercice 2
Pour tout n € N on note u,, := n(—:clo)snn'
1. — Etudier l’absolue convergence de >, Uy,.
— On a |uy| > — donc 3°, u, n’est pas absolument convergente.
2. — Etudier la nature de > on Up €N reahsant un developpement asymptotique
n n _1
— On a f;cign = (_Tll) (1 + CO;") = ( “1+0@1/n) = 4 O(l/n ). Or, par le

PO . -1
théoreme de Leibniz, Y-, ( n)
converge. Ainsi, Y, u, converge.

nn2



3. — Etudier la nature de la série de terme général w, par le critére spécial des séries
alternées.
— La suite (u,), est alternée et |u,| = —— — 0. Soit f:z € R~ z +cosz € R.
Pour tout x € R, f’(z) =1 —sinz > 0 donc (n + cosn),, est croissante, donc (|uy,|),
est décroissante. Donc, par le théoreme de Leibniz, }°, u, converge.

2 Planche 2

2.1 Question de cours

— Enoncer et démontrer le critere de convergence des séries de Riemann.

2.2 Application

__n_
n3+1 °
n

- o 1 RN . 1 .
On a u, = NN ST T ~ . Or, par le critere de Riemann, ), —7z diverge. Donc

— Quelle est la nature de la série de terme général u,, =

>, Uy diverge.

2.3 Exercices
Exercice 1

1. — Etudier la convergence de la série de terme général u, = In (1 — #)
— Ona |u,| = —In(1—-1/n%) ~ 2. Or, par le critére de Riemann, ¥, - converge donc
>, Un converge absolument donc converge.
2. — Montrer que, pour tout n > 2, u, =In(n+ 1) +In(n — 1) — 2Inn.
— Onau, =In (”n—_l) =In (%) =In(n+1)+In(n—1) — 2lnn.
3. — Calculer la somme Z+ 5 Un,-
— Soit p>2.0nasS,: =" su,=>1r oln(n+1)—Inn+>, ,In(n—1) —Ilnn =
In(p+1)— ln2+ln1 —Inp=—-In2+In(l+1/p) - —In2. Donc > u, = —In2.

Exercice 2

Pour tout n € N on note u,, := E/_%

1. — Etudier la convergence absolue et la convergence de la série de terme général wu,,.
— On a |u,| = \/nl? ~ # donc, par le critere de Riemann, ), u, ne converge pas
absolument.

La suite (u,), est alternée et (|u,|), est décroissante donc, par le critére spécial des
séries alternées, >, u, converge.

2. — Montrer que, pour tout x € [a,b], (x — a)(z — b) < (b—a)?.
— Soit x € [a,b]. Ona0 <z —a<b—aet0<b—2<b—a.
3. — Montrer que le produit de Cauchy de la série par elle-méme est divergent
— Ce produit de Cauchy est la série de terme général wy, := 32, o, upty = >0 E/;T)p \(/nl):%

_1\n n 1 — n 1 —
(=1)" X0 N yr— On a donc |w,| = >7_, EyE— Or (p+1)(n—p+

1) < (n+1—(=1))* donc |w,| > 35_y -5 = 25 — 1. Donc le produit de Cauchy
>, w, diverge grossierement.




3 Planche 3

3.1  Question de cours

— Enoncer et démontrer la régle de d’Alembert.

3.2 Application
o - . (")
— Etudier la nature de la série de terme général v,, := 53~
— Pour tout n € N, v,, > 0 et ™ = 2:“ — 2 > 1. Par le théoreme de d’Alembert, la

série Y, v, diverge grossierement.

3.3 Exercice

Exercice 1

1. — Etudier la nature de la série de terme général = nn

— Pour tout n > 3, h;” > 711 Or la série harmonlque diverge, donc >, ln—” diverge.

2. — Etudier la nature de la série de terme général u, := [ | h;tdt — 1“7”
— La fonction f : ¢t € [1,+oo[— 2 € R est positive et dérivable. Pour tout ¢ > 1,
f(t) = Lt donc f est décroissante sur e, +00.
Pour toutn>4 fn) < [, f(t)dt < f(n—1) donc 0 < u, < f(n—1)— f(n). Or

f(n) — 0 par croissance comparée, donc la série de terme general f(n—1)—= f(n)
converge. Donc la série de terme général (u,,), converge.

3. — Montrer qu'il existe ¢ € R tel que Yp_, 2% = L(Inn)? + ¢ + o(1).
— La série de terme général u,, converge donc il existe s € R tel que Y75 up = s+o(1).

Or Yp_yuy = [ Bdt — 3 BE et [ Bldt = [% In? tL = 1(Inn)?, donc Yp_, 5F =
s(Inn)? — s+ o(1). Donc ¢ = —s convient.

Exercice 2

1. — On a admet la formule T-. Montrer que la série de terme général u,, :=

(1)

n1n2_

est absolument convergente et calculer sa somme.

— Par le critere de Riemann, la famille (1/n )@1 est sommable donc ((;1)) e est som-

mable On a, en sommant par paquets, avec Sy 1= Y, con (n2 et St =Y cont1 %,
2
an n2 = Sp+ 5. On a Sy = 375 14n2 = 54. Or Sy — 51 = ZHGN*% = % donc

2

T @ =2 -F =H -5 =%
2. — Soit a € R et, pour tout (m,n) € (N*)?, a,,,, :== W La famille (. pn)m.n est-elle
sommable ?
— Pourtoutp € N*, onnote I, := {(m n) € N* 2 ’ m—+n = }etonaz (mon)el, mn =
E==. Or, par le critere de Riemann, ZpeN* 221 converge si, et seulement si, a — 1 > 1

i.e. a > 2. Donc, par le théoreme de sommatlon par paquets, (G n)m.n €st sommable
si, et seulement si, a > 2.

4 Exercices supplémentaires

Exercice 1

Pour tout n € N*, on note H,, :== 2}, %



1. — Pour tout z > —1, montrer que In(1 + z) < x.
— Soit f: 2 €] =14 ool = —In(l+ z) € R. Pour tout x > —1, f'(x) = = dont f

14z
atteint son minimum en 0. Donc, pour tout = > —1, f(z)f(0) = 0 d’ou l'inégalité
recherchée.
2. — On considere les suites (u,), et (v,), définies par Vn > 1, u, := H, — Inn et
Uy = u, — 1/n. Montrer que ces deux suites sont adjacentes.
— On a u, — v, = 1/n — 0. Pour tout n, u, — tUpy1 = —n%rl —Inn+In(n+1) =

N — (1 — ﬁ) > 0 donc (uy,), est décroissante. Pour tout n, v,.1 — v, =

I _Inn+1)+hn==%—In (1 + %) > 0 donc (vy,), est croissante. Ainsi (uy),

3. — Montrer qu’il existe v > 0 tel que H,, = Inn + v + o(1).
— Les suites (uy,), et (v,), sont adjacentes donc convergent vers une limite commune
7.Onay>vy=1—1In2>0. De plus, u, =~ +o0(1), i.e. H, =Ilnn+ v+ o(1).

Exercice 2

Soit (an)n=0 une suite de réels strictement positifs. Soient g,y > 0 et (ay)n>0 'unique
suite définie par Vn > 1, a1 = ayy + Aty 1.
— Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a,), pour que la suite (o, ), converge.
— Par une récurrence directe, (ay,), est a termes strictement positifs. Elle est de plus
croissante a partir du rang 1, donc elle converge ou diverge vers +oco.
Supposons que (o), converge vers [ € R. On a l > «a; > 0. Ainsi a, = 222222 ~

Qn—1
%(oznﬂ — ). Or 3, apy1 — a, est convergente et a terme général positif donc, par
comparaison, >, a, converge.
Réciproquement, supposons que Y_,, a,, converge. En particulier, a,, = o(1) et o111 — v, =
ApOtp—1 = 0(a_1). Or (a)y, est croissante donc a1 —ay, = o(a,) donc O‘;—:l =1+4o0(1) ~

L. Ainsi, = — 1 = @, ~ a, et 2= —1 ~ In (%) = Ina,;; — Ina, dou
n n

Qn n

ap, ~ Ina,,; —Ina,. Donc 3, Ina, 1 — Ina, converge, donc (In ), converge, donc
(n)n converge par continuité de exp.
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