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Planche 1

Question de cours

— Définir la notion de valeur d’adhérence "avec des ", énoncer et démontrer la caractéri-

1.3

1.3.1

sation avec des suites extraites, énoncer le théoreme de Bolzano-Weierstrass.

Application

Soit E un K-espace vectoriel normé et (u,,), une suite bornée d’éléments de E. Montrer
que (uy,), converge si et seulement si elle admet une unique valeur d’adhérence.

Si (uy), converge, toute suite extraite est convergente et de méme limite donc (uy,),
admet une unique valeur d’adhérence.

Supposons que (u,), admet une valeur d’adhérence | mais ne converge pas vers [ :
il existe € > 0 tel que, Yn € N, dng > n,||u, — || > e. Ainsi, il existe ¢ : N —
‘USD(R) — lH > . Par le théoreme de Bolzano-

N extractrice telle que, pour tout n,
Weierstrass, (Up(n))n admet une valeur d’adhérence I’ # [. Donc (u,, ), admet deux valeurs
d’adhérence distinctes [ et ['.

Exercices

Exercice 1

Soit £ := C'([0,1],K) et

N E — R
fo— 1fOI+ o If1

— Montrer que N est bien définie et est une norme sur E.

— Pour toute f € E, f’ est continue donc intégrable sur [0, 1] donc N est bien définie.
Par positivité de I'intégrale, N est positive. Si N(f) =0, f(0) =0 et J | f| = 0 donc,
f' étant continue, f(0) =0 et f/ =0 donc f = 0. Donc N est définie-positive.
Par linéarité de la dérivée et de l'intégrale, N est homogene.
Par linéarité de la dérivation, par inégalité triangulaire du module et par croissance
de l'intégrale, N vérifie I'inégalité triangulaire.

. — Soit n € Net f, : 2 €[0,1] = Lsin(rnz) € R. Calculer N(f,) et || ful -

— Onal|fal|, = Lmaxp,.sin = et N(f,) = 0+, 7 [cos(nmz)| dz “="" L [ |cos]

2[5 |cos| =2 cos = 2.

. — Les normes N et ||| sont-elles équivalentes ? L’espace vectoriel E est-il de dimen-

sion finie ?



— La suite (f,), converge vers 0 pour ||-||, et ne converge pas vers 0 pour N, donc
ces deux normes ne sont pas équivalentes. Par contraposée, E n’est pas de dimension
finie.

3. — Montrer que ||-|| , < N.

— Soit f € E. Pour tout € [0, 1], |£(x)] < |FO)] + [T < [FO)] + 1] = N(f).

Alns, |[f]lo < N(f).

1.3.2 Exercice 2

Soit F/ un espace vectoriel normé.

1. Question intermédiaire.
— Soit F' un sous-espace vectoriel de E et r > 0 tel que B(0,r) C F. Montrer que
F=F.
— Soit x € E. On a
Donc £ = F

2. — Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Donner }07
— SiF=F,F=F=E.Sinon, F ={.

2||wa € B(0,r) C F donc, comme F est un espace vectoriel, z € F.

2 Planche 2

2.1  Question de cours

— Enoncer et démontrer la caractérisation séquentielle de I’adhérence.

2.2 Application

— Soit D = {(x,y) € R? ’ 0<z <y, 22+’ < 1}. Dire si D est fermée et donner son
adhérence.
— Soit (x y)

S

(i €20
Soit (z, y) € A
D

Finalement,

D. Par passage a la limite, z < y et 22 + 9> <. Donc D C A =
<z <y’ +y \1}.
La

ST, nily) est dans D et converge vers (z,y) donc (z,y) € D.
Acet (0,1) € D\D donc D n’est pas fermée.

suite ( x

2.3 Exercices
2.3.1 Exercice 1
Soit E := C°([0, 1]) et, pour toute p € E,

Ny: | E — R
[ — f0180|f|‘

1. — Soit ¢ € E telle que ¢ > 0 sur |0, 1]. Montrer que N, est bien définie et est une

norme sur . Donner un exemple de fonction ¢ telle que N, ne soit pas une norme.
— Par positivité de I'intégrale, N, est positive. Si N,(f) = 0, ¢|f| étant continue, ¢ |f]|

est nulle et, comme ¢ > 0 sur |0, 1], f = 0 sur ]0, 1] : par continuité de f en 0, f = 0.
Donc N, est définie-positive.
Par bilinéarité du produit et linéarité de l'intégrale, N, est homogene.
Par I'inégalité triangulaire du module et par croissance de l'intégrale, N, vérifie
I'inégalité triangulaire.



Si ¢ =0, N, n’est pas définie-positive donc n’est pas une norme.

2. — Soient ¢, € F a valeurs strictement positives. Montrer que NN, et Ny, sont équiva-
lentes.

— Les fonctions ¢, sont continues sur un intervalle donc atteignent leurs bornes. On
note M > 0 le maximum de ¢ et m > 0 le minimum de . Pour toute f € E,
elfl<SMf< M%wf d’olt Ny(f) < %Nw(f). De méme, avec M’ le maximum de 1)
et m’ le minimum de ¢, Ny(f) < 2N, (f).

3. — Soient p : ¢t € [0,1] —»t € Ret ¢ : ¢t € [0,1] — t* € R. Montrer que N, et Ny ne
sont pas équivalentes en étudiant la suite (f,), == (t € [0,1] — e € R) .
— Les fonctions ¢ et ¢ sont bien des éléments de E strictement positifs sur |0, 1]. Pour
tout n, f, est bien un élément de F.

Tt 11 n
On a N,(f,) = [, te dt = [—6 tt}o +iffemdt=—"4+L(1-e")~ L.

On a Ny(f) = Ji t2etdt = [—6’”—“#]; + 2 [Ltemtdt = o(1/n®) + EN,(f) ~ &

Ne(fn)
" Ny (fn)

4. — L’espace vectoriel F est-il de dimension finie ?
— Par contraposée, I/ n’est pas de dimension finie.

Finalement ~ § — +oo donc N, et Ny ne sont pas équivalentes.

2.3.2 Exercice 2

Soient E un espace vectoriel normé, a,b € E et r, R > 0.

— Montrer que ||b —a|| < R—1r < B(a,7) C B(b,R).

— Supposons que ||b—a|| < R—r. Soit 2 € B(a,r). On a ||b—z|| < ||b —al| +||a — z|| <
R—7r+7r=R,donc z € B(b,R).

Supposons B(a,7) C B(b, R). Soit z = a — Hbi—an(b —a). On a v € B(a,r), donc

z € B(b, R). Or ||z — b|| = Donc ||(=1 = =) (b= a)|| = ||b = al|+r. Done [|b— a|| <
R—r.
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