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1 Planche 1

1.1 Question de cours
— Énoncer le théorème de la double limite pour une série de fonctions.
— Soit ∑

n fn une série de fonctions définies sur un intervalle I telle que ∑
n fn CVU sur I

et, pour tout n, fn admet une limite ln en a borne de I (éventuellement infinie).
La série ∑

n ln converge, ∑
n fn admet une limite en a et

+∞∑
n=0

fn(x) −→
+∞∑
n=0

ln.

1.2 Application
— On considère la série de fonctions ∑

n⩾1
e−nx

n2 . Montrer qu’elle est définie et sa somme S
est continue sur [0, +∞[ et étudier sa limite en +∞.

— Soit un : x 7→ e−nx

n2 . Pour tout n, un est continue et ||un||∞ = 1
n2 donc ∑

n un CVA donc
CVU sur R+. Donc S existe et est continue sur R+. Pour tout n, un converge vers 0 en
+∞ donc, par le théorème de la double limite, S converge vers 0 en +∞.

1.3 Exercices
Exercice 1

Pour tout n ∈ N, on définit
fn : R −→ R

x 7−→ n
n+1x

.

— Étudier la convergence de la suite (fn)n.
— La suite CVS sur R vers f : x 7→ x.

Pour tout n ∈ N et tout x ∈ R, fn(x) − f(x) = − 1
n+1x donc fn − f n’est pas bornée sur

R. Donc (fn)n ne CVU pas sur R.
Soit a > 0. Pour tout x ∈ [−a, a], |fn(x) − f(x)| ⩽ 1

n+1a. Donc (fn)n CVU sur tout
compact de R.

Exercice 2

Pour tout n ∈ N, on définit
un : R+ −→ R

x 7−→ e−nx

1+n2
.

1. — Montrer que la somme f de ∑
n un est bien définie et continue sur R+.
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— Pour tout n, un est continue et ||un||∞ ⩽ 1
1+n2 donc ∑

n un CVN donc CVU sur R+.
Donc f est bien définie et continue sur R+.

2. — Étudier la limite de f en +∞.
— On a lim+∞ u0 = 1 et pour tout n ∈ N∗ lim+∞ un = 0. Or ∑

n un CVU sur R+ donc
lim+∞ f = 1.

3. — Montrer que f est C1 sur R∗
+ et donner sa dérivée.

— La série ∑
n un CVS et, pour tout n, un est C1 avec u′

n : x 7→ −n e−nx

1+n2 .
Soit a > 0. Pour tout n, ||un||[a,+∞[ ⩽ e−na = (e−a)n donc ∑

n u′
n CVN sur [a, +∞[.

Donc f est C1 sur R∗
+ et f ′ : x 7→ ∑+∞

n=0 u′
n(x).

4. — Montrer que f est C2 sur R∗
+ et que, pour tout x > 0,

f ′′(x) + f(x) = 1
1 − e−x

.

— La série ∑
n u′

n CVS sur R∗
+ et pour tout n la fonction u′

n est C1 de dérivée u′′
n : x 7→

n2 e−nx

1+n2 .
Soit a > 0. Pour tout n, ||u′′

n||[a,+∞[ ⩽ e−na = (e−a)n donc ∑
n u′′

n CVN sur [a, +∞[.
Donc f ′ est C1 de dérivée ∑

n u′′
n.

Pour tout x ∈ R∗
+, f ′′(x) + f(x) = ∑+∞

n=0(1 + n2) e−nx

1+n2
somme géométrique= 1

1−e−x .

2 Planche 2

2.1 Question de cours
— Énoncer le théorème d’intégration de la somme d’une série de fonctions sur un segment.
— Soit ∑

n fn une série de fonctions continues qui CVU sur un segment [a, b].
La série des intégrales est convergente et

∫ b

a

+∞∑
n=0

fn(t) dt =
+∞∑
n=0

∫ b

a
fn(t) dt.

2.2 Application
— Montrer que, pour tout x ∈] − 1, 1[, ln(1 + x) = ∑+∞

n=1(−1)n−1 xn

n
.

— Pour tout x ∈] − 1, 1[, 1
1+x

= ∑+∞
n=0(−1)nxn. Pour tout n, on note un : x 7→ (−1)nxn.

Soit a ∈] − 1, 1[ et I = [0, a] si a ⩾ 0, I = [a, 0] sinon. Pour tout n, ||un||I ⩽ |a|n donc∑
n un CVN donc CVU sur I.

On a donc
∫ a

0
1

1+x
= ∑+∞

n=0
∫ a

0 (−1)nxn dx, i.e. ln(1+a) = ∑+∞
n=0(−1)n 1

n+1an+1 = ∑+∞
n=1(−1)n−1 1

n
an.

2.3 Exercices
Exercice 1

Pour tout n ∈ N on définit

fn : [0, 1] −→ R
x 7−→ xne−x

1+xn

.

— Étudier la convergence de (fn)n sur [0, 1], [0, 1[ et, pour tout a ∈ [0, 1[, sur [0, a].
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— La suite (fn)n CVS sur [0, 1] vers f := 1
2e−11{1}.

Pour tout n, fn est continue. Or f n’est pas continue, donc il n’y a pas CVU sur [0, 1].
On a

lim
n

lim
1−

fn = lim
n

1
2e

= 1
2e

̸= 0 = lim
1−

lim
n

fn

donc, par le théorème de la double limite, il n’y a pas CVU sur [0, 1].
Soit a ∈ [0, 1[. Pour tout n, ||fn||[0,a] ⩽ an donc il y a CVU sur [0, a].

Exercice 2

Pour tout n ∈ N\ {0, 1}, on note

un : R∗
+ −→ R

x 7−→ ln x
xk ln k

.

1. — Donner le domaine D de CVS de la série ∑
n un.

— Soit x ∈]0, 1[. Pour tout n, un(x) = ln(x) (1/x)n

ln n
avec 1/x > 1. Donc ∑

n un(x) DV
grossièrement.
Soit x = 1. Pour tout n, un(x) = 0 donc ∑

n un(x) CV.
Soit x > 1. Pour tout n, |un(x)| = O((1/x)n) avec 1/x ∈] − 1, 1[ donc ∑

n un(x) CV.
Ainsi, ∑

n un CVS sur D := [1, +∞[.
2. — Montrer que ∑

n un ne CVN pas sur D.
— Soit n ⩾ 3. La fonction un est dérivable sur [1, +∞[ et u′

n : x 7→ 1
ln n

xn−1 (1 − n ln x).
Donc un atteint son maximum en e1/n. Donc ||un||[1,+∞[ = un(e1/n) = 1

e
1

n ln n
. Par

comparaison série-intégrale, ∑
n

1
n ln n

DV. Donc ∑
n un ne CVN pas sur [1, +∞[.

3. — Soit x > 1 et N ⩾ 2. Montrer que∣∣∣∣∣∣
+∞∑

n=N+1
un(x)

∣∣∣∣∣∣ ⩽ 1
ln(N + 1) .

— On a
∣∣∣∑+∞

n=N+1 un(x)
∣∣∣ ⩽ ln x

ln(N+1)
∑+∞

n=N+1
1

xn = ln x
ln(N+1)

1
xn(x−1) . Or ln x ⩽ x − 1 et

1/xn ⩽ 1 donc
∣∣∣∑+∞

n=N+1 un(x)
∣∣∣ ⩽ 1

ln(N+1) .
4. — Montrer que la somme de ∑

n un est continue sur D.
— Pour tout n, un est continue. La série ∑

n un CVS sur D et, par la question précédente,
la suite de ses restes CVU sur [1, +∞[. Donc ∑

n un CVU sur [1, +∞[ et sa somme
est continue sur cet intervalle.

3 Planche 3

3.1 Question de cours
— Énoncer le théorème de dérivation d’une série de fonctions.
— Soit ∑

n fn une série de fonctions de classe C1 qui CVS sur un intervalle I telle que ∑
n f ′

n

CVU sur I.
La somme ∑+∞

n=0 fn est de classe C1 sur I et sa dérivée est ∑
n f ′

n.

3.2 Application
— Montrer que la somme de ∑

n⩾1
1

n2+x2 est bien définie et de classe C1 sur R. Donner sa
dérivée.
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— Pour tout n on note fn : x 7→ 1
n2+x2 . Pour tout x ∈ R, fn(x) ∼ 1

n2 donc ∑
n fn CVS sur

R.
Pour tout n et x ∈ R, f ′

n(x) = − 2x
(n2+x2)2 . Soit a > 0. On a, pour tout n, ||fn||[−a,a] ⩽

2a
n4 .

Donc ∑
n f ′

n CVN sur tout compact de R. Donc la somme de ∑
n fn est de classe C1 sur

R de dérivée ∑
n f ′

n.

3.3 Exercices
Exercice 1

Pour tout n ∈ N on définit

fn : R −→ R
x 7−→ x(1 + e−nx) .

1. — Étudier la convergence de la suite (fn)n.
— La suite (fn)n CVS sur R+ vers x 7→ x et pas en d’autres points.

Pour tout n on note δn : x ∈ R+ 7→ fn(x) − x ∈ R. Pour tout x ⩾ 0, δ′(x) =
e−nx(1 − nx) donc δn est croissante sur [0, 1/n] et décroissante sur [1/n, +∞[. Donc
||δn||R+

⩽ 1
n
e−1 donc (fn)n CVU sur R+.

2. — Étudier la limite de
(∫ 1

0 fn

)
n
.

— La suite (fn)n CVU sur [0, 1] donc
∫ 1

0 fn −→
∫ 1

0 x dx = 1
2 .

Exercice 2

Pour tout n ∈ N, on note
fn : R −→ R

x 7−→ e−x
√

n .

1. — Déterminer le domaine D de CVS de ∑
n fn.

— Si x ⩽ 0, la série ∑
n fn(x) DV grossièrement. Si x > 0, fn(x) = o(1/n2) donc∑

n fn(x) CVN donc CV. Donc ∑
n fn CVS sur R∗

+.
2. — La somme f de ∑

n fn est-elle continue sur D ?
— Pour tout n, fn est continue. Soit a > 0. Pour tout n, ||fn||[a,+∞[ ⩽ e−a

√
n. Donc∑

n fn CVN donc CVU sur [a, +∞[. Donc f est continue sur R∗
+.

3. — Étudier la limite de f en +∞.
— On a lim+∞ f0 = 1 et, pour tout n ∈ N∗, lim+∞ fn = 0. Or ∑

n fn CVU sur [1, +∞[
donc, par le théorème de la double limite, lim+∞ f = 1.

Exercice 3

Soit f : R → R uniformément continue et, pour tout n ∈ N∗,

fn : R −→ R
x 7−→ n

∫ x+1/n
x f(t) dt

.

— Étudier la convergence de (fn)n.
— Par le théorème fondamental de l’analyse (fn)n CVS vers f sur R. Soit ε > 0. Il existe

α > 0 tel que |x − y| ⩽ α ⇒ |f(x) − f(y)| ⩽ ε. Il existe n0 ∈ N tel que n0 ⩾ 1/α.
Soit n ⩽ n0 et x ∈ R. On a |fn(x) − f(x)| =

∣∣∣n ∫ x+1/n
x (f(t) − f(x)) dt

∣∣∣ ⩽ n
∫ x+1/n

x ε = ε.
Donc, pour tout n ⩾ n0, ||fn − f ||R ⩽ ε.
Finalement (fn)n CVU vers f sur R.
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