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1 Planche 1

1.1 Question de cours

— Enoncer le théoréme de la double limite pour une série de fonctions.

— Soit >, fn une série de fonctions définies sur un intervalle I telle que Y-, f, CVU sur [
et, pour tout n, f, admet une limite /,, en a borne de I (éventuellement infinie).
La série >, [, converge, >, f, admet une limite en a et

an —>Zl

1.2 Application

— On considere la série de fonctions 3,51 “z—. Montrer qu’elle est définie et sa somme S
est continue sur [0, +o00] et étudier sa hmlte en +oo.

— Soit u, : x — est continue et ||uy||,, = =5 donc 3, u, CVA donc
CVU sur R,. Donc S existe et est continue sur R, . Pour tout n, u, converge vers 0 en
400 donc, par le théoreme de la double limite, S converge vers 0 en +o0.

1.3 Exercices
Exercice 1

Pour tout n € N, on définit
fn:l R — R

x n+1x

— Etudier la convergence de la suite (f,),.

— La suite CVS sur R vers f:z — .
Pour tout n € N et tout z € R, f,(x) — f(z) = n+1x donc f, — f n’est pas bornée sur
R. Donc (f,), ne CVU pas sur R.
Soit a > 0. Pour tout = € [~a,al, |fu(z) — f(2)] < 5a. Donc (fu)n CVU sur tout
compact de R.

Exercice 2
Pour tout n € N, on définit
R, — R

e—’rll' .
z 14-n?

1. — Montrer que la somme f de }°, u, est bien définie et continue sur R,.



— Pour tout n, u, est continue et ||u,||, < 3 + —— donc Y, u,, CVN donc CVU sur R, .

Donc f est bien définie et continue sur R,.

2. — Etudier la limite de f en 4o0.

— On a lim; , up = 1 et pour tout n € N* lim, , u,, = 0. Or >, u,, CVU sur R, donc
3. — Montrer que f est C* sur R et donner sa dérivée.

— La série 3, u, CVS et, pour tout n, u, est C' avec v, : z — —ni e
Soit a > 0. Pour tout n, [[un||j, ;o < e = (e7)" donc PO T CVN sur [a, 400l
Donc f est C' sur RY et f':x— 37w, (x).

4. — Montrer que f est C? sur R et que, pour tout > 0,

1
"(x T) = :
Ry E——
— La série 3, uj, CVS sur R% et pour tout n la fonction u, est C' de dérivée ul, : x
2 87’”,1?
iz

Soit a > 0. Pour tout n, ||ul H[a ool S €7 = (e7)" donc 32, u, CVN sur [a, +ool.
Donc [ est C! de dérivée 3, u

Pour tout x € RY, f"(z) + f(:p) =30 (14 n?)s

—nz somme geometrlque 1
14n2 l—e— "

2 Planche 2

2.1  Question de cours

— Enoncer le théoreme d’intégration de la somme d’une série de fonctions sur un segment.
— Soit Y, fn une série de fonctions continues qui CVU sur un segment [a, b].
La série des intégrales est convergente et

/abg:ofn(t) dt:io

n=0"?
2.2 Application
— Montrer que, pour tout x E] — 1,1, In(1 + ) = X5 (—1)" 12

— Pour tout x €] — 1, 1], 1+a: = Y F0(—1)"z". Pour tout n, on note u,, : x — (—1)"z".

Soit a €] — 1,1[ et I = [0,a] si @ > 0, I = [a,0] sinon. Pour tout n, ||u,||; < |a|* donc
>on Uy CVN donc CVU sur 1.
Onadonc f§ 7 = X025 [ (—=1)"2" dz,ie. In(1+a) = %5 (=1)"=qa" ™ = 225 (=1)"""2a™.

2.3 Exercices
Exercice 1
Pour tout n € N on définit
fni][0,1] — R

z"e
Z 1+zxm

-z .

— Etudier la convergence de (f,), sur [0, 1], [0, 1] et, pour tout a € [0, 1[, sur [0, a).



— La suite (f,), CVS sur [0,1] vers f := te 11yy.
Pour tout n, f, est continue. Or f n’est pas continue, donc il n’y a pas CVU sur [0, 1].

On a 1 ]
hqgnlgnfn :h;lnz—e = 5 # 0 :l%{nllyfn

donc, par le théoreme de la double limite, il n’y a pas CVU sur [0, 1].
Soit a € [0, 1[. Pour tout n, |[f,l[j, < " donc il y a CVU sur [0, a].

Exercice 2
Pour tout n € N\ {0, 1}, on note

up o | R, — R

Inx
z zFInk

1. — Donner le domaine D de CVS de la série >, u,.
— Soit x €]0,1[. Pour tout n, u,(z) = 1n(x)% avec 1/z > 1. Donc ¥, u,(z) DV
grossierement.
Soit « = 1. Pour tout n, u,(z) = 0 donc Y, u,(x) CV.
Soit & > 1. Pour tout n, |u,(z)| = O((1/x)™) avec 1/x €] — 1,1[ donc 3, u,(z) CV.
Ainsi, >, u, CVS sur D :=[1, 400].

2. — Montrer que Y_,, u, ne CVN pas sur D.
— Soit n > 3. La fonction u, est dérivable sur [1,+oo[ et v/, : x — 2" 1 (1 —nlnz).

Inn
Donc u,, atteint son maximum en e'/”. Donc Nl oo = u, (/") = L1 Par

enlnn’

comparaison série-intégrale, >, Wim DV. Donc Y, u, ne CVN pas sur [1,400].

3. — Soit x > 1 et N > 2. Montrer que

+oo
> un(z)| < #
n=N+1 In(N +1)
00 Inx o0 1 Inz 1
— On a ‘Z:{:NH un(:c)‘ < LV ZneNA1 37 = v ee D O Iz < @ — Let
1/2™ < 1 donc ‘ZﬁfNH un(x)) < m
4. — Montrer que la somme de >, u, est continue sur D.

— Pour tout n, u,, est continue. La série >, u,, CVS sur D et, par la question précédente,
la suite de ses restes CVU sur [1, +oo[. Donc Y, u, CVU sur [1,4o00[ et sa somme
est continue sur cet intervalle.

3 Planche 3

3.1  Question de cours

— Enoncer le théoréme de dérivation d’une série de fonctions.

— Soit 3=, f,, une série de fonctions de classe C' qui CVS sur un intervalle I telle que 3, f!
CVU sur I.
La somme 3,720 f,, est de classe C! sur I et sa dérivée est 3, f/.

3.2 Application

— Montrer que la somme de ), ﬁw est bien définie et de classe C' sur R. Donner sa
dérivée.



— Pour tout n on note f, : ¥ + —+—. Pour tout z € R, f,(z) ~ # donc Y, f, CVS sur

peeg
R.
Pour tout n et x € R, f/(x) = —(7121#)2. Soit a > 0. On a, pour tout n, ||fn||[7aa] < %

Donc Y, f/ CVN sur tout compact de R. Donc la somme de Y, f,, est de classe C! sur
R de dérivée Y-, f/.

3.3 Exercices
Exercice 1
Pour tout n € N on définit

fn:| R — R
r — z(l4+e ™)’

1. — Etudier la convergence de la suite (f,)n.
— La suite (f,), CVS sur R, vers x — z et pas en d’autres points.
Pour tout n on note 9, : * € Ry — f,(xr) — 2z € R. Pour tout x > 0, ¢'(z) =
e " (1 — nx) donc 0, est croissante sur [0, 1/n] et décroissante sur [1/n,+oo[. Donc
||0n]lg, < se”! done (f)n CVU sur Ry.

2. — Etudier la limite de (fol fn) :
— Lasuite (f,), CVU sur [0,1] donc [y f, — fy zdx = 3.

Exercice 2

Pour tout n € N, on note
R — R

T o eTn
1. — Déterminer le domaine D de CVS de Y, fn-
— Si x < 0, la série 3, fo(x) DV grossierement. Si x > 0, f,(z) = o(1/n?) donc
> fn(z) CVN donc CV. Donc Y, f, CVS sur R?.
2. — La somme f de Y}, f, est-elle continue sur D ?
— Pour tout n, f, est continue. Soit a > 0. Pour tout n, || fall(4 400
> fn CVN donc CVU sur [a, +oo[. Donc f est continue sur RY.
3. — Etudier la limite de f en +o0.

— On alim,, fo = 1 et, pour tout n € N* lim,, f, = 0. Or ¥, f, CVU sur [1, +o0]
donc, par le théoreme de la double limite, lim, ., f = 1.

fa

< e~ V", Donc

Exercice 3
Soit f : R — R uniformément continue et, pour tout n € N*,

fo: | R — R

x — n TV dt

— Etudier la convergence de (fu)n-

— Par le théoreme fondamental de 'analyse (f,), CVS vers f sur R. Soit £ > 0. Il existe
a>0tel que |z —y| < a=|f(z) — f(y)] <e. Il existe ng € N tel que ng > 1/a.
Soit n < mp et # € R. On a |fu(x) = f(@)| = [n [T/ (F() = f(@) dt| <n f7T/me =
Donc, pour tout n = ny, ||f, — fllg < €.
Finalement (f,,), CVU vers f sur R.
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