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1 Planche 1

1.1 Question de cours

— Enoncer le théoréme de convergence dominée et le théoréme d’intégration terme & terme.
— Soit I un intervalle réel.
Soit (f,), une suite de fonctions continues par morceau sur I qui CVS vers f continue
par morceau et telle qu'il existe ¢ € L'(I,R) vérifiant Vn, |f,| ¢. Les fonctions f, et f

sont intégrables sur [ et
[ =1
I I

Soit 3°,, f une série de fonctions L*(T) qui CVS vers une fonction continue par morceaux
telle que 3, J; | fn] CV. La somme 320 f,, est intégrable sur I et

foo 400
/Inzﬂzgf)/lfn.

1.2 Application

— Etudier la convergence de la suite ( I /2 sin”)

— La suite de fonctions continues (sin™), CVS vers la fonction continue par morceaux 1y
et est dominée par la fonction intégrable ¢ : z — 1. Par le théoreme de convergence

dominée,
w/2
/ sin” — 0.
0

1.3 Exercices

Exercice 1

1
(14¢2)2
~ oo %4 donc cette intégrale converge.

1. — Quelle est la nature de [;"*°
— Onag +t2)2
2. — Donner sa valeur J. On pourra utiliser le changement de variable ¢ = tan6.
— La fonction tan est une bijection croissante C' de [0 7/2[ sur [0,+o0[. On a 1 +

1+t2)2 = cos'f. On a dt = —55df. Ainsi J = JI2 cos? =

/2
7r/2 cos( 29 +1d9 [sm420) + g}o/ _ 71_/4

tan®6 = # donc (

3. — Etudier Pexistence et la valeur de I := Joree g +x2 sdz.
2

— Pour tout z > 1, m - donc [ existe. Par IPP, [, dx = [ X %ﬁ}

oSt Gz =0-0+3 [arctan] =mn/4.

0

+o0o



4. — Calculer J. On pourra commencer par calculer I + J.

— Onal+J=[> (11;”5 dz =7/2. Donc J =m/2 — /4 = /4.

2 Planche 2

2.1  Question de cours

— Soient f,g € Com([a,+00[,K) telles que f(t) = O1x0(g(t)) et g est intégrable en +oo.
Montrer que f est intégrable en 4o00.

2.2 Application

— Quelle est la nature de lintégrale [ [1/t]?
— Ona [1/t] <1/t < |1/t] + 1 donc 1 < L% <1+
converge pas donc [, |1/t] n’est pas convergente.

1/tJ donc [1/t] ~g+ 1/t. Or fo ne

2.3 Exercices

Exercice 1

Soit
f:1]0,400] — R
In(z)
1. — La fonction f est-elle intégrable sur [1,+oo[?

— On a f(z) = 0400(1/2%?) donc f est intégrable en +oc.
2. — Soit b > 1. Calculer flbf

— ParIPP, [/ f = [(Inx) 1+J —fPitdr = by Pl Ly = Dby lng —In(z + 1))

1 xl—i—x 1+b
—28 4+ Inb—1In(b+ 1) +In2,

T 1+x

3. — Donner la valeur de ;" f.
— Ona [l f—=,0n2 done [ f=In2.

3 Planche 3

3.1 Question de cours

— Pour tout @ € R, étudier la nature de [, 1 < dt.

3.2 Application

— Quelle est la nature de [(F° L dt?

1+t2
— On a ~ oo t2 donc cette intégrale est convergente.

1+t2

3.3 Exercices
Exercice 1

Pour tout n € N on note



1. — Soit n € N. Montrer que f, est intégrable sur R,.
— On a f,(z) = o(1/2?) donc f, € L}(Ry).

2. — Caleuler Iy := [;"™ f1.
+oo 1

— Ona [;f*fi = [—%e‘”ﬂ = 3.

0
3. — Soit n € N. Calculer Ign+1 = f0+oo f2n+1-

2 _ _ 2
— Par IPP, Iy, = [;F® 2¥ze " dx = {:CQ”—le z

+oo
5 } — o 2na?tste dy = 0 +

0
n!

nly, 1. Par récurrence sur n, Iy, 1 = nlly

4 Exercices supplémentaires

Exercice 1

Soit
R

t—1
tint

2 ]07+OO[ —
t —
1. — Montrer que ¢ € L'([1/2,1]).

— On a ¢(t) ~ t(ttjll) = 1 donc ¢ est intégrable en 1.

2. — Montrer que f;z © —p1- 0.
2 2
— 5 e=- ff:/2 Y+ f1$/2 e S f11/2§0 + f11/2 ¢ =0.
3. — Etudier lim,_,;- ff =
a? 1 x? -1 22 1 2 1 z? o
— On a [} i =[5 q53dt + [; 7dt avec [[ 5-dt = [In(—In)]; = In2. Ainsi,
lim, ;- [© L =0+In2=In2.
Exercice 2
1. — Soit # > 1. Calculer [{™ Ldt.
oo 1 gy [ 1 p-2]T° _ 1
— Onafl th— I:Et ]1 = -1
2. — Donner un équivalent de ¢ : z €]1, 400~ >,/%] = € Ren 17.

— Par le critere de Riemann, ¢ est bien définie.
On a pour tout n [ Ldt < L < [, dt done [ Lt < ((x) et ((x) — £ <

Okt de. 5 < ((x) <1+ A

Finalement, ((z) ~ ﬁ

Exercice 3

Pour tout («, 3) € R? on note

f:110,1] — R

N [Inz|®
(1—=z)~
1. — Trouver un équivalent de f en 0 et en 1.
— Ona f(z) ~ mal’ et f(r) ~ G200 = (1 )"
2. — Déterminer les valeurs o, § € R telles que f se prolonge par continuité sur [0, 1].

— La fonction f se prolonge par continuité en 0 si et seulement si 5 < 0.
La fonction f se prolonge par continuité en 1 si et seulement si § > «.
La fonction f se prolonge par continuité sur [0, 1] si et seulement si o < § < 0.



3. — Déterminer les valeurs a, f € R telles que f est intégrable sur |0, 1].
— La fonction x — (1 — xgﬂ_"‘ est intégrable en 1 si et seulement si o — 5 < 1.
Pour tout 8 € R, |[Inx|” = 0p+(1/4/x) donc est intégrable en 0.
Finalement, f est intégrable si et seulement si a < 1+ 5.

Exercice 4
— Soit f € C%[a,b],C) telle que, pour toute g € C%([a,b],C), [° fg = 0. Que peut-on dire

de f7
— Ona [°ff=0donc|f]>=0,ie f=0.
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