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Dans cette partie, nous allons étudier un type particulier de groupes : les groupes
diédraux.

1 Dé�nition

Soit n un entier supérieur ou égal à 3.

On se place dans le plan complexe et on considère le polygone régulier à n côtés Pn

formé par les racines nièmes de l'unité e
2ikπ

n , k=0, ... , n-1.

Proposition 1.0.1 L'ensemble des isométries a�nes de C ∼= R2 opère sur Cn via
l'opération f.(x1, ... ,xn)=(f(x1), ... ,f(xn)).

Démonstration Immédiate. ♦

Dé�nition On appelle groupe diédral de degré n et on note Dn, le stabilisateur de
{e 2ikπ

n , k=0, ... , n-1} pour l'opération dé�nie dans la Proposition précédente.

Le groupe diédral de degré n n'est autre que l'ensemble des isométries a�nes telles
que l'image de Pn est Pn.

Toute isométrie conservant Pn �xe le point O par conservation des distances.
Il su�t donc de considérer les isométries vectorielles autrement dit O2(R).

2 Caractérisation de Dn

Soit n un entier supérieur ou égal à 3.

Proposition 2.0.2 Dn contient un sous-groupe cyclique d'ordre 2.

Démonstration On véri�e facilement que la ré�exion s d'axe (OI) avec I d'a�xe
1 appartient à Dn. s est d'ordre 2 donc <s> est un sous-groupe cyclique d'ordre 2 de
Dn. ♦

Proposition 2.0.3 Dn contient un sous-groupe cyclique d'ordre n.

Démonstration Les rotations r(O,2ikπ
n

) de centre O et de rayon 2kπ
n
, k=0, ... , n-1,

appartiennent à Dn.
Ces rotations auxquelles on ajoute l'identité, forment un sous-groupe cyclique de Dn

d'ordre n, engendré par la rotation r(O,2π
n
). ♦
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On pose s=s(OI), la ré�exion d'axe (OI) avec I d'a�xe 1 et r=r(O,2π
n
), la rotation de

centre O et d'angle 2π
n
.

On a montré que s et r appartiennent à Dn.

Proposition 2.0.4 s◦r◦s◦r=Id.

Démonstration Montrons que s◦r◦s=r−1 :
r−1 est la rotation de centre O et de rayon −2π

n
.

det s◦r◦s=det r=1 donc s◦r◦s est une isométrie directe de R2 c'est à dire une rotation.
s◦r◦s(O)=O donc s◦r◦s est de centre O.
s◦r◦s(I)=s(r(I)) est le point d'a�xe e−2πn donc s◦r◦s est une rotation de centre O et
d'angle −2π

n
c'est à dire s◦r◦s=r−1. ♦

Proposition 2.0.5 Dn est engendré par s et r.

Démonstration On pose A0=I et pour k compris entre 1 et n-1, on dé�nit Ak

comme le point d'a�xe e
2kπ
n .

Soit f appartenant à Dn.
f étant une isométrie de R2 ayant au moins un point �xe (le point O), f est soit une
rotation soit une ré�exion.
Si il existe k compris entre 0 et n-1 tel que f(Ak)=Ak alors O et Ak sont des points
�xes pour f donc f est la ré�exion d'axe (OAk).
s◦rn−2k(Ak)=s(An−k)=Ak donc O et Ak sont des points �xes pour s◦rn−2k.
D'où, s◦rn−2k=f et f∈<{s, r}>.
Supposons que f(Ak) 6= Ak pour tout k compris entre 0 et n-1.
Supposons que f est une rotation.
Soient k et m compris entre 0 et n-1 tels que f(Ak)=Am.
Alors, l'angle de f est égal à (

→
OAk,

→
OAm)=arg e

2ikπ
n

e
2imπ

n
=2i(k−m)π

n
.

D'où, f=rk−m ∈<{s, r}>.
Supposons maintenant que f est une ré�exion d'axe ∆. O appartient à ∆.
f appartenant à Dn, il existe k compris entre 0 et n-1 tel que ∆ coupe [Ak,Ak+1] en
son milieu (où on pose An = A0 si k=n).
Montrons que f=s◦rn−2k−1 :
det(s◦rn−2k−1)=det(s)det(rn−2k−1)=-1.1=-1 donc s◦rn−2k−1 est une ré�exion.
s◦rn−2k−1(Ak)=s(An−k−1)=Ak+1 donc l'axe de s◦rn−2k−1 passe par le milieu de [Ak,Ak+1].
Puisque s◦rn−2k−1 appartient à Dn, O appartient à l'axe de s◦rn−2k−1.
D'où, l'axe de s◦rn−2k−1 est ∆ et f=s◦rn−2k−1 ∈<{s, r}>.
Tout élément de Dn appartient à <{s, r}> donc Dn ⊂<{s, r}>.
Puisque s et r appartiennent à Dn, <{s, r}>⊂ Dn et par conséquent, Dn=<{s, r}>.
♦

Dn est donc un groupe engendré par deux éléments s et r véri�ant : s est d'ordre 2, r
est d'ordre n et s◦r◦s◦r=Id.
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3 Etude de Dn

Soit n un entier supérieur ou égal à 3.

D'après les résultats de la Section précédente, on a la proposition suivante :

Proposition 3.0.6 Tout groupe engendré par deux éléments a et b tels que :
1)a est d'ordre 2,
2)b est d'ordre n et
3)abab=1,
est isomorphe à Dn.

Pour étudier Dn, on va donc se placer dans le cadre dé�ni par la Proposition précé-
dente.

3.1 Eléments de Dn

Propriété 3.1.1 Dn n'est pas abélien.

Démonstration Puisque abab=1, on a abab−1=b−2.
b−2 est di�érent de 1 car b est d'ordre n>2 donc abab−1 est di�érent de 1.
D'où, a étant d'ordre 2, (ab)(ba)−1=abab−1 est di�érent de 1 et par conséquent, ab est
di�érent de ba. Dn n'est ainsi pas abélien. ♦

La propriété suivante nous sera très utile :

Propriété 3.1.2 Pour tout entier k compris entre 1 et n-1, abka = b−k.

Démonstration Nous allons procéder par récurrence sur k (compris entre 1 et n) :
Cas k=1 : abab=1 donc aba=b−1.
Supposons que la propriété est vraie pour jusqu'à l'entier k-1.
Alors,

abka = abk−1ba

= abk−1aaba car a est d′ordre 2

= b1−kb−1 par hypothse de rcurrence

= b−k.

♦

Proposition 3.1.3 a n'est pas une puissance de b.
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Démonstration Supposons qu'il existe un entier k compris entre 1 et n-1 tel que
a=bk. Alors, abab=b2k+2 = b2kb2.
Comme a=bk est d'ordre 2, b2k=1. D'où, abab=b2.
Comme abab=1, on en déduit que b2=1.
Par conséquent, b est d'ordre au plus 2 ce qui est impossible puisque b est d'ordre n>2.
♦

Proposition 3.1.4 Dn = {1, a, b, ... ,bn−1, ab, ... , abn−1}.

Démonstration Comme a n'est pas une puissance de b, Dn contient les éléments
distincts : 1, a, b, ... , bn−1.
Si k et m sont deux entiers distincts compris entre 1 et n-1 alors abk 6= abm.
D'où, puisque b est d'ordre n et comme a n'est pas une puissance de b, Dn contient
les éléments 1, a, b, ... , bn−1, ab, ... , abn−1.
Soit x un élément de Dn.
Comme Dn est engendré par a et b, x s'écrit sous la forme am1bk1 ... amrbkr avec, pour
tout i compris entre 1 et r, mi=0 ou 1 et ki compris entre 0 et n-1.
D'après la Propriété 3.1.2 et puisque a=a−1 (a d'ordre 2), bka = ab−k pour tout entier
k compris entre 1 et n-1.
D'où, on peut ramener l'écriture de x à une écriture de la forme akbm avec k=0 ou 1
et m compris entre 0 et n-1.
Par suite, Dn = {1, a, b, ... ,bn−1, ab, ... , abn−1}. ♦

Corollaire 3.1.5 Dn est d'ordre 2n.

3.2 Sous-groupe normaux de Dn

Proposition 3.2.1 <b> est un sous-groupe normal de Dn.

Démonstration L'ordre de <b> est n donc l'indice de <b> dans Dn est
[Dn :<b>] = |Dn|

|<b>|=2. On en déduit que <b> est normal dans Dn

(cf Cours Sous-groupes normaux). ♦

Proposition 3.2.2 Dn est le produit semi-direct de <b> par <a>.

Démonstration On a montré dans la Proposition précédente que <b> est normal
dans Dn et on a montré dans la Proposition 3.1.3 que <b>∩<a>={1}.
Comme l'ordre de <b><a> est |<b><a>|

|<b>∩<a>| (cf Cours Produit semi-direct), on a
| < b >< a > | = 2n

1
= 2n = |Dn| et par conséquent, <b><a>=Dn.

D'où, Dn est le produit semi-direct de <b> par <a> ♦
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D'après la Propriété 3.1.2, on dé�nit un homomorphisme α du groupe <a> dans le
groupe Aut(<b>) en posant α(1)=Id et α(a)(bk)=abka−1=abka=b−k.

Proposition 3.2.3 Dn est isomorphe au produit semi-direct <b>oα<a>.

Démonstration Si on pose N=<b>×{1} et H=<a>×{1} alors <b>oα<a> est le
produit semi-direct de N par H (cf Cours Produit semi-direct).
Montrons que le produit semi-direct de <b> par <a> dans Dn est isomorphe au pro-
duit semi-direct de N par H dans <b>oα<a> : à bkam on associe f(bkam)=(bk,1)(1,am),
0≤k≤n-1, m∈ {0, 1}. f est clairement bijective.
Soient 0≤k,r≤n-1, m,s∈ {0, 1}.
<b> étant normal dans Dn, on a ambra−m ∈<b> donc
f(bmakbras)=f((bkambra−m)(amas))=(bkambra−m,1)(1,amas).
Puisqu'on utilise la loi du produit semi-direct (cf Cours Produit semi-direct), on a
f(bkam)f(bras)=(bk,1)(1,am)(br,1)(1,as)=(bkα(1)(1),1am) (brα(1)(1),1as)=(bk,am)(br,as)
=(bkα(am)(br),amas)= (bkambra−m,amas).
D'où, f est un isomorphisme entre les produits directs de sous-groupes <b>o<a> et
HoK.
Or d'après la Proposition précédente, le produit semi-direct <b>o<a> est égal à Dn

donc Dn est isomorphe à <b>oα<a>. ♦

Corollaire 3.2.4 Dn est isomorphe au produit semi-direct Z/nZ oγ Z/2Z.

Démonstration <b> est un groupe cyclique d'ordre n donc <b> est isomorphe à
Z/nZ. De même, <a> est un groupe cyclique d'ordre 2 donc <a> est isomorphe à
Z/2Z. D'où, le produit semi-direct <b>oα<a> est isomorphe au produit semi-direct
Z/nZoγ Z/2Z où γ est dé�ni de Z/2Z dans Aut(Z/nZ) par γ(0)=Id et γ(1)(m̃)=-m̃
(cf Cours Produit semi-direct).
Puisque Dn est isomorphe au produit semi-direct <b>oα<a>, Dn est isomorphe au
produit semi-direct Z/nZ oγ Z/2Z. ♦

Propriété 3.2.5 Quel que soit k compris entre 0 et n-1, babkb−1=abk−2.

Démonstration Puisque abab=1 et a est d'ordre 2, on a ba=ab−1.
D'où, babkb−1=ab−1bk−1=abk−2. ♦

Proposition 3.2.6 1)Si n est impair alors les sous-groupes normaux de Dn sont Dn

et les sous-groupes de <b>.
2)Si n est pair alors les sous-groupes normaux de Dn sont Dn, les sous-groupes de
<b>, le sous-groupe engendré par b2 et a et le sous-groupe engendré par b2 et ab.
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Démonstration <b> étant cyclique, les sous-groupes de <b> sont des groupes cy-
cliques. Soit k compris entre 1 et n-1.
Montrons que <bk> est un sous-groupe normal de Dn :
<bk> est un sous-groupe normal de <b>. Soit i compris entre 0 et n-1.
D'après la Propriété 3.1.2, abibk(abi)−1=abka=b−k ∈<bk>.
D'où, <bk> est un sous-groupe normal de Dn pour tout k compris entre 1 et n-1.
Soit N un sous-groupe normal de Dn non inclus dans <b>.
Il existe alors, d'après la Proposition 3.1.4, un entier k compris entre 0 et n-1 tel que
abk ∈N. Alors, d'après la Propriété précédente, N contient abk−2, élément di�érent de
1 d'après la Proposition 3.1.3. D'où, N contient l'élément abk−2abk=b2 et par consé-
quent, N contient le groupe <b2>.
1)Si n est impair alors pgcd(2,n)=1 et par conséquent, <b2>=<b> (cf Cours Congruence)
N est ainsi d'ordre au moins égal à n+1. Or |N| divise |Dn| c'est à dire 2n donc |N|=2n
et par suite, N=Dn.
Les seuls sous-groupes normaux de Dn, lorsque n est impair, sont Dn et les sous-
groupes de <b>.
2)Supposons n pair.
Pour tout i compris entre 1 et n

2
-1, abkb2i=abk+2i et d'après la Propriété 3.1.2,

b2iabk=aab2iabk=abk−2i=abk+n−2i=abk+2(n
2
−i) donc <{b2, abk}> est constitué des élé-

ments b2i et abk+2i, i=0, ... , n
2
-1.

Ainsi, <{b2, abk}> est d'ordre n et donc <{b2, abk}> est d'indice 2 dans Dn.
On en déduit que <{b2, abk}> est un sous-groupe normal de Dn (cf Cours Sous-
groupes normaux).
Comme abk et b2 appartiennent à N, N contient <{b2, abk}>.
D'où, N possède au moins n éléments.
Or |N| divise Dn=2n donc |N|=n c'est à dire <{abk, b2}> ou |N|=2n c'est à dire
N=Dn.
Il reste à déterminer l'ensemble des groupes de la forme <{b2, abk}>.
On a vu que <{b2, abk}> est constitué des éléments b2i et abk+2i, i=0, ... , n

2
-1 donc

<{b2, abk}>=<{b2, abm}> dès que m-k est pair.
On en déduit qu'il y a deux sous-groupes de la forme <{b2, abk}> : <{b2, a}> et
<{b2, ab}>.
Les sous-groupes normaux de Dn, lorsque n est pair, sont Dn, les sous-groupes de
<b>, le sous-groupe <{b2, a}> et le sous-groupe <{b2, ab}>. ♦

Etudions maintenant deux sous-groupes associés à un groupe donné : le centre et le
groupe dérivé.

3.3 Centre et groupe dérivé de Dn

Proposition 3.3.1 1)Si n est impair alors Z(Dn)={Id}.
2)Si n est pair alors Z(Dn)={Id, bn

2 }.

Démonstration Soit k compris entre 1 et n-1.
D'après la Propriété 3.1.2, abk(bka)−1=abkab−k=b−2k
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Si n est impair ou si n est pair et k est di�érent de n
2
alors b−2k est di�érent de 1. On

a alors abk 6=bka et donc bk /∈Z(Dn).
1)Si n est impair alors, puisque Z(Dn) est un sous-groupe normal de Dn, Z(Dn) est
un sous-groupe de <b> d'après la Proposition 3.2.6.
Or chacun de ces sous-groupes, hormis {1}, possède une puissance non nulle de b
donc il ne peut être inclus dans Z(Dn) d'après ce qui précède. D'où, Z(Dn)={Id}.
2)Il est clair que bn

2 commute avec toute puissance de b.
De plus, (bn

2 )2=bn=1 donc bn
2 =b−n

2 .
Pour tout k compris entre 0 et n-1, abkbn

2 =abn
2
+k et d'après la Propriété 3.1.2,

bn
2 abk=aabn

2 abk=ab−n
2 bk=abn

2 bk= abn
2
+k. D'où, bn

2 appartient à Z(Dn).
On a vu que si k est di�érent de n

2
alors bk n'appartient pas à Z(Dn).

Comme abab=1, on a ab=b−1a 6=ba donc a n'appartient pas à Z(Dn).
De plus, aab=b et aba=b−1 6=b donc ab n'appartient pas non plus à Dn.
D'où, puisque Z(Dn) est un sous-groupe normal de Dn, Z(Dn)={1, bn

2 } d'après la
Proposition 3.2.6. ♦

Proposition 3.3.2 1)Si n est impair alors D(Dn)=<b>.
2)Si n est pair alors D(Dn)=<b2>.

Démonstration Pour tout couple (i,j) d'entiers compris entre 0 et n-1, on a, en
utilisant la Propriété 3.1.2, [bi,bj]=bibjb−ib−j=1, [abi,bj]=abibjb−iab−j=abjab−j=b−2j,
[bj,abi]=([abi,bj])−1=b2j et [abi,abj]=abiabjb−iab−ja=b−ibjb−ibj=1.
D'où, puisque D(Dn) est engendré par les commutateurs, D(Dn) est inclus dans <b2>.
Comme [a,b−1]=ab−1ab=b2, <b2> est inclus dans D(Dn). D'où, D(Dn)=<b2>.
Lorsque n est impair, pgcd(2,n)=1 donc <b2>=<b> (cf Cours Congruence). ♦

Corollaire 3.3.3 Le groupe Dn est résoluble.

Démonstration <b> et <b2> étant cycliques donc abéliens, on a D(<b>)=D(<b2>)={1}.
D'où, D2(Dn)=D(D(Dn))={1} et Dn est donc résoluble. ♦
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