Théorie des groupes

corrigé feuille 12

Exercice 1 Soiente; = (1,—1,0) etey = (1,0, —1) dans H.
e et ex sont bien indépendants.
Siz = (a,b,c) € H, alors x = —be; — cea. Donc H C< ej,eq > et H =< ey, ez >.
(e1,e2) est une Z-base de H.

Exercice 2 Soit G un groupe abélien d’ordre 360 = 23.32.5.
Par théoreme de structure des groupes abéliens finis, tout groupe abélien d’ordre 360 est isomorphe a un
produit de groupes cycliques de la forme :

Z)T x - x T)dyZ

Ou les d; sont des entiers > 2 tels que pour tout i, d; | d;41.

Raisonnons sur les valeurs possibles de k.

k=1:Alorsd; = 360 et G ~ Z/360Z.

k = 2.1l s’agit de répartir les 6 facteurs premiers de 360 dans d; et do de maniere a ce que d; | d2. On doit
forcément avoir dans dy au moins un exemplaire de chacun des facteurs, et au moins 2 exemplaires de 2. (Sinon,
4 | dy et 4t ds, absurde). Les possibilités pour da sont donc :

— dy =5.3.2% etdy = 3.2. Alors G ~ Z/6Z x 7/60Z.

— dy =5.3.23 etdy = 3.Alors G ~ Z/3Z x Z/90Z.

— dy =5.32.2% et d; = 2.Alors G ~ 7Z/27 x 7./]180Z.

k = 3. Comme chaque d; doit diviser le suivant, tous les facteurs premiers de d; doivent étre des facteurs
premiers de ds et d3 également. Donc d; = 2 et 2 | d2. Comme on a toujours que 2.3.5 | ds, les possibilités sont :

— d3=5.3.2,dy =23etd; =2. Alors G ~ 7/27 x Z/67 x Z/30Z.

— d3=5.322,dy =2etd; = 2. Alors G ~ 727 x 7./27 x Z]90Z.

k > 4 est impossible car aucun facteurs premiers de la décomposition de 360 n’est a puissance supérieure ou
égale 2 4.

Donc les groupes abéliens d’ordre 360 sont les groupes isomorphes & un groupe parmi : Z/360Z; Z/6Z %
Z/60Z;7/3Z x ZJIOZ ; Z/27 x Z.J180Z ; Z/27 X Z/6Z x 7./30Z; Z./27 x Z/2Z x 7./90Z.

Exercice 3 (p-groupes abéliens)
On note G I’ensemble des groupes abéliens d’ordre p™ et P I’ensemble des partitions n. Par théoreme de
structure des groupes abéliens finis,

k
g = {Z/mZ X XZL/nkZ | ke N*;Hni =p™"; Vi n; | ni+1}
i=1
Soit A € P une partition de n. A = (x1,...,xx), et on peut supposer les x; ordonnés par ordre croissant :

xp <xp <o < g
Onpose Go =Z/p™*Z X L/p*2Z X --- x L]p**Z.
On a bien que pour tout 4, p*i | p*i+! et que Hle p¥t = p"™. Donc G4 € G.
Réciproquement : Soit G € G. Alors, par théoréme de structure, G s’écrit de maniére unique comme Z/n17Z X
X Z/ngZ | keN* Hf:l n; = p™;Vin; | nijt1.
Hle n; = p" donc pour tout ¢, n; = p®i avec x; € N*.
Hle n; = pz %i = p", donc Zle T; = n.
Donc Ag = (1,...,x) € P.
Ainsi, on a bien défini ¢ : G — Ag ety : A Gy, etil estimmédiat que p oy = Id et o = Id.
D’ou la bijection.



Malheureusement, cela reste d’une utilité limitée, le nombre de partitions d’un entier grand étant difficile a
obtenir. Cependant, cela donne une idée de 1’explosion du nombre de groupes abéliens d’ordre p" quand n est
grand. Par exemple, il y a environ 2.10% partitions de 100 et environ 2.103" partitions de 1000.

Exercice 4 (Sous-groupes de p-groupes abéliens)

G est un Z/pZ-espace vectoriel de dimension n. Un sous-espace vectoriel de dimension & est un sous-groupe
de dimension p* de G, et réciproquement, tout sous-groupe de G peut-étre muni d’une structure de Z /pZ-espace
vectoriel.

Nous cherchons donc le nombre de sous-espaces-vectoriels de G de dimension k.

Calcul du nombre de familles Z/pZ-libres a k éléments dans G : (p" — 1)(p" — p)(p"™ —p?) ... (p" —p

Cependant, un méme espace vectoriel peut étre engendré par plusieurs bases. Le nombre de bases d’un Z /pZ-
ev de dimension k est : (p* — 1) ... (p* — pF~1).

D’ot le nombre de sous-groupes de cardinal p* de G :
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Exercice 5
1. Soit (z1,x2,...,2,) une famille finie de générateurs de G. Par le théoréme de structure des groupes

abéliens de type fini, G est dénombrable. Soit ¢ € Aut(G). Alors @ est entierement déterminée par
I’image des n générateurs. Pour chaque x;, il y a au plus une quantité dénombrable d’images possibles,
donc une quantité dénombrables d’images possibles pour (x1, Z2, - . . , T, ), donc pour ¢.

2. Par théoréeme de structure des groupes abéliens de type fini, G est isomorphe a :
2" XZ/mZ x - xZ/ngZ | keN;reN;Vi n; | niq

Sir =0: Alors G est fini et donc Aut(G) C &(G) qui est fini.

Sir=1:G ~Z x H avec H abélien fini. Soit (ha, ... h:) une famille génératrice de H. Alors, en posant
g1 = (1,0) et g; = (0, h;) pouride2at,onaque (g;) est une famille génératrice finie de G.

Soit ¢ € Aut(G). Alors ¢ préserve I’ordre des éléments donc tous les g; (i > 2) sont envoyés sur un
éléments d’ordre fini. Les éléments d’ordre fini de G sont exactement les éléments de {0} x H. Donc il y
a un nombre fini d’images possibles pour chaque g;. ¢(g1) doit étre d’ordre infini, donc dans Z* x H. Si
©(g1) = (a,h € H), alors o(G) C (aZ x H).Donca = t1letp(g1) € {—1,1} x H, qui est fini. ¢ est
donc entierement déterminée par un nombre fini de choix pour un nombre fini d’éléments. Donc Aut(G)
est fini.

On a montré un sens de 1’équivalence. Montrons la contraposée de la réciproque :

Sir > 2:Alors G ~ Z? x H avec H abélien de type fini. Pour tout a dans Z, on pose :

Y/ z?
Yl @) o (@rayy
Z-base ((1,0)(a, 1)), donc est un automorphisme.

On pose alors, pour tout a € Z, ¢, € Aut(Z?) x Aut(H) C Aut(G) comme ¢, = 1, x Idy.
{¢a | @ € Z}estinfini et inclus dans Aut(G), donc Aut(G) est infini.

) 1), est une application linéaire qui envoie la Z-base ((1,0), (0,1)) sur la

Exercice 6 (Groupe libre)

1. Soit u € ¥, non-nul.
Si le mot est de la forme u = g1 hP1g*2hP2 .. g% avec a; # 0 # [3; pour tout i, j. Pour z € Ey,u(z) €
FE5, donc u # e.
Symétriquement, si u = h%1 g*2hP2 ... g hPr avec o # 0 # B; pour tout 4, j, pour z € Eo, u(z) € B,
donc u # e.



Siv = g¥hfrgezpbz g hPr Alors u = g*vg~ " est de la premiere forme donc u # e. Comme u
et v sont conjugués, v # e.
Donc tous les mots non-triviaux ne correspondent pas a e.

2. Pour tout i € Zx, A* = ( (1) sgn(lz).T ) et B = < sgn(li).?i (1) >
Onpose E1 = {(z,y) € R |z| <|y|} et B = {(z,y) € R?; |z > |y|}.
Pour (z,y) € E1, A'(z,y) = (z + sgn(i).2'y, y).
Ona: |z + sgn(i).2'y| > |sgn(i).2%y| — |z| > 2" |y| — |z > |y
Pour (x,y) € Eq, A(x,y) = (x,y + sgn(i).2'x).
Ona: |y + sgn(i).2'z| > |sgn(i).2'z| — |y| > 2¢ |z| — |y| > ||, donc A’(z,y) € Ex.
Donc T est libre par la question 1.

, donc A%(z,y) € Es.

Exercice 7 (Automorphismes de D,,) 1. Soitv) € Aut(D,,). Alors 1) est entierement déterminée par 1’image
de r et s (car générateurs).

Si € Stabauy(p,)(s), ¥(s) = s. r est envoyé sur un élément d’ordre n. Les éléments d’ordre n dans
D, sont les * ot 7 est premier avec n (car n > 3). Cela donne donc au plus ¢ (n) possibilités pour ).

Réciproquement, chacune de ces possibilités donne un automorphisme différent. (Et c’est bien un auto-
morphisme).

2. Si¢ € Stabpy(p,,)(r), ¥ (r) = r. s est envoyé sur un élément d’ordre 2. Les éléments d’ordre 2 dans D,,
sont toutes les symétries s ot i est dans [1,n] (n > 3) ainsi que 7"/2
Sih(s) = ™2, alors ¢(D,,) C< 7 >, ce qui est absurde.

Cela donne donc au plus 7 possibilités pour ).

si n est pair.

Réciproquement, chacune de ces possibilités donne un automorphisme différent. (Et c’est bien un auto-
morphisme).
3. Soit ¢ € Stabayue(p,,)(r) et a € Aut(Dy,).
a~1(r) doit étre un élément d’ordre n donc est un r avec i premier a n.
aooal(r) =a((r) =a(r)) =al’) =ala"(r) =1
Donc avo ¢p o a™! € Stabay(p,,) (7).
On a bien montré que Stab e (p,)(r) < Aut(D;,).
4. Onnote R = Staba,¢(p,)(r) et S = Stabauy(p,)(8).
Par la question précédente, R <1 Aut(D,,).
Siy € RN S, alors ¢ fixe r et s, c’est a dire fixe tous les générateurs de D,,. Donc ¢ = Id. D’ou
RN S ={Id}.
Soit f € Aut(D,,). On pose 3 € Stab(r) définie par 3(r) = r et 3(s) = f(s). On pose o € Stab(s)
définie par a(s) = s et a(r) = B7L(f(r)). Il est alors facile de vérifier que f = 3o a € RS. Donc
Aut(D,,) = RS.
Par théoréme de produit semi-direct : Aut(D,,) = Stabayu(p,,)(r) * Stabaug(p,)(s).
5. Card(Aut(D,)) = np(n).
G — Int(G)
— dg
~ est bien un morphisme et est surjectif.
kery = Z(@G), donc par théoréme d’isomorphisme, Int(G) ~ G/Z(G).
7. Cas n=3. Card(Aut(D3)) = 3p(3) = 6.
Z(D3) = {e} donc Int(D3) ~ D3 et Card(Int(D3) = 6.
Comme Int(D3) C Aut(Ds3), on a que Aut(D3) ~ Ds.

6. On note 7 : oud, x> grg .

Exercice 8 1. C’est essentiellement un rappel : On a déja vu que 2,, =< (1) >, que les 3-cycles sont tous
conjugués dans 2, (On I’a vu dans 25, c’est pareil dans 2, pour n > 5). Donc, si H < 2, contient un
3-cycle, il les contient tous parce qu’il est stable par conjugaison, et contient donc le groupe engendré par
ces 3-cycles, c’est a dire A,,.



2. 7ot = (12)(45) ... donc est différent de 0. D’olt py # Id.
H stable par conjugaison donc 707! € H etdonc p; € H.

Calculons les points fixes de p; et de o. Soit  un point fixe de o supérieur ou égal a 6. py(z) = x, car x

n’est dans le support d’aucune permutation parmi 7,71, o, 071,

o ne fixe pas 1,2,3 ou 4, mais fixe éventuellement 5.
p1(z) = Tor7to71(1) = 7077 1(2) = 70(2) = 7(1) = 1. Donc 1 est un point fixe de p;. La méme
chose se produit pour 2.

Donc p; a au moins un point fixe de plus que o.

L. 7,7 ! donc est différent de 0. D’oul py # Id.

3. ror7 = (124...)Ty2r™
H stable par conjugaison donc 707! € H et donc py € H.

Calculons les points fixes de ps et de o. Soit  un point fixe de o supérieur ou égal a 6. po(x) = x, car

n’est dans le support d’aucune permutation parmi 7,74, o, 0 L.

o ne fixe pas 1,2,3,4 ou 5.
p2(2) = o7 to71(2) = ro771(1) = 70(1) = 7(2) = 2. Donc 2 est un point fixe de p.
Donc p, a au moins un point fixe de plus que o.
4. Si o n’est pas un trois cycle, o est d’une des formes étudiées ci-dessus. Or dans les deux cas, on a trouvé
un élément non-trivial de H ayant plus de points fixes que o, ce qui contredit la maximalité de V.
Donc H contient un 3-cycle, donc est 2,, par la question 1.



