Théorie des groupes

Corrigé feuille 4

Exercice 1 Par théoréme de Bezout, il existe u, v tels que |G|u +nv = 1. Vg € G, glGlutny

g™ = g.Enposant ¢ : g — g¥, on a ¢ = Id. Donc ¢ est une permutation.

= g et donc

Exercice 2 On note d = pged(n,m)et H =T, NT,,.
1. On a immédiatement que 'y C H et donc Card(H) > d
H est un sous-groupe de I',, et 'y, donc Card(H) | n et m. D’ou Card(H) | pged(n, m) = d. On en
déduit Card(H) = detdonc H =T'.
2. pged(X™ — 1,X™ — 1) = [[ e, (X — A) Dans C[X]. Toute division euclidienne dans R [X] est aussi
une division euclidienne dans C [X]. Par unicité de la division euclidienne, on en déduit que le pged est le
méme.

Exercice 3 = : Soit H un sous-groupe de G. Alors par théoréme de Lagrange, |H| | |G|, donc |[H| = 1 ou p.

< :Soity € G\ {e}. <y >#< e >, donc < y >= G et donc G est monogene.

Si G est infini, alors il est isomorphe a Z donc admet des sous-groupes propres non-triviaux. C’est absurde, G
est donc fini et cyclique.

Si |G| n’est pas premier, on a |G| = kiks avec ky, ko # 1. Alors < y*1 > est un sous-groupe d’ordre ks, ce
qui est absurde. Donc G est d’ordre premier.

Exercice 4 (Groupes abéliens d’ordre pq) Soit GG un groupe d’ordre pq.

Supposons que G n’admet pas d’élément d’ordre pgq.

Supposons que tous les éléments non-neutres sont d’ordre p. Soit g un tel élément. Alors le groupe quotient
G/ < g > est d’ordre ¢ premier donc est cyclique. Soit h € G tel que h soit un générateur de G/ < g >. Alors h
est d’ordre ¢. Or, h est d’ordre p donc ordre(h) | p, c’est a dire g | p. C’est absurde.

De la méme fagon, il est absurde que tous les éléments soient d’ordre ¢q. Donc il existe un élément d’ordre p et
un élément d’ordre q. Alors le produit de ces deux éléments est d’ordre pq. Absurde.

Donc G admet un élément d’ordre pq et est cyclique.

Exercice 5

Premiére possibilité : Dans Isom(IR?). Soit g la symétrie de R? par rapport a I’axe des abscisses. On fixe
a € R\ Q. Soit h la symétrie par rapport a 1’axe faisant un angle 2w« avec ’axe des abscisses. g et h sont des
éléments d’ordre 2 dont le produit gh est la rotation de centre O et d’angle 2« qui est d’ordre infini.

Autre possibilité : Dans Aut((Z/2Z)").

Onnote g : (uy,) +— (vy,) avec vy, = Up41 Si N est pair et v,, = U, —1 si n est impair.

Onnote h : (uy,) — (vy,) avec v, = u,_1 Sin est impair et v,, = u,41 Si 1 est pair.

Ces deux éléments sont d’ordre 2. gh est I’application (u,,) — (u,—2) qui est d’ordre infini.

Exercice 6 Soit ¢ € Aut(Z/6Z). 1 est un générateur de Z/6Z donc ¢ est entierement déterminé par ¢(1) et est
en fait la multiplication par ¢(1). ¢ étant un automorphisme, il conserve 1’ordre, donc ¢(1) est d’ordre 6. Les
seuls éléments d’ordre 6 de Z/6Z sont ceux qui sont premiers avec 6, c’est a dire 1 et 5 = —1.

Réciproquement, Id et —Id sont bien deux automorphismes distincts de Z/6Z.

D’ot Aut(Z/6Z) = {Id,—1d}.

Exercice 7 On note {x;, i € [1,s]} une famille de représentants des classes a droites de G mod K.
1. Soient x,y € H. On note £ et ¢ leurs classes a gauches respectives modulo H N K.
Si & # ¢, alors 'y ¢ H N K. Comme on sait que x 'y € H, on a forcément 'y & K, c’est a dire que
les classes a gauche de x et y modulo K sont différentes.

Il y a donc moins de classes d’équivalence a gauche dans H modulo H N K que dans G mod K, ce qui est
le résultat recherché.



2. SiG = HK, G = UpeghK. On peut alors choisir dans H une famille de représentants des classes a
gauche de GmodK. Notons {hy,...,h}avecl =[G : K].

I 1
GNH=||(hKnH)=||h(KnH).
i=1 i=1
Etdonc [G: K] =[H : HNK].
Vérifions que (b, KN H) = h;(KNH):
— Soitx € hy KN H. Alorsx = h;k = havech € Hetk € K.Donc k = hhi_1 € HN K. On abien
x € h;(KNH).
— Soitz € hiy(KNH).Alorsx = h;gavecg € HNK.Onadoncz € Hetx € h; K.

[G:H|G:K|=[H:HNK|[K:HNK].

[G:HNK]|G: HNK)]

G H]|G: K] = G H [G:K]

G:H[G:K)”=[G: HNK]*.
Comme les indices sont tous positifs, on a le résultat.

Exercice 8 (Sous-groupes de type fini)
1. Soit (4,5) € [1,2n] x [1,m]. Les classes a droites forment une partition de G, donc il existe un unique
k € [1,m] tel que g;jx; € Hys.
Donc il existe un unique h; ; € H tel que gjx; = h; ;gx.
2. {hij, (4,5) € [1,2n] x [1,m]} C H donc < h; ; (i,7) € [1,2n] x [1,m] >C H.
Soita € H. Comme {x1,..., 22, } engendre G :

a=Tj ... Ty

a=eqli, - -Tqy-
a = hi17j1gk1xi2 e Ty

a= hihjl hiz,jzglmxis s Ly

a:hilﬁjl "'hil,jlg'
Ougestundesg;.a € Heth, j,...h; j, € H,doncg € H.Donc g =e,sinon, HgNH =0etg ¢ H.

Exercice 9 (Groupe diédral infini)

On se place dans R espace affine euclidien, et on note Z(R) I’ensemble des isométries de R.

Onnote G = {p € Z(R); @(Z)=7Z}.

1. Remarque: 7" oo =x +— n — x.
Soit H = {r™,7™ o 0; mn € Z}. On a facilement que H C G.
Soit ¢ € G. On note a = (0). © est une isométrie donc conserve les distances. On en déduit que p(1) =
a + 1 ou a — 1. Ensuite, on connait toutes les autres images. Soit n # 0, 1. Alors p(n) est a distance n de
a, donc est @ + n ou a — n. Comme la distance entre ¢(1) et ¢(n) doit &tre n — 1, il n’y a qu’une seule
possibilité pour p(n).
Sip(l)=a+ lalorsp=x—z+n=7"Sip(l)=a—l,alorsp=x+—n—ac=71"00.
DoncG C H.EtG=H



2. Remarque:co7” =7""o0o0.
Pour tout n € N, I’inverse de 7™ est tau™" et 7™ o ¢ est son propre inverse.
Les deux stabilités par produit un peu compliquées :

m n—m

TPoocoTMoo =T
T"ogoTMm =71""""o00.
Comme G non-vide, c’est bien un sous-groupe de Z(R)

3. Ce groupe, que ’on note K =< r,s > a un générateur d’ordre 2 et un d’ordre infini. Ils vérifient : sr =

r1s.

Pour tout n € N, r™s est la symétrie par rapport & 1’axe faisant un angle 4ra™ avec 1’axe des abscisses.
Comme « est irrationnel, tous ces axes sont deux a deux distincts et donc les r™s sont tous deux a deux
distincts. De méme, tous les r™ sont deux a distincts. Donc {r",r"s, n € Z} C<r,s >.

En montrant une stabilité par inverse et produit, on montre que {r™,r"s, n € Z} est un sous-groupe de
Z(C).D’ou K = {r"™,r"s, n € Z}.

Do, —
kol
ker ¢ = {e}. ¢ est un morphisme car les régles de calcul sont les mémes. (A détailler).

On note ¢ : riil (avec k € Z etl € {0,1}). On a bien sur que ¢ est surjective et que

On a donc exhibé un isomorphisme.

Exercice 10 On cherche f : R — C* continue telle que f(x 4+ y) = f(z) f(y) pour tout z, y dans R.
f morphisme implique que f(0) = 1.
1. Etude de |f|. On note g = |f| : R — R*. g est un morphisme de groupes (|f(z +y)| = |f(z)||f(v))
continu.
Soit § € Q. (p et g entiers premiers entre eux)

o) o)) o)

g(1) n’a qu’une seule racine g-ieme dans R* , on peut donc dire sans ambiguité que g(%) = g(1)/q,
P
.

Ensuite, la propriété de morphisme nous donne que g(%) =g(1)

g etz — exp(aln(g(1))) coincident donc sur Q, qui est dense dans R. Ces deux fonctions étant continues,
elles coincident également sur R tout entier.

2. Etude de arg(f). On note h = arg(f) : R — R/2xZ. C’est bien un morphisme (arg(f(z + y)) =
arg(f(x)f(y)) = arg(f(x)) + arg(f(y))) continu.
ker h est un sous-groupe de R, donc est de la forme aZ avec a un réel ou bien est dense dans R.
Si ker h est dense dans R, alors A et la fonction nulle coincident sur un ensemble dense dans R et A est donc
nulle sur R tout entier.

On suppose dans la suite que ker h est non-dense. Soit alors a € R tel que ker h = aZ.

Si a = 0, h est alors un isomorphisme. Il existe donc z tel que h(x) = =. Par propriété de morphisme,

h(3z) = 3h(x) = 371 = . Cela contredit que h est une bijection. Donc a # 0.

h est injective sur [0, a]. Sinon, il existerait et y dans [0, a] tels que h(x) = h(y) et on aurait h(x —y) =0

etz —y € ker h = aZ alors que |z — y| < |a| (Absurde).

h est donc une injection continue de [0, a[ dans [0, 27[. h est donc strictement croissante ou strictement

décroissante (pour ne pas contredire le théoreme des valeurs intermédiaires). Supposons dans la suite qu’elle

est strictement croissante.

Montrons par récurrence que pour tout n entier, h(a.27") = m.2— (=1,

— Initialisation n = 1 : h(a/2) = (1/2)h(a)[r], donc h(a/2) = 0 ou 7. Comme on sait déja que h(0) = 0
et que h est injective, on a forcément h(a/2) = .

— Hérédité Supposons que pour un 7 fixé, h(a.2~") = 7.2~ (=1 Alors h(a.2= D) = (1/2)h(a.27")[x],
donc h(a.2=(™*tV) = 7.2 ou m.(1 4+ 2~™). Comme on sait que h est strictement croissante, on doit
avoir h(a.2~ (") < h(a.27™), d’ott h(a.2~ 1)) = 7.27". D’ol le résultat par récurrence.



Ensuite, la propriété de morphisme nous permet de calculer que :

ka km
n—1
VTLEN, vk € [[0,2 ]], h<2n> = on+1

Cela signifie que h et 2 — 2ZZ coincident sur { &2,
a 2

[0, a. Elles sont continues donc sont égales sur tout R.

n €N,k € [0,2"7']} qui un ensemble dense dans

Conclusion : arg(f) est une multiplication par un réel (éventuellement nul).

. Bilan. En rassemblant ce que 1’on sait sur son module et son argument, on obtient que :

fra—|f(x) el-arg(f(@)) _ e ibr _ (A+if)z

ou A et 4 sont des réels. f est donc de la forme x — e** avec o € C.

11 est facile de voir que réciproquement, pour tout o complexe, x — e** est un morphisme continu de R
dans C*.

Remarquons que selon les valeurs prises par «, on peut obtenir la fonction constante égale a 1 (v = 0),
une exponentielle réelle (o« € R), un enroulement de R autour du cercle (o € ¢R) ou une exponentielle
complexe paramétrant une spirale (autres cas).



