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Rappels sur les p-Sylow  Soit G un groupe fini et p divisant I’ordre de G. |G| = p™s ol p ne divise pas s.
Un p-Sylow est un p-sous-groupe de G maximal pour I’inclusion des p-sous-groupes. Alors

1. Il existe au moins un p-Sylow dans G d’ordre p™.

2. Tous les sous-groupes d’ordre p™ sont des p-Sylow.

3. Tous les p-Sylow sont conjugués entre eux dans G.
Tous les p-Sylow sont isomorphes. (Conséquence de 3)

Il y a un unique p-Sylow si et seulement si il est distingué. (Conséquence de 2 et 3)

ARSI

Si on note n,, le nombre de p-Sylow, alors:

ny | s np, =1 [p]

Exercice 1 Soit G un groupe d’ordre 200. Montrer que GG n’est pas simple.

Exercice 2 (Groupes d’ordre pqg) Soient p < ¢ deux nombres premiers. Soit G d’ordre pq.
1. Montrer que GG a un unique g-Sylow.
2. En déduire que G 2 Z/qZ %o Z/pZ.
3. Montrer que si p ne divise pas ¢ — 1, alors GG est abélien.
Exercice 3 (Théoreme de Wilson)  Soit p premier.
1. Montrer qu’un élément de &,, est d’ordre p si et seulement si c’est un p-cycle.
2. Combien y a-t-il de p-Sylow dans &,, ?
3. En déduire que (p — 1)! = —1 [p].

Exercice 4 Soit G un groupe d’ordre 175. Ecrire G comme produit de deux de ses sous-groupes de Sylow. En
déduire que G est abélien.

Exercice 5 Soit G un groupe d’ordre pgr avec p, ¢, et r trois premiers distincts. On supposera que p > g > 7.
On note n le nombre de k—sous-groupes de Sylow de G pour k premier.

1. Montrer que:
pgr 2 np(p—1) +nglqg —1) +n.(r —1) +1

Indication: Compter les éléments selon leur ordre

2. Montrer que si I’on suppose n, > 1 ET ngy > 1 ET n, > 1, alors on a:

np = qr, nq>pa nr>q

3. En déduire que G n’est pas simple.



Exercice 6 (Simplicité de 2s...)
1. Montrer que les 3-cycles sont tous conjugués deux a deux dans 5.
2. Montrer que les doubles transpositions sont toutes conjuguées deux a deux dans 2As.
3. Soient o et 7y deux 5-cycles. Montrer que les groupes < o > et < 7y > sont conjugués.

4. Soit H un sous-groupe distingué dans 2(5. Montrer que si H contient un élément d’un type, il contient tous
les éléments du mé€me type

5. Compter le nombre d’éléments de chaque classe de conjugaison et en déduire que 25 est simple.
Exercice 7 (...qui est d’ailleurs le seul groupe simple d’ordre 60) Soit G un groupe simple d’ordre 60.

1. (a) Montrer que G admet 6 5-Sylow. On note Syl I’ensemble des 5-Sylow de G.

(b) En faisant agir G sur Syls, montrer que GG est isomorphe a un sous-groupe de Gg via une injection
a:G— Sg.

(c) Montrer qu’en fait, G est isomorphe 2 un sous-groupe de 2g. On note alors H = a(G) C 2.
Indication: Que peut-étre a=*(g) ?
2. (a) Quel est le cardinal de I’ensemble des classes a gauche 2g/H ?

(b) On fait agir 2 par translation a gauche sur cet ensemble. Montrer que cette action fournit un isomor-
phisme ¢ : A — Asg.
Indication: Admettre g est simple et s’inspirer de la méthode de la premiére question.

(c) Montrer que ¢p(H) = Staby, (H).

(d) En déduire que ¢(H) est isomorphe a As.

(e) Conclure



