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1 Questions de cours

1. (a) Nous avons
X = Mp(u) = Mp(idp(w)) = Mp 5(idp) Mg (u) = P§ X
(b) Nous avons
i. Comme application f est linéaire, nous avons Op = f(0g) € Im(f).

ii. Soient u,v € Im(f) et A € R. Alors il existe z,y € E tels que u = f(x),v = f(y). Ainsi,
par linéarité de I’application f,

Nt v = Af(&) + [(y) = FA + ) € Tm(f).
Par conséquent le sous-ensemble Im(f) est un sous-espace vectoriel de espace F.

2. Nous avons

tr(A) = Z Akk~
k=1

3. Nous avons, pour tout j € {1,...,p},

(gofilej) = g(f(e)))
= 9(2%‘]‘})

= D big(fi)
=1

= ) bi; Y akign
=1 k=1

m

SR, 1>

2 Exercice

1. Soient (z,v,2), (a,b,c) € R3 X\ € R. Alors
PON@ 5, 9) + (@ b,6) = p((Az+a, My +b, Az + )
Az +a)+ Ay +b+2Az+¢), Ay+b,—(Az+a) — (Ay+b) — (Az+¢))
= M2x+y+2z,y,—x—y—2)+2a+b+2¢,b,—a—b—c)
= Ap(z,y,2) + f(a,b,c).

Donc ’application p est linéaire.



2.

4.

5.

Nous avons
p(el) :p(170a0) = (2707 _1)7 p(e2) :p(07 170) = (1717_1)
et
p(e?)) = p(ana 1) = (2707 71)

Nous avons

p2(61) = p(p(el)) = p(2707 _1) = (2>07 _1)7 p2(€2) = p(p(CQ)) = p(17 1, _1) = (17 1, _1)

et
p2(€3) = p(270a _1) = (2707 _1)'

Nous pouvons en déduire que
P2(61) = p(e1), P2(€2) = p(e2), P2(€3) = p(es).

Ainsi, comme I'application p est linéaire, nous avons p?(u) = p(u) pour tout u € Vect(ey, ez, e3) =
R? car (ey, es,e3) est une base de R3.

e Nous avons, comme (e, €2, e3) est une base de R? et p(e1) = p(es),

Im(p) = Vect(p(e1), p(ez2), p(es)) = Vect(p(er), p(ez)) = Vect((2,0,-1), (1,1, 1))

avec (2,0,-1),(1,1,—1) non colinéaires donc la famille ((2,0,—1),(1,1,—1)) est une base de
Im(p).

e Soit u = (z,y,2) € R3. Alors (,y, z) € ker(p — idgs) si et seulement si
(0,0,0) :p(xvyﬁz) - (.T,y,Z) = (1‘+y+22,0,—$—y—22)

ie.
r+y+22=0.

En particulier les vecteurs non colinéaires (2,0, —1), (1,1, —1) sont dans ker(p — idgs). Ainsi
Vect((2,0,—1),(1,1,—1)) C ker(p — idgs).

En particulier 2 < dim(ker(p — idgs)). Or dim(ker(p — idgs)) < 3 car p # idgs. Donc
2 = dim(ker(p — idgs)) puis

Vect((2,0,—1),(1,1,—1)) = ker(p — idgs).

Par conséquent ((2,0,—1),(1,1,—1)) est une base de ker(p — idgs).

e Comme les sous-espaces Im(p) et ker(p — idgs) admettent la méme base ils sont égaux.

e Nous avons déja par théoréme du rang
dim(ker(p)) + dim(Im(p)) = dim(R?).
e Soit u € ker(p) N Im(p) = ker(p) Nker(p — idgs) d’apres la question précédente. Donc
p(u) = (0,0,0) = p(u) — u.

Ainsi
u=(0,0,0).

Par conséquent nous avons
ker(p) @ Im(p) = R3.



3 Probléme

1. Comme & la question 1 de I'exercice précédent.

2. Nous avons

u(er) = u(1,0,0) = (4,1,1) =4e; + ez +e3, wulez) =u(0,1,0) = (1,4,1) = e1 +4ez +e3

et
u(es) =u(0,0,1) = (1,1,4) = eg + ez + 4es.
Donc
4 1 1
Mprlp)=| 1 4 1
1 1 4
3. e Soit (z,y,2) € R3. Alors
(z,y,2) € ker(¢) = Mx+y+zx+4y+z,2+y+4z) =(0,0,0)
L2FL27L<1’:L:HL374L1 (4dx +y + 2z, —3x + 3y, —152 — 3y) = (0,0,0)
4 — -1
L s (4z 4y + 2, =3z + 3y, —18y) = (0,0,0)
— (z,y,2) = (0,0,0).

Donc ker(¢) = {0} et une base de ker(¢) est alors la famille vide.
e Nous avons alors, par théoréme du rang,
dim(R?) = dim(ker(¢)) + dim(Im(¢)) = dim(Im(¢)).

Donc
R? = Im().
Autrement dit I’application ¢ est également surjective donc est un automorphisme.
e Comme Im(¢) = R3 et B est une base de R?, la famille B est une base de Im(¢).

4. On peut montrer que la famille B’ est une famille libre de 3 = dim(R3) vecteurs de R? donc en est
une base. On peut également dire que, en développant par rapport & la premiére ligne,

1 0 1
det(Mp(e), ey, es)) =det | 1 1 0 =-1-2=-3#0.
1 -1 -1
5. Nous avons
1 0 1
P = PB - MB/,B(idRS) = 1 1 O
1 -1 -1
Ainsi .
1 1 -1 1 =2 1 1 1 1
1 T
= Com(P)" = — -1 -2 1 = -1 2 -1
det(P) -3 11 1 3 9 1 _1

6. Nous avons
u(e)) = uler) + u(ez) + u(es) = 5ef,
u(eh) = u(ez) — u(es) = 3eh
et
u(es) = u(er) —u(es) = 3ez.

Donc

= MB',B’ (u) =

o O ot
o w o
w o o



7. e Nous avons alors

50 0
(MY =|{ 0 3 0
0 0 3°

e Or, d’aprés la formule de changement de bases,

M = Mg 5(u) = Mg 5(idgs ) Mpr 5 (W) Mg g (idgs) = PM' P~

Donc
Mn — P(M/ ’n,Pfl
{10 1 5" 0 0 11 1
= (1 1 o 0 3" 0 1 2 -1
3\ o1 4 0 0 3° 2 -1 -1
(10 5n 5n 5n
- (1 1 o _gn 2x3n _3n
3\ o1 4 2x3" —3n  _3n
W AR T L 5n _ 3n
5n — gn 5n_gn  Bn42x3n

8. Nous avons, pour tout n € N*, X, = M X,,_1.

9. Donc, par récurrence sur n € N et les questions précédentes, nous avons

X, = M"X,
5% 4+ 2 x 3™ 5n — 3n S 0
= = 5™ — 3™ 5% 4+ 2 x 3™ 5™ — 3™ 1
5™ — 3™ S 5" 4+ 2 x 3™ -1
0
= 1 3 x 3"
-3 x 3™
0
= 3" 1
-1

Par conséquent, pour tout n € N,

ap, =0, b,=3", ¢,=-3"
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