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1 Question de cours

1. (a) On suppose par I'absurde que A = 0. Alors il existe X € R™\{0} tel que AX = AX = 0,.
Ainsi
X=ATAX =470, =0,
ce qui est absurde. Donc A # 0.
(b) Soit X vecteur propre de A associé & A. Alors AX = AX. Ainsi

1 1 1
-1 = — -1 = — -1 = —
AT X = )\A AX )\A AX )\X.

De plus X # 0,, car X est un vecteur propre. Donc X est un vecteur propre de A~! associé
1

a—.

A
2. (a) On suppose par I'absurde que f est inversible. Alors f o f~! = idg. Donc
0= fn of—l _ fn—l'
Puis

0= fn—l of—l _ fn—2
On en déduit donc, par itérations successives, que f* = 0 pour tout k € {1,...,n}. En parti-
culier f =0 ce qui est absurde car f est inversible.

(b) Le polynome X™ est annulateur de f. Donc les valeurs propres de f sont comprises dans
lensemble des racines de X™ égal a {0}. Ainsi la seule valeur propre de f est 0. En particulier

Eo(f) = ker(f).
3. D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, pour tout espace vectoriel £ de dimension finie, pour
tout f € L(E), Pr(f) =0.

2 Probléme

Partie I

1. Nous avons

Py = Py

1I-X 0 1

= -1 2-X 1
1 -1 1-X

= 1-X)[2-X)1-X)+1]+(-1)(-1) - (2- X)
= 1-X)X?-3X+3]+X -1
= (1-X)(X?-3X+2)
= 1-X)X-1)(X-2)

(X —1)2%(2 - X).

Ainsi Py est scindé. Donc f est trigonalisable.



2. Soit u = (z,y,2) € R3. Alors

x x
uebE(f) < Al vy |=1y
z z

z =0

= -r + y + z =0

T -y =0

= z=0,z=y.

Donc E;(f) = Vect((1,1,0)) est de dimension 1 et u = (1,1, 0) est un vecteur non nul de cet espace
propre.

3. Soit v = (z,y,2) € R3 tel que (f — idgs)(v) = u i.e.

T 1
A-L)| y |=[1
z 0
i.e.
z =1
- 4+ y + z =1
r - y = 0

ie. z=1 et z = y. Par conséquent le vecteur v = (1,1, 1) convient.
4. Soit w = (z,y,2) € R3. Alors

—x + 2z =0
w € By(f) —x + z =0
zx —y — z =0

= z=2zy=0.

Donc E2(f) = Vect((1,0,1)) et w = (1,0,1) est un vecteur propre de f associé & 2.

5. Les vecteurs (u, v) sont libres dans F4(f) car non colinéaires et Eq(f) @& E2(f). Donc (u, v, w) est
une famille libre de 3 = dim(R?) vecteurs de R®. Ainsi (u,v,w) est une base de R3.

6. Nous avons
1 1 0
Mpp(f)=1 0 1 0
0 0 2

car f(u) =u, f(v) =u+wv, f(w) = 2w.
7. Nous avons
FAo) = flu) + f) =ututv=2u+w,

F2w) =2f(u) + f(v) = 3u+v.

Donc, par itérations successives, pour tout k € N,

F) = ku+v.
8. Nous avons donc
1 k£ O
T =Mps(ff )= 0 1 0
0 0 2k
car fF(u) = 1%u = u, fF(v) = ku + v, f¥(w) = 25w.
9. Nous avons donc, par formule de changement de bases,
A=PTP™!
avec
1 1 1
P=Mgc(dgs)=| 1 1 0
0 1 1



et C la base canonique de R3. Ainsi, pour tout k € N,

Ak = pTFpt
avec T* obtenue a la question précédente et P~! par inversion de P par la méthode du pivot de
Com(P)T.

Gauss ou la formule P~ = det(P)

Partie I1

1. Nous avons

1+m-X 14+4m 1
Pp = -m -m—-X -1
m m—-—1 =X
1+m—-X 14+m 1
= 1-X 1-X 0
Lrelotln LaeLst X ln m+1+mX—-X2 m—-1+(1+mX 0
_ 1-X 1-X
- m+(1+mX—-X2 m—-1+1+m)X
- (1-X) !

1
m+1+mX—-X2 m—-—1+1+m)X ’
= 1-X)Ym—-1+1+m)X -—m—(1+m)X + X?)
= (1-X)(X2-1)

= —(1-X)’(1 4+ X).

Donc les valeurs propres de B sont les racines —1 et 1 de Pg.

x
2. Déterminons F;(B) en fonction de m. Soit X = | y | € R?. Alors
z
me + (1+m)y + z = 0
X € E1(B) = -mzx — (m+1l)y — z = 0
mex + (m—-1y — 2z = 0
— me + (14+m)y + =z = 0
Lo<Lo+l1,Ls<Ls—L; — 2y - 2z =0
mr + (1+4m)y + z = 0
— { Y + z =0
mx + my =0
LﬁiL:}]—LQ { y + z = 0
0 1
Donc si m = 0 alors Ey(B) = Vect 1 , 1 est de dimension 2. Ainsi dim(E;(B))+
-1 -1

dim(Ey(B)) = 3 = dim(R3). Ainsi B est diagonalisable. Sinon m # 0 et dans ce cas

Xe€eE(B)<=z=—-y=z,

1
d’ot Ey(B) = Vect -1 est de dimension 1 et B n’est pas diagonalisable.
1
3. On sait que mp | Pp et que les valeurs propres —1 et 1 sont racines de mpg. Ainsi nous avons deux

possibilités :

— Soit mp = (X — 1)(X + 1). Dans ce cas mp est scindé & racines simples. Donc B est diagona-
lisable. Ainsi, d’aprés la question précédente, m = 0.

— Soit mp = (X —1)?(X + 1). Dans ce cas mp n’est pas scindé a racines simples. Donc B n’est
pas diagonalisable. Ainsi, d’aprés la question précédente, m # 0.

Par conséquent, par contraposée,

— Sim =#0alors mp = (X — 1)(X +1).

— Sim =0 alors mp = (X —1)%(X +1).
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