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1 Question de cours

1. (a) Soit A € K. Alors nous avons
A€ Sp(f) < ker(f— Aidg) # {0}
<= f — Aidg non injective car f — Aidg linéaire
<= f — Aidg non bijective car f — Aidg endomorphisme

= Py(\) = det(f — Aidg) = 0.

Donc A est une valeur propre de f si et seulement si det(f — Aidg) = 0.

(b) Nous avons par définition
E)\ = ker(f — )\ldE)

On suppose par I'absurde que o < dim(FE)). Alors il existe une famille libre (vy, ..., vq41) de
a + 1 vecteurs dans E. On compléte cette famille en une base b de E. Alors

= (G ().
Donc

Pp=(\-X)*"Q, QeK[X],

ce qui est absurde car « est la multiplicité de A en tant que racine de P. Par conséquent
dim(E)) < a.
2. Nous avons (—1)" = —1 car n impair, d’ou
det(A) = det(A”) = det(—A) = (—=1)" det(A) = — det(A)

ie.
det(A) = 0.
3. Le polynéme minimal m; est le polynéme unitaire de plus petit degré positif qui annule A.

4. D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, nous avons P4 (A) = 0, . De plus en effectuant la division
euclidienne de P4 par m4, nous obtenons l'existence de @, R € K[X] tels

Py=Qma+ R, deg(R) < deg(ma).
Ainsi
Onn = Pa(A) = Q(A)ma(A) + R(A) = Q(A) x Onn + R(A) = R(A).

Or deg(R) < deg(ma), donc, par minimalité du degré de m 4, nous obtenons R4 = 0. Par consé-
quent P4 = @Qmy i.e.
ma | PA.



2 Probléme

1. Nous avons

Py = det(A,, — X13)
1-X 1 1
= 0 1-X 0
0 2 m—X
( 1-X 0
2 m—X
= 1-X)1-X)m—-X)—-2x0]
(1= X)*(m - X)

dév. lére colonne

1-X)

2. Nous avons alors
Pa, =(1-2X+X*)(m—X)=—-X3+(m+2)X?— (1+2m)X +m.
Or, d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, Py, (A,,) = 03,3, d’ou
—A3 4 (m+2)A2, — (1+2m)A,, +mlz =033
ie.
mly = A3 — (m+2)A2, + (1 +2m)A,, = Q(An).

3. On suppose m # 0 Nous obtenons alors

1 1
Iy = —Q(An) = — (A2, — (m+2) A + (2m + 1)I3) Ap,.
m m
Donc A,, est inversible et
1
Al = — (42— (m+2)A, + (2m+ 1))
m
. 1 4 m+1 11 1 1 00
- = 0 1 0 —m+2[ 01 0 |+@m+1[ 0 1 0
m 0 2m+2 m?2 0 2 m 00 1
1 1—-(m+2)+2m+1 4—(m+2) m+1—(m+2)
= — 0 I1-(m+2)+2m+1 0
m 0 Im+2—(m—+2)2 m2—(m+2)m+2m+1
1 m 2—-m —1
= — 0 m 0
m\o -2 1

4. (a) Nous avons mg, | Pa,, que ma, est unitaire et que my, et P4, ont les mémes racines 1 et
m = 3 (& savoir les valeurs propres de Az). Donc

ma, € {(X = 1)(X = 3),(X —1)*(X - 3)}.

Or
0 -1 -1 2 -1 -1
(I3 — A3) (315 — A3) = 0 O 0 0 2 0 = 03 3.
0 -2 =2 0 -2 0
Donc

ma, = (X —1)(X — 3).

(b) Nous avons donc my4, scindé a racines simples. Donc As est diagonalisable.

x
(c) e Pour A\=1:S0it X =| y | €R3 Alors
z
X € Ei(A) = vt oz 0
1A 2 + 22 = 0

— y+2=0, zekR



Donc

0 1
El(Al) = Vect 1 s 1
-1 -1
T
e Pour \=3:S%0it X=[ v | €R3. Alors
z
2 + y + z = 0
X € E3(A;) < - 2y =0
2y = 0
— y=0, z=2z
Donc
1
E1 (Al) = Vect 0
2
Par conséquent, en notant
0 1 1
P = 1 1 01,
-1 -1 2
nous obtenons, par formule de changement de bases,
1 00
PytAsPs=|( 0 1 0
0 0 3

5. On suppose que m ¢ {1,3}. Pour montrer que A4,, n’est pas diagonalisable, on peut montrer qu’il
x

y a un probléme avec F; i.e. que dim(E;(4,,)) =1< 2. Soit X = | y | € R3. Alors
z
X € E1(Ap) — v i =0
135m 2y + (m-1)z = 0
¥y o+ z 0
L2<—<fi2L1 { (m-=3)z = 0
= y=—2=0, z€R carm#3.
Donc
1
Ey(Ay,) = Vect 0
0

Par conséquent
dim(E1(An)) =1<2.
Donc A,, n’est pas diagonalisable.
6. (a) D’apres la question 5 ot m # 1 n’a pas servi, A; n’est pas diagonalisable.

(b) Toujours d’aprés la question 5, nous avons

1
El(Al) = Vect 0
0

Donc dim(E;(f)) =1 et uw = (1,0,0) est un vecteur non nul de ce sous-espace propre.



(c) Soit v = (z,y,2) € R3. Alors

0 1
(f —idgs)(v) =u <= 00
0 2

Donc le vecteur v = (0,0, 1) vérifie que (f — idgs)(v) = .
(d) Soit w = (z,y, z) € R®. Alors

011 T 1
(f —idgs)(w) =u+v <= 0 0O y |=10
0 2 0 z 1
y + =z 1
= { 2 _
1
= y=_, i=3 zeR

11
Donc le vecteur w = (0, 2 2) vérifie que (f — idgs)(w) = u + v.

(e) Nous avons

100 1
det(u,v,w)=1]0 0 % :—57&0
01 35
Donc la famille (u,v,w) est une base de R3.
(f) Nous avons directement
1 11
T=1011
0 01
(g) Nous avons T' = I3 + C avec
01 1
C=1001
0 00
Donc
0 0 2
=000
0 0 O
puis
C? =033
et

Vk >3, CF=033.
(h) Comme les matrices I5 et C' commutent, nous avons, d’apreés la formule du bindme de Newton,
T = (I3+ )"

k
> <k) Iy
J

Jj=0

-1
— ko4 ME=D o

2
1 k k?
= 0 1 &
0 0 1



(i) Nous obtenons alors A* par AY = PT*P~1 avec

P =

o O =
_ o O
NIFI= O

P~ par méthode du pivot de Gauss ou de la comatrice, et T* par la question précédente. I1
ne reste plus qu’a faire les deux produits matriciels.
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