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On considére un K-espace vectoriel E.

Question 1. Soient n € N* et (x;)1<;<pn une famille de vecteurs de E.

On dit que la famille (z;)1<;<n est libre dans 'espace E si, pour tout (A;)i<i<n € K" tel que
Z?:l Aix; = Og, nous avons A\; = ... = A\, = 0. Par exemple la famille (1, X) est libre dans l'espace
vectoriel K[X].

On dit que la famille (x;)1<;<n est génératrice de l'espace E si, pour tout x € E, il existe une famille
de scalaires ()\;)1<;<n € K" tel que x = 1" | \jz;. Par exemple la famille (1, X, X + 1, X?) est une
famille génératrice de 1'espace vectoriel Ko[X].

On dit que la famille (z;)1<i<n est une base de l'espace E s'il s’agit d’une famille libre et génératrice
de I'espace E. Par exemple la famille (1, X, X2, X3) est une base de I’espace vectoriel K3[X].

On considére également un K-espace vectoriel F' et une application linéaire f € L(FE, F).

Question 2. L’image de 'application linéaire f est définie par

Im(f) ={f(z), =€ FE}

Il s’agit bien d’un sous-espace vectoriel de ’espace F' :
1. Nous avons f(0g) = Op car Papplication f est linéaire. Donc O = f(0g) € Im(f).

2. Soient u,v € Im(f) et A € K. Alors il existe z,y € E tels que u = f(z) et v = f(y). Ainsi, comme
I’application f est linéaire,

Mu+v=A(@)+ fy) = FOa +y) € Im(f).
Le noyau de 'application linéaire f est défini par
ker(f)y={x € E, f(z)=0p}.

Il s’agit bien d’un sous-espace vectoriel de I'espace F :
1. Nous avons f(0g) = Op car Papplication f est linéaire. Donc O € ker(f).

2. Soient z,y € ker(f) et A € K. Donc, comme l'application f est linéaire,
fQz+y) =Af(x) + f(y) = A X 0p + 0F = OF.
Ainsi Az +y € ker(f).

Question 3. D’aprés le théoréme du rang, nous avons dim(E) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)). Or nous
avons également dim(ker(f)) > 0. Donc

dim(Im(f)) = dim(F) — dim(ker(f)) < dim(E).
D’aprés la question précédente, 'image Im(f) est un sous-espace vectoriel de l'espace F', d’ou
dim(Im(f)) < dim(F).
Question 4. D’aprés le théoréme du rang et la question précédente, nous avons

dim(ker(f)) = dim(E) — dim(Im(f)) > dim(F) — dim(F).



Question 5. On suppose qu’il existe une application linéaire injective f € L(E, F'). Alors ker(f) = {0g}.
Donc, d’apreés la question précédente, 0 = dim(ker(f)) > dim(E) — dim(F) i.e.

dim(E) < dim(F).

Par exemple lapplication linéaire f : P € Ry[X]| — P’ € Ry[X] ne peut pas étre injective car
dim(R3[X]) = 3 > 2 = dim(R; [X]) ou parce que (X + 1)) =1 = X’ par exemple.

On suppose qu’il existe une application linéaire surjective f € L(E,F). Alors Im(f) = F. Donc,
d’aprés le théoréme du rang,

dim(F) = dim(Im(f)) + dim(ker(f)) = dim(F) + dim(ker(f)) > dim(F).

Par exemple l'application linéaire f : P € Ry[X] — X x P € R3[X] ne peut pas étre surjective parce
que le polynéme 1 n’admet pas d’antécédent par I'application linéaire f par exemple.

Question 6. On considére trois entiers m,n,p € N* et deux matrices A € M,,,,(K) et B € M,,,,(K).
Alors leur produit matriciel est AB € M,,(K) défini par

Vi€ {1,..m},j €{l,...p}, (AB)ij =Y AuBi;.
k=1

Question 7. Nous avons, par interversion de sommes finies,
P

tr(AB) = Z(AB)n‘ = ZZ AijBji = Z

1=

q

p
j=11i=1 j=1

Question 8. Nous avons
(AB)(B™'A™ Y)Y =ABB HA ' =44 =1,

et
(B'A™Y(AB)=BYA'A)B=B"'B=1I,.
Donc AB € GL,(K) et (AB)~! = B~1AL.

Question 9. On suppose que les espaces E et F' soient de dimensions finies n, p. On considére une base
e = (e1,...,en) de I'espace E, une base f = (f1,..., fp) de 'espace F et 'application

L(E,F) — My, (K)
u —  Matcg(u) -

o :
Soient u,v € L(E, F) et A € K. Alors, pour tout j € {1,...,n},
P P P
(Au+v)(e;) = Auley) +v(ey) =AY d(u)ipfi + Y ¢()ijfi = Y (Ab(w)ij + d(v)ij) fi-
i=1 j=1 i=1

Donc
d(Au 4 v) = Mater(Au 4 v) = (Ad(w)ij + d(v)ij)1<i<pi<j<n = Ap(u) + ¢(v).

On considére deux sous-espaces vectoriels supplémentaires V, W de l'espace E de dimension finie
n € N*.

Question 10. La projection p sur le sous-espace V parallélement au sous-espace W est définie par

E=VeW — FE
r=ry +ITw *+——> Ty.

La symeétrie s par rapport au sous-espace V parallélement au sous-espace W est définie par

E=VeW — E
r=xy +rw +—> Ty —ITWw.



Question 11. Soit f € L(E).
L’endomorphisme f est une projection si et seulement si fo f = f.
L’endomorphisme f est une symétrie si et seulement si f o f =idg.

Question 12. On considére la projection p sur le sous-espace V parallélement au sous-espace W. Alors
ker(p) ={z=ay +aw e E=VOW, 0g=p)=azy}=W.
Donc la projection p est injective si et seulement si W = {0g}. Dans ce cas V = E et p = idg. De plus
Im(p) = {p(z), z€E}y={zy, rz=av+awecE=VoW}=V

Donc la projection p est surjective si et seulement si V= E. Par conséquent la projection p est bijective
si et seulement si p = idg.

On considére la symétrie s par rapport au sous-espace V parallélement au sous-espace W. Alors,
d’aprés la question précédente, s o s = idg. Par conséquent I’application s est bijective et s™1 = s. En
particulier I’application s est injective et surjective.

Question 13. On considére une base b de I'espace E.
On considére une projection p € L(E). Alors, d’aprés la question 11, p o p = p. Donc

Maty,(p) = Maty(p o p) = Maty(p) x Maty,(p) = (Maty(p))*.
On considére une symétrie s € L(E). Alors, d’aprés la question 11, s o s = idg. Donc

I, = Mat,(idg) = Mat,(s 0 s) = Maty(s) x Maty(s) = (Maty(s))?.



