Algebre linéaire 2 - TD4 - Correction

D Cacitti-Holland
2024-2025

Exercice 1.

1. Nous avons f(u1) =0 x u; +2 X uy et f(uz) =1 X u3 +2 X us. Donc

2. Rédaction matricielle Nous avons

Mg (f(z,y)) = Mps(f)Ms((z,y))

avec, en notant C la base canonique de R?,

Mg((z,y)) = Mc,p(idr2) Mc((z,y))

=Ps.c T
\y
et

me%a=mwam@r“=(§§)1:1x41x2<iz31>:<iz}1)
Ainsi
metren= (5 3 ) (5 ) (0)-(F o) (5)-( %)

Par conséquent les coordonnées de f(x,y) dans la base B sont (—2z + y, 2x).
Rédaction directe : La famille (u;,us) est une base de R? donc il existe A, A2 € R tels que

M) =

[N

(ac,y) = AU + Agug = ()\1 =+ /\27 201 + 3)\2)
Donc, aprés résolution du systéme 2 x 2,
>\2:y_2xa >\1:$—)\2=3x—y
Ainsi
(2,9) = (32 —y)us + (y — 2z)uy
puis

f(z,y) = Bz —y) f(ua) + (y — 22) f(u2) = Bz — y)2u2 + (y — 22)(us + 2u2) = (y — 2x)uy + 2zuy,

3. Rédaction par changement de bases : Nous avons

Mee(f) = Mpe(idr2) Mp s(f)Me p(idr2) = ( ;

()2 8-

Rédaction directe : Nous avons donc

F(1,0) = (=2 X 1+ 0)ug + 2 x luy = —2uy + 2uy = (=2, —4) + (2,6) = (0,2)



et
f(0,1) =u; = (1,2).

Meen=(5 3 ).

1. On suppose qu’il existe un vecteur uz = (x,y,2) € R3 tel que

Par conséquent

Exercice 2.

flus) —us = up = (0,1, 1)

ie.
(0,—z—y,y+2)=(0,1,—-1)

ie.
y+z=—1.

On considére le vecteur ug = (0, —1,0) € R3. Alors
f(ug) — uz = ua.
2. La famille B; est libre : soient A1, Aa, A3 € R tels que
(0,0,0) = Ajug + Aguz + Asug = (A1, A2 — Az, —Ag).

Donc

AM=X=XA3=0.
Par conséquent la famille B; est une famille libre de 3 = dim(R?) vecteurs de R?. Donc il s’agit
d’une base.

3. Comme la famille B; est une base, pour tout x € R3, il existe des uniques scalaires Ai, A2, A3 € R
tels que

xr = )\1U1 + )\2712 + )\37.L3 = )\1’&1 —+ (—)\2)(—U2) —+ )\3’LL3 = )\111,1 + )\12(_u2) —+ )\3’&2

avec \, = —)\g entiérement déterminé par Ay. Donc la famille By est également une base de R3.

4. Rédaction directe : Nous avons

f(ul) = (13070) = Uz,
fluz) = (0,1, -1) = —(—u2)

et, d’apreés la question 1,
f(U3) = U2 + U3z = —(—Ug) + us.

Donc
1 0 0
MBl,Bz(f) = 0 -1 -1
0 0 1

Rédaction matricielle : On note C la base canonique de R3. Alors, par formule de changement de
bases,

Mg, B, (f) = Mc 5, (idgs ) Mc,c (f) Mg, ¢ (idgs ),
avec, par calcul de l'inverse,

—1

B ) 1 0 0 1 0 0
Me g, (idgs) = (Mg, c(idgs )~ = (Mp,c(idgs)) ' = 0 =1 0 =0 -1 0o |,
0 1 -1 0 —1 -1
10 0
MC,C(f): 0 0 -1 B
01 2



et

1 0 0
Mp, c(idgs) = 0 1 0
0 -1 -1
Donc, aprés multiplications,
1 0 O
Mg, s, (f)=1 0 -1 -1
0 0 1

Exercice 3.
1. Soit u = (x,y,z) € R3. Alors

fu) = f(zer+yes + ze3)
= zf(er) +yfle2) +2f(es)
= (91 — Bes — 12e3) + y(—6e1 + 2e5 + 6ez) + z(10e; — Hex — 13e3)
= (92 —6y+ 10z)e; + (—Hx + 2y — B5z)ex + (—12x + 6y — 132)es

= (9x — 6y + 10z, =5z + 2y — 5z, —12x + 6y — 132) .

2. Méthode directe : Soit A1, A2, A3 € R tels que
0 = Atug + Aoug + Azuz = (2A1 + Ao — 2A3, —A1 + Az, —2A1 — A2 + 3)\3).
Ainsi A1 = A3 et les autres équations deviennent A, = 0 puis A; = 0. Par conséquent
A1 =Xy = A3 =0.

Donc la famille B est une famille libre de 3 = dim(R?), donc il s’agit d’une base de R3.
Méthode matricielle : On calcule le déterminant de la matrice

2 1 -2
Mc(ul,UQ,U3)= -1 0 1
-2 -1 3

et on conclut qu’il est non nul. Par conséquent la famille B est une base de R3.

3. (a) Méthode directe : Nous avons, d’aprés la question 1,
flur) = f(2,-1,-2) = (4, -2, —4) = 2uy,

f(UZ) = f(l,O,—l) = (_1707 1) = —U2

et
f(u?)) = f(_2a 173) = (6, _37 _9) = —3U3.
Donc
2 0 0
M&B(f) = 0 -1 0
0o 0 -3

Méthode matricielle : Nous avons par formule de changement de bases et aprés calculs

Mpp(f) = Mecp(idr:)Mec(f)Mpc(idgs)

-1

2 1 -2 9 —6 10 2 1 -2
= -1 0 1 -5 2 =5 -1 0 1
-2 -1 3 -12 6 -13 -2 -1 3
2 0 0
= 0 -1 0
0o 0 -3



(b) Méthode directe : Nous avons d’aprés la question précédente

up = f (;m) yug = f(—uz),us = f (—;u5> € Im(f).

Donc la famille B est une famille libre (d’aprés la question 2) de trois vecteurs de Im(f) de
dimension au plus 3. Donc il s’agit d’une base de Im(f). De plus, d’aprés la question 2, la
famille B est une base de R. Donc Im(f) = R3. Donc f est surjective puis bijective par égalité
des dimensions des espaces de départ et d’arrivée.

Méthode matricielle : Nous avons Mp g(f) inversible car de déterminant 2 x (—1) x 3 # 0.
Donc f est un isomorphisme. En particulier Im(f) = R3 et en particulier, d’aprés la question
2, la famille B est une base de R? = Im(f).

Exercice 4.

1 2 =2
L Mp(f)=12 1 =2
2 2 =3
2. Méthode directe : On peut montrer que B’ est une famille libre de 3 = dim(R3) vecteurs.
1 0 1
Méthode matricielle : On peut montrer que la matrice Mpg(uy,ug,us) = 1 1 -1 est in-
11 0
versible et en déduire que la famille B’ est une base de R3.
3. Méthode directe : Nous avons
f(el) =e1 4+ 2e5 + 2e3 = (1,2,2) = u1 + U,
f(eg) =2e1+ ey +2e3 = (2, 1,2) = U1 + us + us
et
f(eg) = —261 — 262 - 363 = (—2, —2, —3) = —UuU1 — 2“2 — Uus.
Donc
1 1 -1
Mew(f)=[ 11 -2
01 -1
Méthode matricielle : Nous avons par formule de changement de bases
10 1\ ' /12 =2 11 -1
Mpp (f) = Mpp (idps)Mpps(f)=| 1 1 -1 21 =2 =111 =2
11 0 2 2 -3 01 -1

Exercice 5.

1. Méthode directe : On montre que la famille €’ est une famille libre de 3 = dim(R?) vecteurs. On
montre également que la famille f” est une famille libre de 2 = dim(R?) vecteurs.
Méthode matricielle : On montre que les matrices
1 1
1 -1

sont inversibles ot C, ¢ sont les bases canoniques de R?, R?. Donc les familles ¢, f’ sont des bases
de R3 R2.

2. Méthode directe : Nous avons

N =

0 1 1
Mc(ellve/%eg) = 101 ) Mc(f{vfé) =
1 1 0

u(e)) = ulea) +ules) = —fi +2fo+ fr =3fo=—fo=—fi + fo,

u(ey) = ues) +uler) = fi = 3fa+2f1 +3fa =3f1 = 3f] +3f5
et
u(ey) = u(er) +ulez) =2f1+3fa— fr+2fa=fi+fotd fo =3fi—fo



Donc
-1 3 3
Mgt = (715 %)

Méthode matricielle : Nous avons par formule de changement de bases

Mergr(u) = Me pr(idgz ) Me o(u) Merc(u)

2(11>1<2—11>(1)(1)}
1 -1 3 2 =3 11 0
_ -1 3 3
o 1 3 -1 ’
Exercice 6.

— Soient A, 1 € R? tels que Ogz = Az + ug(z). Alors, en appliquant ¢, on obtient
Orz = Ao () + ud?(x) = Aop(x).

Or ¢(z) # Oz, donc A = 0. Ainsi la premiére équation devient Ogz = pd(x) et done, pour la
méme raison, y = 0. Par conséquent e := (z, ¢(x)) est une famille libre de 2 = dim(R?) vecteurs,
donc il s’agit d’une base de R2.

— Nous avons ¢(z) =0 x z+ 1 x ¢(x) et ¢(¢p(x)) = Ogz. Donc

Moo= (] 7).



