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Exercice 1.
1. Nous avons f = f oidg. Donc

Mee(f) =Mee(feoidp) = Mpe(f)Mes(ide) = Mpe(f)Psec = Mpc(f)P.

2. Nous avons de méme f =idg o f oidg. Donc

Mec(f) = Mpc(idp)Mpp(f)Me pidr) = P~ Mg s(f)P.

Exercice 2.

1. Nous avons
1 0 -3
P = PB,B/ = MB/,B(idE) = 0 1 2
-3 2 -1

2. Nous avons d’apreés la formule de changement de base
Mg () = P"LAP

avec

Donc, aprés produits matriciels

10 0
Mpg@=01 0 |.
00 —1

Donc ¢(f1) = f1 = (1,0,-3),¢(f2) = fa = (0,1,2) et ¢(f3) = —f3 = (3,-2,1). Ainsi ¢ est la
symétrie par rapport & Vect(f1, f2) parallélement & Vect(f3).

Exercice 3.

1. Nous avons

——440.

-2 =2
3 )

Donc la famille (u1,us2) est une base de R? et, en notant C la base canonique de R?,
. -2 =2
Pep=Mpc(idr) = ( 3 5 ) .

2. Nous avons

flur) = f(=2,3) = (—=2,3) =u1, flug) = f(—2,5) = <4+ 13—0,5 - 1??) = <§, g) = éuz.



3. Nous avons par formule de changement de bases

. 1 0
A" = (M&c(ldE) ( 0 1 )
3

4— 4
g T ).
—15+ In-T —6 + 3n

4. Nous avons par récurrence
(2) - (2)
Yn Yo
1/ 10-52 44— o
4\ 15+ —6+2 Yo )’
1

L (10— ) m+ (1 ) w
4\ (-15+ 527) 2o+ (-6 + 29) yo

1/ 10— 2 1/ 4- 4
— = 3n—1 - 3n
1 ( —15 + 3 )$0+4< —6+30 )

Ainsi 'ensemble des suites qui vérifient le systéme de I’énoncé est le sous-espace de (R?)N engendré
par les suites
2 4
(7)o ()
Btz ey =6+ 3% Jen

1. L’application ¢ ne peut pas étre injective car dim(R?) = 3 > 2 = dim(R?). Nous avons

ker(¢)
= {z eR? ¢(x)= O}
{Aier + Xaea + Azes, A, Ao, A3 €R, Aio(er) + Aad(ea) + Azp(es) = Ogz}
{Aier + Aoea + Azes, A, Ao, A3 € R, A(2f1 +3f2) + Xa(—f1 + 2f2) + A3(f1 — 3f2) = Ope}
= {A1e1 + Aoea + Azes, A1, Ao, A3 €R, (201 — Ao + A3)f1 + (BA1 +2X2 — 3X3) fo = Oge}
= {A1e1 4+ Agea + Azes, A, A2, A3 €ER, 20 — Ay + A3 = 0,301 + 2Xy — 33 =0}
{A1e1 4+ Aaea + Azes, A, A2, A3 €ER, 20 — A+ A3 =0,90 — Ay =0}

Exercice 4.

LoLa+3Ly
= {A1e1 4+ Asea + Azes, A, A2, A3 €ER, Az = Ay —2A1, A2 =9\ }
_ (her + e + Asess AL Az €R, A3 = TAn, de = 9\ )
= {1 +9ex+Te3), AeR}
= Vect(ey + 9es + 7es).

2. (a) Nous avons, en développant selon la premiére ligne par exemple,
0 1 1
det (Mp(ef,ehes))=1 1 0 1 | =—(-1)+1=2#0.
1 1 0

Donc la famille B’ est une base de R3.

(b) Nous avons d’aprés la formule de changement de bases

= = O

—_ O =

O ==
Il

7N
I o
—_

o w

Ay = Mg c(¢) = Mpc(9)Mp 5(idrs) = ( g ;1 53 )



3. Nous avons d’aprés la formule de changement de bases

Ay = Mg cr(¢) = Mo (idpe ) Mpr ¢ = (Mere(idgs ) T A1 = (Merc(idpe)) 1 Ay

Exercice 5.
1. Soit (a,b,c) € Im(f) : il existe (x,y, z) tel que (a,b,c) = f(z,y, z). Ainsi

(a,b,c) = f(x(1,0,0)+y(0,1,0)+ 2(0,0,1))

xf(1,0,0) +y£(0,1,0) + zf(0,0,1)

x(e; — 3ea — 2e3) + y(er — 3ea — 2e3) + 2(—e1 + 3ea + 2e3)
(x4+y—2z)er + (=32 — 3y +32)ea + (—22 — 2y + 22)e;

= (r+4+y—=z)(e1 —3ea — 2e3).

Donc Im(f) C Vect(e; — 3ea — 2e3) = Vect(1, —3, —2). Réciproquement
(1,-3,-2) = f(1,0,0) € Im(f).
Donc Vect(1, —3,—2) C Im(f). Par conséquent
Im(f) = Vect(1, -3, —2).
En particulier dim(Im(f)) = 1.
2. Nous avons d’aprés le théoréme du rang
dim(ker(f)) = dim(R?) — dim(Im(f)) = 2.

De plus (1,—1,0),(0,1,1) sont deux vecteurs non colinéaires de ker(f), donc forment une base de

ker(f).

3. Nous avons
f(]-a _37 _2) = (07 07 0)

Donc
Im(f) = Vect(1, -3, —2) C ker(f).

Autrement dit nous avons également
(1,-3,-2) = (1,—1,0) — 2(0,1,1) € Vect((1,-1,0),(0,1,1)) = ker(f).

4. Pour tout u € R3, nous avons f(u) € Im(f) C ker(f), dott f(f(u)) = Ogs. Par conséquent
f2 = OL(]R3)- Donc
M? = (Mps(f)(Mps(f) = Mps(f?*) = 0nn.

Puis par récurrence on en déduit que M" = 0,, ,, pour tout entier n > 2.

Exercice 6.

1. e On cherche u; = (71,%1,21) € R non nul tel que f(u;) = u; i.e.
-z 4+ 2y7 — zz = 0
31‘1 — 3y1 = 0
72I1 + 2y1 =0
i.e.

1 =Y = ~1-

Par exemple le vecteur u; = (1,1, 1) convient.



e On cherche uy = (29,92, 22) € R? non nul tel que f(uz) = 2uy i.e.

—2r9 4+ 2y — 2z = 0
3%‘2 — 4y2 = 0
—2582 + 2y2 - 29 = 0

i.e.
SIQ = 4y2, zZ9 = —21‘2 + 2y2

Par exemple le vecteur uy = (4,3, —2) convient.

e On cherche uz = (3,3, 23) € R3 non nul tel que f(u3) = —4us i.e.
4.173 + 2y3 - z3 = 0
3%3 + 2y3 = 0
—2{E3 + 2y3 + 523 = 0
ie.
3x3 = —2y3, 23 =4dx3+ 2y3.
Par exemple le vecteur ug = (2, —3,2) convient.
2. Nous avons, par régle de Sarrus,
1 4 2
det(Mp(uy,us,ug)) =det | 1 3 -3 | =6—-4—-12—-6—-6-—8=-30+#0.
1 -2 2

Donc la famille C est une base de R3.
3. Nous avons directement par construction des vecteurs uq, us, ug

10 0
Mee(f) =1 0 2 0 =D.
0 0 —4

4. Nous avons donc M et D semblables par formule de changement de bases

M =pPDp!
avec
1 4 2
P=[1 3 -3
1 -2 2
et -
0 -5 =5 0 12 18
= 1 1
Pl=—1| -12 0 6 =3 5 0 -5
B0\ 18 5 -1 5 -6 1
Donc, pour tout n > 2,
L (1 42 1 0 0 0 12 18
M”:PD"P—1=% 1 3 -3 0 2 0 5 0 -5 |=..
1 -2 2 0 0 (-4~ 5 —6 1



