Algebre linéaire 2 - TD6 - Correction

D Cacitti-Holland
2024-2025

Attention & la numérotation des exercices qui différe un peu du TD.

Exercice 1.
Ai=-1404+0—-(-1)—-0—-2=-2,

Ay =4x(-2)x(=5)+3x (=7) x5+ (=3) x8—(-2)x5—-3x (=3)x (=5) —4x (=7)x 8
=40 — 105 — 24 4+ 10 — 45 4+ 224 = 100,
Az =0

car Ly = 2Ly — L; par exemple. Pour A4 on développe par rapport a la deniére ligne (1a ou il y a plus
de zéros)

a 3 0
Ay=d| 0 b 0
1 2 ¢
puis par rapport a la second ligne
a 0
Ay =db L el dbac.
a a a a
A _ 0 b—a b—a b—a
° LiLi—L1,i#l 0 b—a c—a c—a
0 b—a c—a d—a
a a a a
_ 0 b—a b—a b—a
L3, LatLs—Ly,La—Lo 0 0 c—b c—b
0 0 c—b d-—b
a a a a
_ 0 b—a b—a b—a
Ly—La—Ls 0 0 c—b c—1b
0 0 0 d—c
- (b~ a)(c — B)(d - o),
1 1 1 1
0 -2 0 0
Ao LicLi—Liiz1] 0 0 =2 0 |~ -8,
0 0 0 -2



1 2 -4 3
0 -5 12 -8
Aq -
Ly <« Loy—2I, 0o -7 16 -11
Ly « Ly—3L, |0 2 =3 2
L4 — L4 + L1
5 12 8
= (-D(=1)| 7 16 11
-2 -3 -2
5 12 3
= 7 16 4
C3+C3—Cq _2 _3 0
5 12 3
LQ(—LQ—Ll _2 _3 0
-1 0 0
Li4L1—3L, _9 _3 0
B 4
o -3 0
= 3.
1 -5 2 2
-1 7 -3 4
As CresCs |2 -9 5 7
-6 4 2
1 -5 2 2
B o 2 -1 6
Ly <« Lo+ 14 0 1 1 3
Lg — L3 — 2L1 0 -1 2 0
L4 — L4 — L1
1 -5 2 2
B 0 1 1 3
LyLs 0 2 -1 6
0 -1 0
1 -5 2 2
B 0 1 1 3
L3 +« L3—2Ly 0 0 -3 0
L4 — L4 + L2 0 0 3 3
= 9.

Exercice 2. Nous avons, en notant d = d(z, a, b, ¢) le déterminant en question,

Ci~Ci—Ch i1

8 8 8

(a—z)(b—z)(c—x)—2>— 23 —2%(b—2) —2*(c—z) — 2%(a — )
(a—z)(b—x)(c—x)+2° = (a+b+c)z?
—(ab + bc + ca)x + abe.



b
Donc, si ab + be + ca # 0 alors d = 0 si et seulement si z = R S A + bc + ca = 0 alors
ab+bc+ ca

d = 0 si et seulement si abc = 0 i.e. si et seulement sia=0oub=0o0uc=0.

Exercice 3. Les trois vecteurs eq, ea, e3 de I’énoncé forment un base de R3 si et seulement si

2 A pu
0 #+ g0 A
1 1 0

0 A=2 pu

L1<—L1—2L3,L2<—L2—,LLL1 1 1 O

- (A —2)\ + 12

Donc si A ¢ ]0,2[ alors (A—2)\ > 0 et ainsi (A—2)A+p2 > 0. Maintenant si A € [0,2] et p = 4+/(2 — A)A
alors 0 = (A—2)A+p?. Finalement si A € [0,2] et p # 4+/(2 — M)A alors 0 # (A—2)A+u?. Par conséquent
la famille (eq, ez, e3) est une base de R? si et seulement si A ¢ ]0,2[ ou (X € [0,2] et u # £+/(2 — A)N).

Exercice 4. Méthode par récurrence : On montre par récurrence sur n > 3 la propriété P(n) :

Va = (a1, ...,an),b = (b1,....,0,) €R", A(a,b) =0
ot l'on note A(a,b) le déterminant de I’énoncé.

e Pour n = 3 : Soient a = (a1, as,as3),b = (by,ba,b3) € R3. Alors, aprés régle de Sarrus, développe-
ments et simplifications,

A(a, b) = (a1 — bl)(ag — bg)(ag — bg) + (CLQ — bl)(ag — bg)(al — bg) + (0,3 — bl)(al — bg)(ag — bg)
—(az —b1)(az — b2)(a1 — b3) — (a2 — b1)(a1 — b2)(az — b3) — (as — b1)(a1 — b2)(az — bs)
= 0.

e On suppose le résultat vrai au rang n > 3. Soient a = (ay,...,an+1),0 = (b1, ..., bpy1) € R¥HL
Alors, en notant, pour tout ¢ € {1,...,n + 1}

a; = (al, ey Qi 1y Qg 1y veey an+1) S Rn, 51 = (b27 ceny bn+1) c R"™.
Donc, en développant par rapport a la premiére colonne,
n+1 B
Afa,b) =Y (1) (ai = b1)A(@i, by).
i=1
Donc, grace a ’hypothése de récurrence appliquée aux familles d;, 51, nous obtenons A(a,b) = 0.

Par conséquent le théoréme de récurrence permet de conclure.
Méthode par opérations sur les colonnes : Nous avons

b2—b1 al—bg al—bn
A = :
C1+C1—Cy : :
b27b1 an—bg an—bn
bg—bl bn—bg al—bg al—bn
CQ(-CZQ—CH . :
b2—b1 bn—bg an—bg an—bn

1 1 a1fb3 al*bn

= (b2 = b1)(by — b1) :
1 1 an—b3 an—bn



Méthode par multilinéarité par rapport aux colonnes : On note 1 = : et A= : . Alors,

par linéarité par rapport & chacune des colonnes,

A = det(A—b1,...,A—b,1)
= det(A, A—byl,...,A—b,1) — by det(1, A —bol,..., A — b,1)
det(A, A, A —bsl,..., A —b,1) — bydet(A, 1, A —bsl,..., A — b,1)
—bydet(1, A, A —bgl, ..., A — by1) + bibydet(1,1, A — b1, ..., A — b,1).

=0

Ainsi en répétant ce raisonnement on obtient A égal & une combinaison linéaire de déterminant de la
forme det(Chy, ...,C,) avec C; € {A,1}. Pour un tel déterminant s’il y a au moins deux colonnes égales
a A alors le déterminant est nul, sinon il y a au plus une colonne égale a A et donc, comme n > 3, au
moins deux colonnes égales & 1 et dans ce cas le déterminant est également nul. Par conséquent A = 0.

Exercice 5. On considére un entier n > 2. Alors, par développement selon la premiére colonne,
A, =apx™ + Ay

Donc par itérations successives on en déduit que
n
-1 k
A, =apx" +ap_12" "+ ... +ag = E apx”.
k=0

Exercice 6. Nous avons
(=)™ = det(—idg) = det(fQ) = (det(f))2 > 0.
Donc n est pair.

Exercice 7.

1. Nous avons
Vi € {1, ...,n}, Qig = (—AT)“‘ = —Qj;-.

Donc
Vi € {1, ...,n}, a;; = 0.

2. Nous avons
det(A) = det(—AT) = det((—1,)AT) = det(—1I,) det(AT) = (—1)" det(A).

Donc si 'on suppose n impair alors det(A) = —det(A) i.e. det(A4) = 0.



