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Exercice 1.

1. Nous avons

A= Maso)= (5 3 )

2. Nous avons

1-X

Py =det(d-XL)=| 3_4X ‘_(1

~X)3-X)-8=X?-4X -5=(X+1)(X —5).

Or les valeurs propres de ¢ sont exactement les racines de Py, donc ses valeurs propres sont 1 et 5.

3. Pour A = —1: Soit u = zf; + yfs € R%. Alors

u € ker(¢ +idge) <= (A+IQ)<:E>:<O)
= (21)0)-0
— z+2y=0.

Ainsi
ker(¢ + idge) = Vect(—2f1 + f2).
——

=ex

Pour A =5 : Soit u = zf; +yfo € R%. Alors

u € ker(¢ — 5idgz) <= (A —5D) (i) N <0)
= (3 4)
= r-y=0.

Ainsi
ker(¢ — 5idgz) = Vect(f1 + fo).
—_—

=i€2

4. On considére la matrice P = M¢ g(idg2) avec C = (e1, e2). Alors, d’aprés la formule de changement
de bases,

-1 o (-1 0
P AP = MC,C(¢) - ( 0 5
qui est bien une matrice diagonale.
Exercice 2.

1. On suppose par absurde que A = 0. Alors, par définition d’une valeur propre, il existe X € R™\{0}
tel que AX = 0. Or A est inversible, donc X = A1 AX = A0 = 0 ce qui est absurde. Donc
A #£0.



2. Soit X vecteur propre de A associé & la valeur propre A. Alors X #0 et AX = AX. Donc

1 1 1
AT X = A7 12 X = A7 AX = =X,
)\)\ A A

Ainsi X est un vecteur propre de A~! associé a la valeur propre %

Exercice 3.

1. Nous avons
T—X 1 2

Py = 0 7-X 3 =(r—X)%
0 0 T—X

Ainsi la seule racine de P4 est 7, donc la seule valeur propre de A est .

2. On suppose par 'absurde que A est diagonalisable. Alors, comme 7 est la seule valeur propre de
A, il existe P € GL3(R) tel que

A=P P l'=gPLP ' =xl;

o o3
= ]
3 oo

ce qui est absurde. Donc A n’est pas diagonalisable.
Exercice 4.

1. Nous avons

-5-X

3 2
6 QX’:(—5—X)(—2—X)—18=X +7X -8 =(X-1)(X +8).

pA:‘

Donc les valeurs propres de A sont les racines 1 et —8 de Pj4.

2. Pour A =1 : Soit (z,y) € R%. Alors

x —6r + 3y
(y)err(AIQ) = { 6r — 3y

[
oo

= 2z =y.

Donc

1
ker(A — I) = Vect ((2>> =: Vect(uq).
Pour A = —8 : Soit (z,y) € R2. Alors
7)€ ker(A +8L,) ~
y) €5 2 6z + 6y = 0
= z=-y.

Donc

ker(A + 81,) = Vect <<1l)> —: Vect(us).

1 1
2 -1

B 1 0 L
amr(} 5

) et B=PCP~1. Alors

Diagonalisation : On note P = ( ) Alors, d’apreés la formule de changement de bases,

1 0
3. OnnoteC-(O _9

B3:PC3P‘1:P<1 0 )P—le.



Exercice 5.

1. Nous avons

-X 2 -1
= 3 —2-X 0
-2 2 1-X

= X(-2-X)1-X)—6-2(-2—X)—6(1—X)

= —X?-X*+10X —38
= (1-X)(X?+2X -38)
1-X)(X-2)(X+4).
Donc les valeurs propres de f sont les racines 1,2 et —4 de Py.

2. Comme f admet trois valeurs propres distinctes, f est diagonalisable.
Pour A =1 : Soit (z,y,2) € R®. Alors

- + 2y - z =
(z,y,2) € ker(f —idgs) <= 3r — 3y
—2x + 2y =

= T=y,y==z

Donc
ker(f — idgs) = Vect((1,1,1)).
——

=lul

Pour A = 2 : Soit (z,y, 2) € R®. Alors

—2r 4+ 2y — z
(x,y,2) € ker(f — 2idgs) <= 3r — 4y
—2r + 2y — =z

— 3x=4y,z =2y — 2z.

Donc

ker(f — 2idgs) = Vect((4,3, —2)).
——

=lu2
Pour A = —4 : Soit (x,y, z) € R?. Alors

@ + 2y — z

(z,y,2) € ker(f + 4idgs) <~ 3z + 2y
-2z + 2y + 5z

= 3r=-2y,x==2.

Donc

ker(f + 4idgs) = Vect((2, —3,2)).
——

=ius

Conclusion : Nous obtenons (ug,ug, u3) une base de vecteurs propres de f.

1 4
3. Nous avons par formule de changement de bases, en notant P=| 1 3
1 =2
1 0 0
A=pPl 0 2 0o |P!
0 0 —4
Donc, pour tout n € N,
1 0 0
A=P|[ 0 20 0 pt
0 (=)™

o

o



avec

L[4 8 8
Pl = o
3 -4 1

Il ne reste plus qu’a faire les deux produits matriciels.
4. On note f’ € L(R?) 'endomorphisme dont la matrice dans la base canonique est A’.

(a) Polynome caractéristique : Nous avons aprés calculs

Pa = (3—X)*(5 - X).

(b) Valeurs propres : 3 et 5 sont les racines de P4 donc les valeurs propres de A’.

(c) Pour A =3 : Soit (z,y,2) € R3. Alors

x + vy - z =0
(x,y,2) € ker(f' — 3idgs) <= 2t + 2y — 2z = 0
r + y - z =0
— z+y—2z2=0.
Donc
ker(f" — 3idgs) = Vect((1,—1,0), (1,0,1)).
=U1,Uu2
Pour A\ =5 : Soit (z,y,2) € R3. Alors
-z + y — z = 0
(x,y,2) € ker(f' — bidps) <= 2x - 2z = 0
zr + y — 3z = 0

Donc

ker(f" — 5idgs) = Vect((1,2,1)).
——

=ius

(d) Diagonalisation Nous obtenons trois vecteurs propres distincts en dimension 3, donc f est

1 11
diagonalisable et, en notant P = —1 0 2 |, la formule de changement de bases donne
0 1 1
0
3
0

3 0
A=pP| 0 0o | PN
0 5

En particulier nous avons, pour tout n € N

3 0 0
Ay'=pP| 0 3" 0
0 0 5"

Exercice 6.
1. Soit u € R3. Tl existe A1, Ao, A3 € R (uniques) tels que u = Ajv; + Aava + Azv3. Donc
f(u) ALf(v1) + Aaf(v2) + A3 f(vs)

= A(v1+v3)+ Aa(v1 +v2) + A3(—v1 + v3)
= (A1 + A2 — A3)v1 + Aove + (A1 + Ag)vs.



2. Nous avons

Py = Py
1-X 1 -1
= 0 1-X 0
1 0 1-X
1-XP+1-X
= (1-X)((1-X)?>+1) (factorisation sur R)
1-X)14+i—X)1—-4i—X) (factorisation sur C).

3. Py n’est pas scindé sur R donc f n’est pas diagonalisable dans L(R?). Py est scindé & racines
simples C donc f est diagonalisable dans £(C3).

Exercice 7.

1. Soit A € R une valeur propre de f. Alors il existe x € E\{0} tel que f(z) = Az. Or il existe k € N*
tel que f* = Oz(E)- Donc

0= f*(x) = F1(F(@) = A1) = AMF2(F(2)) = A2FE2(a) = . = Aba
Donc \* =0 car z # 0p. Ainsi A = 0.

2. On suppose que f est diagonalisable. Alors il existe une base de vecteurs propres B = (uq, ..., uy)
de E associées a la valeur propre 0. Donc Mp 5(f) = 0p,,. Ainsi f = 0z(p).

Exercice 8.

e Nous avons premiérement
Ap = P¢(0) = det(f — 0idg) = det(f).
e On se place sur C ol Py est scindé :
Pr=(M—X)...00 — X).
Ainsi le ceefficient devant X"~! dans Py est a,—1 = (=1)""' > 7_, Ay De plus, sur C, f est
trigonalisable (voir chapitre suivant) avec tr(f) = > _, Ax. Donc

p—1 = (—1)"" 1Z>\k— ) ltr(f)

e Sin =2 alors la formule se résume a
Py = X2 — tr(f)X + det(f).
Donc, d’un point de vue matriciel, pour tout A € M5 (K),
Py = X? —tr(A)X + det(A).
Exercice 9.

1. Nous avons, en notant (e, ez, e3,e4) la base canonique de R*,

Im(f) = Vect(f(e1), f(e2), f(es), f(es))
= Vect(eg + 2e3 + 3e3 + 4dey).

Donc rg(f) = 1. Par théoréme du rang nous en déduisons que

dim(ker(f)) =4—-1=3.



2. Nous savons déja que 0 est valeurs propres de f avec multiplicité 3 et, en notant u = e; + 2e5 +
3es +4ey € R4\{0},

flu) = f(er) +2f(e2) +3f(e3) + 4f(e4) = u+ 2u + 3u + 4u = 10u.

Donc 10 est valeur propre de f. Il n’y en a pas d’autres car nous avons obtenu 3 + 1 = 4 comme
somme des multiplicités.

3. On considére un endomorphisme f de rang 1. Alors dim(ker(f)) = n — 1 par théoréme du

rang. On considére une base (uq,...,un—1) de ker(f). On compléte cette famille en une base
B = (uy,...;upn_1,u,) de R™. Ainsi

sastn= (U5 7).

01,n-1

En particulier, en appliquant la trace, on obtient A = tr(f) :

On—l,n—l *
Mg ip(f) = ( O1n—1  tr(f) ) .
Donc
Py = (=X)"H(u(f) - X).

Si tr(f) = 0 alors la multiplicité de tr(f) en tant que racine de Py est n mais sa multiplicité en
tant que valeur propre de f est n — 1, donc f n’est pas diagonalisable.

Si tr(f) # 0 alors les multiplicités des valeurs propres de f vérifient n —1+1 = n = dim(R"™), donc
f est diagonalisable.

En conclusion nous avons f diagonalisable si et seulement si tr(f) # 0.



