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Proposition. Soit G un groupe abélien fini, alors il existe g ∈ G d’ordre l’exposant de G
(le plus petit multiple commun des ordre des éléments de G).

Démonstration.
Etape 1 : Soit x, y ∈ G d’ordre a, b premiers entre eux, alors xy est d’ordre ab
On a par caractère abélien (xy)ab = xayb = 1, donc

o(xy) | ab

Réciproquement soit n ∈ N tel que (xy)n = 1, alors yan = (xy)an = 1 et xbn = (xy)bn = 1.
Donc b | an et a | bn, d’où, comme a et b sont premiers entre eux, b | n et a | n puis ab | n.
En particulier pour n = o(ab),

ab | o(xy)

Par conséquent ab = o(xy).
Etape 2 : Soit x, y ∈ G d’ordre a, b, alors il existe z ∈ G d’ordre PPCM(a, b)
On considère

k =
∏

p∈P,νp(a)>νp(b)

pνp(a), l =
∏

p∈P,νp(a)≤νp(b)

pνp(b)

Alors kl = PPCM(a, b) et k, l sont premiers entre eux.
Donc x′ := x

a
k et y′ := y

b
l sont d’ordres respectifs k et l, d’où, d’après ce qui précède, z := x′y′

est d’ordre kl = PPCM(a, b).
Etape 3 : Il existe g ∈ G d’ordre N(G)
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Par conséquent, comme N(G) = PPCM(o(h), h ∈ G), par itérations successives finies car
G fini, il existe g ∈ G tel que

o(G) = PPCM(o(h), h ∈ G) = N(G)

Théorême. Soit G groupe abélien fini, alors il existe r ∈ N et (d1, ..., dr) ∈ Nr tel que

∀i ∈ J1, r − 1K, di+1 | di

Et
G ' Z/d1Z× ...Z/drZ

avec d1 = N(G).

Démonstration.
On raisonne par récurrence sur n = |G| ∈ N∗ :

— Pour n = 1 : Si |G| = 1 alors
G = {1} ' Z/1Z

D’où r = 1 et d1 = 1.
— On suppose le résultat vrai pour tout groupe H tel que |H| < |G| = n.

On a N(G) = N(Ĝ), donc, d’après la proposition précédente, il existe χ ∈ Ĝ tel que

o(χ) = N(Ĝ = N(G)

Or pour tout x ∈ G, χ(x) est une racine N(G)-ième de l’unité, ainsi χ(G) est un
sous-groupe de UN(G).
On suppose par l’absurde que d := |χ(G)| < N(G), dans ce cas

∀g ∈ G,χd(g) = χ(g)d = 1

Ce qui contredit le fait que o(χ) = N(G) > d.
Par conséquent

χ(G) = UN(G)

Il existe donc g ∈ G tel que
χ(g) = ei

2π
N(G)

Donc o(χ(g)) = N(G), puis, comme précédement,

o(g) = N(G)

Ainsi G′ = 〈g〉 est cyclique d’ordre N(G), d’où

G′ ' Z/N(G)Z

De plus on a
G ' ker(χ)⊕G′

En effet :
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— Soit h ∈ ker(χ)∩G′, alors χ(h) = 1 et h = gk avec k ∈ J1, N(G)K, d’où χ(g)k = 1,
ainsi k = N(G) et h = 1, ce qui montre bien

ker(χ) ∩G′ = {1}

— Ainsi χ : G′ −→ UN(G) est un isomorphisme de groupes par égalité des cardinaux,
on note α : UN(G) −→ G′ son inverse.
Soit x ∈ G, on pose a = α(χ(x)) ∈ G′ et b = a−1x ∈ ker(χ), d’où

x = ab ∈ ker(χ)×G′

Par conséquent

G ' ker(χ)⊕G′ ' ker(χ)×G′ ' ker(χ)× Z/N(G)Z

Puis, soit G = G′ ' Z/N(G)Z, soit G′ 6= G, dans ce cas, comme |G′| = N(G)

|ker(χ)| = |G|
N(G)

< |G|

D’où par hypothèse de récurrence il existe r ∈ N∗ et (d2, ..., dr) ∈ Nr−1 tel que

∀i ∈ J2, r − 1K, di+1 | di

Et
ker(χ) ' Z/d2Z× ...× Z/drZ

On a
d2 = N(ker(χ)) | N(G) =: d1

Et
G ' Z/d1Z× ...× Z/drZ

Le principe de récurrence permet donc de conclure.

Lemme. (S’il reste du temps) Soit G un groupe abélien fini alors G le groupe des caractères
Ĝ de G ont le même exposant, ie le plus petit entier k ∈ N∗ tel que

∀g ∈ G, gn = 1

Démonstration.
Soit H un groupe abélien fini et N(H) son exposant, alors pour tout χ ∈ Ĥ,

∀x ∈ H,χN(H)(x) = χ(x)N(H) = χ(xN(H)) = χ(1) = 1

D’où χN(H) = 1.
Ainsi N(Ĥ) | N(H).
En particulier on a avec le lemme suivant,

N(G) = N(
ˆ̂
G) | N(Ĝ) | N(G) ie N(G) = N(Ĝ)
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Lemme. (S’il reste encore du temps) Soit G un groupe abélien fini, alors

i :
G −→ ˆ̂

G

g 7−→
[
Ĝ −→ C
ϕ 7−→ ϕ(g)

]
Est un isomorphisme de groupes.

Démonstration.
Etape 1 : i est bien définie
Soit g ∈ G, alors

i(g)(1triv) = 1, ∀(χ1, χ2) ∈ Ĝ2, i(g)(χ1χ2) = (χ1χ2)(g) = χ1(g)χ2(g) = i(g)(χ1)i(g)(χ2)

D’où i(g) ∈ ˆ̂
G.

Etape 2 : i est un morphisme de groupes
Soit (g1, g2) ∈ G2, alors

∀ϕ ∈ Ĝ, i(g1g2)(ϕ) = ϕ(g1g2) = ϕ(g1)ϕ(g2) = (i(g1)i(g2))(ϕ)

D’où i est un morphisme de groupes.
Etape 3 : i est injectif
Soit g ∈ G tel que

∀χ ∈ Ĝ, 1 = i(g)(χ) = χ(g)

Or δg =
∑
χ∈Ĝ
〈δg, χ〉χ avec

∀χ ∈ Ĝ, 〈δg, χ〉 =
1

|G|
∑
h∈G

δg(h)χ(h) =
χ(g)

|G|
=

1

|G|

En particulier pour h = 1, on obtient

δg(1) =
1

|G|
∑
χ∈Ĝ

χ(1) =
|Ĝ|
|G|

= 1

Ce qui montre bien que g = 1 et que i est injectif.
Etape 4 : i est bijectif

|G| = |Ĝ| car, commeG est abélien, |G| = |Conj(G)| = |Irr(G)| = |Ĝ| et de même |Ĝ| = | ˆ̂G|.
Par conséquent i est un isomorphisme de groupes.
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