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Proposition. Soit G un groupe abélien fini, alors il existe g € G d’ordre I'exposant de G
(le plus petit multiple commun des ordre des éléments de ().

Démonstration.
Etape 1 : Soit z,y € G d’ordre a, b premiers entre eux, alors zy est d’ordre ab
)ab

On a par caractére abélien (2y)® = 2%® = 1, donc

o(zy) | ab

Réciproquement soit n € N tel que (zy)" = 1, alors y** = (xy)*" = 1 et 2 = (zy)"" = 1.
Donc b | an et a | bn, d’on, comme a et b sont premiers entre eux, b | n et a | n puis ab | n.
En particulier pour n = o(ab),

ab | o(zy)

Par conséquent ab = o(xy).
Etape 2 : Soit x,y € G d’ordre a, b, alors il existe z € G d’ordre PPCM (a, b)

On considére
k= H pr(a)’l — H pl/p(b)
pEP,vp(a)>vp(b) PEP,vp(a)<vp(b)
Alors kl = PPCM(a,b) et k,l sont premiers entre eux.
Donc ' := x% ety 1= y% sont d’ordres respectifs k et [, d’ou, d’aprés ce qui précéde, z := z'y/
est d’ordre kl = PPCM (a,b).
Etape 3 : Il existe g € G d’ordre N(G)
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Par conséquent, comme N(G) = PPCM/ (o(h),h € G), par itérations successives finies car
G fini, il existe g € G tel que

o(G) = PPCM(o(h), h € G) = N(G)

Théoréme. Soit G groupe abélien fini, alors il existe r € N et (dy, ..., d,) € N" tel que
\4) S [[1,7” — 1H7di+1 | dl

Et
G~7/dZ x ..7/d.Z

avec d; = N(G).

Démonstration.
On raisonne par récurrence sur n = |G| € N* :
— Pour n=1:85i |G| =1 alors
G={1}~7Z/1Z

Dour=1etd; =1.
— On suppose le résultat vrai pour tout groupe H tel que |H| < |G| = n.
On a N(G) = N(G), done, d’apreés la proposition précédente, il existe x € G tel que

o(x) = N(G = N(G)

Or pour tout z € G, x(x) est une racine N(G)-iéme de l'unité, ainsi x(G) est un
sous-groupe de Uy ).
On suppose par I'absurde que d := |x(G)| < N(G), dans ce cas

Vg € G.x"(9) = x(9) =1
Ce qui contredit le fait que o(x) = N(G) > d.
Par conséquent
X(G) = Un)
Il existe donc g € G tel que
;27
X(g) = eN@
Donc o(x(g)) = N(G), puis, comme précédement,
o(g) = N(G)
Ainsi G' = (g) est cyclique d’ordre N(G), d’ou
G' ~7/N(GQ)Z
De plus on a
G~ ker(x) & G
En effet :



— Soit h € ker(x) NG, alors x(h) = 1 et h = g~ avec k € [1, N(G)], d’ou x(g9)F =1,
ainsi k = N(G) et h = 1, ce qui montre bien

ker(x) N G" = {1}

— Ainsi x : ' — Up(g) est un isomorphisme de groupes par égalité des cardinaux,
on note a : Uy(g) — G’ son inverse.
Soit € G, on pose a = a(x(z)) € G' et b =a"'x € ker(x), d'ou

x=ab € ker(x) x G
Par conséquent
G~ ker(x) ® G’ ~ ker(x) x G' ~ ker(x) x Z/N(G)Z
Puis, soit G = G' ~ Z/N(G)Z, soit G’ # G, dans ce cas, comme |G'| = N(G)

|mww=3§%<mr

D’ou par hypothése de récurrence il existe r € N* et (dy, ..., d,) € N1 tel que
Vi € [[2,7’ — 1]],di+1 ’ dl

Et

ker(x) ~ Z/dsZ % ... X Z/d,Z
On a

dy = N(ker(x)) | N(G) =: d;
Et

G~Z/dWZ x ...x 7/d7

Le principe de récurrence permet donc de conclure.
O

Lemme. (S’il reste du temps) Soit G un groupe abélien fini alors G le groupe des caractéres
G de G ont le méme exposant, ie le plus petit entier £ € N* tel que

Vge G, " =1

Démonstration. R
Soit H un groupe abélien fini et N(H) son exposant, alors pour tout x € H,

Vo € H,x"(2) = x(2)") = x (") = x(1) =1

Do x V) = 1.
Ainsi N(H) | N(H).

En particulier on a avec le lemme suivant,

N(G) = N(G) | N(G) | N(G) ie N(G) = N(C)



Lemme. (S'il reste encore du temps) Soit G’ un groupe abélien fini, alors

G—>é

T 02 %)

Est un isomorphisme de groupes.

Démonstration.
Etape 1 : i est bien définie
Soit g € GG, alors

i(9)(Liriv) = LY (x1, x2) € G%i(9) (x1x2) = (xax2)(9) = x1(9)x2(9) = i(9)(x1)i(g) (x2)

Dot i(g) € G.
Etape 2 : 7 est un morphisme de groupes
Soit (g1, 92) € G?, alors

Vi € G,i(9192)(0) = ©(9192) = ©(91)0(g2) = (i(91)i(g2))(0)

D’otut ¢ est un morphisme de groupes.
Etape 3 : i est injectif
Soit g € G tel que

vx € G, 1=i(g)(x) = x(9)
Or 0, = ) (0g, X)X avec

xe@

G2 [l
En particulier pour h = 1, on obtient
1 G|
) = =S ) = =1
|G|~ |G|
x€G

Ce qui montre bien que g = 1 et que ¢ est injectif.
Etape 4 : i est bijectif

|G| = |C¥| car, comme G est abélien, |G| = |Conj(G)| = [Irr(G)| = |é| et de méme |C’| = | A|.
Par conséquent i est un isomorphisme de groupes. O




