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Théoréme. Soit ) a,z" série entiére de rayon de convergence 1 telle que ) a, converge, f
n=0

la somme de cette série sur D(0,1), 6y € [O, %[ et
N, i={2€C,|2] <1,3p € R%,30 € [~0p,0],2 =1 — pe”}
Alors
+oo
flz) — n,

z—1
zEA(_)O n=0

—+o00 n
Démonstration. On note S = > a,,S, = > ay, R, =S — S,.
k=0

n=0

+o0o
Etape 1 : f(2) =S =(2—1)>_ R,2" pour z € D(0,1)
n=0

Soit z € D(0,1), alors

Zakzk — Sn = Z(Rk—l — Rk)<2k — 1)
k=0

k=1
n—1 n
= ZRk(Zk—H 1) — ZRk(Zk — 1)
kf? k=1
= kZ_ORk(zkH — 28— R, (2" —1)
- n—1
= (2= Rp2" — R, (2" —1)
k=0


http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~dcaci409/230.pdf
http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~dcaci409/230.pdf
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+o00
Ainsi, en faisant tendre N vers 400, comme R, — 0 car »_ a, converge, et comme |z| < 1,
n—+oo n=0

on obtient .
fz) =S =(z=1)) Ry2"
n=0

Etape 2 : Séparer la série en deux et majorer les terrmes
Soit € € RY, comme R, — 0, il existe N € N tel que

n—-+40o

VneN,n>N=|R,|<c¢

cos(bp)
4

Ainsi, pour z =1 — pe? € Ay,

N
" cos(6) N cos( ) |z 1
£(2) = S| < |2 =11 |Y Rz +2 Y s |z—1\Z|R R L F
n=0 n=N-+1
Or, si p < cos(fy) alors
lz—1] |z—1] p 2 2
= 1 = — (1 < <
1—|z] 1- |z|2( 120 2pcos(0) — pQ( Tl = 2cos(0) — p — cos(bh)
On considére o € R tel que 042 |Rn| < 5 (par exemple a = ——=5—— si Z |R,| # 0 et
n=0 cos(6o) Z |Rn| n=0
a = 1 sinon) et § = inf(a,cos(y)) € R:.
Ainsi
al cos(bp) 2 e €
Vze A —1|<0= — 5| < R, 0 <-4 =
€ Bl 1) S0 = 1) = S| S a3 IR+ < S a D
Ce qui montre que
+oo
f(z) — n
z—1
zEAgO n=0
[

Théoréme. Soit Y a,z" série entiére de rayon de convergence 1 et f somme de cette série

+o0
enticre sur D(0,1) telle qu'il existe S € C tel que f(z) — Seta, = o(%),alors Y a,
z—1 n—+00 n n—=0

z<1

+o0o
converge et »_ a, = 5.
n=0

Démonstration.
Etape 1 : Se ramener a la majoration de deux termes
Soit z € D(0,1), alors

[Sn = S| < [Sn = fl2)| + [ f(z) = S|

2



Etape 2 : Majorer le premier terme
On a pour n € N* et z € ]0, 1],

n —+00

Sp— flz) =Y ap(l —2%) - Z apa®

k=1 k=n-+1

Orvke[l,n],1—2F=(1—-2)1+2+..+21) <k(1l-2x), donc

n +oo
k k
S0 @) < (1= 2)Y Ml + Y Clae
k=1 k=n+1
De plus a, =0 (%), donc il existe M € R tel que Vk € N, k|ax| < M, d’ott
n—-+0o0
sup k|ay|
k>n+1
S%._ <(1—-—2\M =
5, = f(@)] < (1= )hn + 20—
Soit € € 10, 1], alors
sup klay|
Sn_f<]-_£)‘ < Me+ k>n+1
n €

Comme kap — 0, il existe N € N tel que Vn € Nyn > N = sup k|ax| < €2, donc
k—+oo E>ntl

VneNn>N—

Sn—f(l—%>‘§Ms+6:(M+1)s

Etape 3 : Majorer le second terme et conclure
On a f(z) — S, donc il existe N’ > N tel que Vn € Nyn > N — ’f(l—%) —S‘ <e,
T—r

r<l

d’ou
Vn>N =15, -S| <(M+1)e+e=(M+2)
+o0 +o00
D’ou ) a, converge et > a, = S. O
n=0 n=0



