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Lemme. Soit t) € R,yy € KV, (a, 8) € [0, +00[*\{(0,0)}, 7 € |0, +00], I = [t — a, to + ]
et f:1Ix B(yo,m0) — K continue selon toutes les variables et globalement lipschitzienne
par rapport a la variable d’état uniformément par rapport a la variable de temps.

Soit E = C(I, B(yo,70)) et

E — (KN
gb : . I — KV
! o yot f f(s.y(s))ds
On suppose Vy € E,¢(y) € E, alors il existe une unique solution globale y : I — K¥ de
y' = f(ty) telle que y(to) = yo.

Démonstration.
Comme f est globalement lipschitzienne par rapport a la variable d’état uniformément par
rapport a la variable de temps, et I compact, il existe k € R7 tel que

Y(t,y1,2) € I x Blyo,mo)", [1f (£ 31) — F(t,w2)ll < kllyr — wol]

On munit £ de la norme uniforme ||-|| .
Soit (y,y) € E?, alors par hypotheése

Vp €N, (¢"(y), 0"(7)) € E?
Donc

v e L¢P w) o) — @O < 21 g

En effet raisonnons par récurrence sur p € N :

|t — to]
!
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— Pour p=0on a

vt € L]|6°w) (1) - @O = ly®) - 501 < ly — il

— On suppose le résultat vrai au rang p € N, alors

Vi e It >to, ¢ (y)(t) — e @O < S IIfC, >< >> — f(s5,¢"()(s))|| ds
kﬁ ||¢>p 3(7)(s >||ds
e Jy R W’ ||y 7l

p+1
aICULLY I

IN A IA

Et idem pour tout t € I,t < t.
On considére v = maz(«, 8), ainsi

Vi e L¢P W) — @0 < k% ly — il

D’ou
197(y) — &"(9) |l <k’p—Hy 7l

Or kP2 = (kA’,)p — 0, donc il existe pg € N tel que kp‘” ~ <.
p: P' p—stoo

Ainsi ¢ est une contraction sur (E, ||-||_.)-
Donc, d’aprés le théoréme de point fixe itéré dans E complet, il existe un unique y € E tel

que

t
€ Ly(t) = o)(0) =wn+ | Fs.u(s)is
to
Autrement dit y est 'unique solution de ¢y = f(¢,y) sur I telle que y(to) = yo. O

Théoréme. Soit I intervalle de R non vide non réduit a un point, f : I x KV — KV
globalement lipschizienne par rapport a la variable d’état uniformément par rapport a la
variable de temps, et (o, yo) € I x K¥, alors il existe une unique solution globaley : I — K~

de y' = f(t,y) telle que y(to) = vo-

Démonstration.

Etape 1: Cas ot I = [tg — «, to + []

Soit y € E, alors par théoréme fondamental de 'analyse ¢(y) € E.

Donc le lemme précédent, appliqué avec rg = +oo, permet de conclure.

Etape 2 : Unicité dans le cas I quelconque

Soit y, 3 : I — K deux solutions de ¢/ = f(t,y) tel que y(ty) = yo = 7 (to).

Soit ¢t € I, comme I non vide non réduit a un singleton, il existe (a, 3) € RT\{(0,0} tel que

teJ=ty—a,to+p]CI

Ainsi d’aprés I'étape précédente, y(t) = y(t), d’ott y = ¢ ce qui montre I'unicité de la solution.
Etape 3 : Existence dans le cas I quelconque
D’aprés la premiére étape, pour tout J = [ty — a, to + ] C I, il existe une solution y; de
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I’équation sur J.
Or
vjb JQ - 17Vt € Jl N J27yJ1<t> = yJQ(t)

On peut donc considérer
I — KN

Y'r s ys(t),teJ

Par conséquent y est solution de 1’équation différentielle car en tout point elle coincide avec
une solution, de plus on a bien y(ty) = yo. ]

Corollaire. Soit I intervalle de R, A € C(I, My(K)), B € C(I, K"V) et (to,y0) € I x KV,
alors il existe une unique solution y : I — K% de v/ = A(t)y + B(t) telle que y(to) = yo.

Démonstration.
Soit J intervalle compact de I, alors

vt € J ¥y, ) € KV Aty + B(t) — A)g — B = [At)(y — 9l < 14l ly = 1

Or ||All, < 400 par continuité de A sur le compact J.
J

Par conséquent le théoréme précédent permet de conclure. O



