Question de cours. Soit E un espace vectoriel muni de deux normes équivalentes. Que peut-
on dire des suites convergentes, des applications continues et des applications lipschiziennes
sur cet espace ?

Réponse. La convergence et la limite d’une suite ne dépendent de la norme considérée. De
méme pour le caractére continue ou lipschizien d’une application.

Exercice. Soit E/ = ¢, I’espace vectoriel des suites dans KN convergeant vers 0 en 400, muni

de la norme uniforme |Ju|| = sup|u,|. On considére la forme linéaire
neN

EFE — K
P =
U o
n=0
Montrer que ¢ est continue et calculer ||| = sup HV\J\S\L\)HM
ueB\{0}
Démonstration.
1. Soit u € E, alors
ol < D50 < lullw Y _gr = 2ull
n=0 n=0

D’ou ¢ est continue et ||¢|| < 2.
De plus, pour m € N, on considére u,, = (1,...,1,0,...) (dont les m premiers termes

sont des 1).
Ainsi
|
m)| — a0 1Um =1
lum)] = D
D’ou

el = [lumll

Ainsi en faisant tendre m vers +oo on obtient ||¢|| > 2, d’ou

Il =2
O

Exercice. Soit E = C'([0, 1], R) espace vectoriel des fonctions f : [0,1] — R continfiment
dérivables sur [0, 1]. On pose, pour f € E,

is1= (s + [ |f’<t>|2dt)é

1. Montrer que ||-|| définit bien une norme sur E.

2. Soit (fu)nen € EN. Montrer que si (f,)nen converge pour la norme ||-|| alors (f,)nen
converge pour la norme uniforme ||-||__.



3. On considere f,(t) =t"(1—t). Calculer || f,|| et en déduire que ||-|| et ||-||,, ne sont pas
équivalentes.

Démonstration.

1. On peut remarquer que ||| est issue du produit scalaire (-,-) défini par

Vg€ E.(f,9) = F(0)g(0) + / 76y ()t

qui est bien une forme bilinéaire symétrique défine positive. Seule la propriété définie
est non triviale : Soit f € E tel que || f|| = 0, alors f(0) =0 et f/ =0, ainsi f = 0.

2. On suppose qu’il existe f € E tel que

a1 = 0

ie
2
10 = 7O+ [ 1520 - PO 0
D’ou
1£al0) (|—>0et/|f (Odt — 0
—+00 n—-+o0o

Or par inégalité de Cauchy-Schwarz on a

: ;
[ 120 st = win-r= (| 12dt> ( s R

Puis par théoréme fondamental de ’analyse

Vir € [0, 1], | ()~ F(2)] < | fu0)— F(O)|+ / (O~ Ot < [ £,(0)—FO0)] + / Fult)— ()]t
D’ou
o= e <10) = 5O+ [ 1500 = 0l — 0
3. On a

1l = 1 £2(0)2+ / |f(t)[2dt = 0+ / (" 11— ) — ") dt = / ("' —t"(n + 1)) dt

avec (" In — t"(n+ 1)) = 277 2p% — 220" In(n 4+ 1) + t2"(n + 1)? puis

1 1 1 1
/ (t"'n —t"(n + 1)) dt = nQ/ 27 2dt — 2n(n + 1)/ 2 dt + (n + 1)2/ 2 dt
0 0 0 0

ie

1 2 2
_ n 2n(n+1) (n+1)

" — (i + 1)) dt = -
/0 (t""n —1"(n + 1) om—1 m | ontl



ie

/0 ("t —t"(n + 1)) dt = 2n"_ T (1) —(gnili
Lt 2 nP@n+1) - (n+1)(©2n—1)(2n+ 1)+ (2n — 1)(n + 1)?
/0 (" 'n—t"(n+1)) dt = Gn DT )

ie
n n

/0 (t""'n — t"(n + 1))* dt = B DT~ 1

n
1 full = \V 3z =1

1
~ _
n——+oo 2\/5 n——+oo

ce qui donne

Par conséquent

/2]l

et d’autre part on a
[fallo =1

Donc les normes ne peuvent pas étre équivalentes.



Question de cours. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et F' un espace vectoriel
normé. Soit f : E — F linéaire. Montrer que f est lipschizienne pour tout norme sur F.

n
Réponse. Soit b une base de E et ||-||, la norme infinie associée. Alors pour z = ) ;b € E,
i=1

S Z’Iil 1F Ol < (Z I/ (b HF) 1],

+00 oo
Exercice. Soit F = R[X] et pour P = Y a; X", |P|, = nl}aNx]aM et [|[P|| = 3 dad
k=0 €

on a

1 (@) p =

k+1°

1. Montrer que ||| et ||-|| définissent des normes sur R[X].
2. Montrer que ||-||, et ||-|| ne sont pas comparables (ie qu'il n’existe pas de Cy,Cy € R
tels que Cy |- < [-lo < C2[I-1)-
Démonstration.

1. Les sommes sont en fait finies car il s’agit de polyndémes, les axiomes d’une norme s’en

déduisent.
2. On considére B, = X™ et Q" = >_ X*. Alors
k=0
HPn”oo = “Qnuoo =
et

1 "1
Pll=—— Q=) ——
IRl = g 1l = Xy

On en déduit que les normes ne sont pas comparables.

Exercice. Soit (u,)neny € (K®)N. On dit que (u,)nen est de Cauchy si
Ve € R, IN € N,Vm,n > N, ||t — un|| < €

1. On suppose (U, )nen convergente dans K™. Montrer que (u,)nen est de Cauchy.

2. On suppose que (uy)nen est de Cauchy. Montrer que (uy,),en est bornée. En déduire
que (u,)nen €st convergente.

3. Montrer que le résultat précédent est faux dans QY.

Démonstration.

1. On suppose que (uy,)en converge vers | € K™,
Soit € € RY, alors il existe N € N tel que

Vn > N, |lu, — 1] <

DO ™

Ainsi
Vm,n > N, |ty — || < [t =] + [Ju, = 1| <€

D’ou (uy)nen est de Cauchy.



2. Réciproquement on suppose que (u,),en est de Cauchy.
Alors (uy,)nen est bornée : Soit n € N. Or il existe N € N tel que

n>N=Vm>N,|un—u,| <1
Donc
n 2 N = llun| < lluyll + [luy = unll < flun]| +1

Par conséquent

[[un| < max(lluoll, ..., [lun 1]l lun]l + 1)
Donc, d’apres le théoréme de Bolzanno-Weierstrass, il existe une extractrice ¢ : N —
N et [ € K" tel que

oy A 1

n—+00

Ainsi, pour € € R%, il existe N € N tel que

Vi > N, [|upe — 1| < g et Vm,n > N, ||ty — || <

DO |

Par conséquent, comme ¢ est croissante,
Vn > N, [lu, =1 < [Jun = g || + |Jupm — 1| < e

ce qui montre que (u,)nen est convergente dans K.

n

3. Le résultat n’est plus vrai sur QQ car par exemple la suite (u,)pen = (Z %) e QN
k=0 neN
est de Cauchy dans Q car convergente dans R vers e mais ne converge pas dans Q.

]

Exercice. Soit F et F' deux espaces vectoriels normés et L(E, F') 'espace vectoriel des
applications linéaires de E dans F'.
On dit que u € FY est de Cauchy dans F si

Ve e RY,IN € N,Vm,n > N, ||ty — uy| < €

On suppose que F' est complet (toute de suite de Cauchy dans F' est convergeante).
Montrer que L(E, F') est également complet pour la norme ||-|| définie par

[T ()]

zeE\{0} ||$||

VT € L(E,F),|T| =
Démonstration. Soit (T,,)neny de Cauchy dans L(FE, F'). Alors, pour tout = € E, la suite
(T5,(z))nen est de Cauchy dans F :
Ve € R}, AN € NoVm,n > N, [T () = T(2)] < [T = Tl ||zl < e ]
D’ot, comme F est complet, il existe T'(z) € F tel que

[Tn(z) =T ()| — 0

n——+00



Ainsi 'application T ainsi construite est linéaire : Soit A € K et z,y € E, alors par inégalité
triangulaire et linéarité des T,

1Tz +y) = (AT(2) + TW)I < [[Tu(Az +y) = TNz + ) |+[A[ T (2) = T(2) |+ Tuy) = TW)]

D’oui en faisant tendre n vers +oo on obtient T'(A\x + y) = AT (x) + T'(y).
De plus T est continue car

Ve e B | T(z)[ = lim ||T.(x)]|

n—-+oo

Vn € N, [[To(@)|| < [Tu]l [l

IT(@)]| < (supnTnn) el
neN

avec sup ||T,,|| < 400 car une suite de Cauchy est bornée.
neN

Par conséquent T € L(E, F).
De plus pour tout x € E on a

Vm,n € N, || Tn(x) = To(2) || < [T — Tl llz]] < sup 1T = Tl [l

D’ou en faisant tendre m vers +~oco on obient

Vn €N, [[T(x) = T,(2)]| < sup 175 = Tl ]
€

D’ou
Vn e N, || T — T,|| < sup||Ty — T,
keN

Or par condition de Cauchy sur (7},),en, on a sup |1y — T, — 0, d’ou
keN n—-+00

IT = To] — 0

n—-+00

Ce qui montre que (7,),en converge vers T dans L(E, F). O



Question de cours. Montrer que les normes |-||, et ||-||, ne sont pas équivalentes sur

C([0,1],R).

Réponse. On a |-, < |||, mais nous n’avons pas d’inégalité dans I'autre sens : On
considére f, fonction triangle sur [0,1] de maximum n et d’intégrale 1, puis g, = /f,, de
maximum /7 et ||gn||s = fol fo(z)dz =1, dou ||g,]|, = v/n non borné alors que ||g,|, =1
est.

Exercice. On considére E = C,(R) I'espace vectoriel des fonctions continues bornées sur R
muni de la norme uniforme ||-|| . On considére I'application linéaire T : E — E définie par

Ve EVe e RT(f)(x) =3f(z) —2f(x +4)

Montrer que T est continue sur (£, ||-|| ) et calculer |T|| = sup 1T lee

reoriey Ml

Démonstration. Soit f € F, alors
Ve e R, |T(f)(x)| < 3[f (@) +2[f(z +4)] < 5| f]l

D’ou

1Tl <51l
Ainsi, d’aprés ce qui précede, ||T]| < 5.
On considére ensuite f € E définie par

1 st <0
VeeR, f(x) =< —5+1 si 0<x<4
-1 si x>4

Ainsi f est continue, || f||, =1 et
T(f)(0) =3f(0) —2f(4) =5
D’ou [|[T(f)|l, > 5, ainsi, d’aprés ce qui précede, ||T'(f)||,, =5 et
1T =5
[

Exercice. Soit £ = C([0, 1], R) muni de la norme ||-||,. On considére v : f € E+—— f(0) € R

et
F — FE

VI e fulf)ide
Montrer que 9 est :
1. Linéaire.
2. Bijective.

3. Non continue sur £ muni de la norme ||-||;.

7



Démonstration.

1. L’application u est linéaire donc v également.

2. Soit f € E tel que ¢(f) =0, alors f = u(f)idg, ainsi u(f) = f(0) = f(0) x 0 = 0, puis
f =0 xidg = 0 ce qui montre que f est injective.
Soit f € E, alors

O(f +ulf)ide) = f+u(f)ide —u(f +u(f)idg)ide = f —u(f)u(ide) = f —0=f
D’ou v est surjective.

3. On suppose que ¥ est continue sur E.
Alors ¢ = wu(idg)idg = idgp — ¥ est continue sur £ comme somme d’applications
continues.
De plus 1 est linéaire, donc v est k-lipschizienne :

Vi€ E [loHl < kI
Or

|£(0)]

vf e B, lo(f)ll, = / () (@)]dz = / 7Ol = LN

Donc
Ve E|[f(0)] <2k fll,

ce qui n’est pas possible en considérant f,, € E triangulaire positive tel que f,(0) =n

et fol fo(z)dz = 1.
[

Exercice. Soit £ = C([a,b],K) muni des normes [|-||, (p > 1) définies par

b >
vf e B, = ( / If(rc)\pdx)

Montrer que pour € € R il existe 6 € R tel que
1 1
(20)7 (1fll —&) < NS, < [ flloe (b —a)>
En déduire lim || f]| pour f € E.
p——+00 p

Démonstration. Si f =0 alors || f||, =0 - 0.
p——+o00

Puis si f non identiquement nulle alors

11, = ( / b |f(:v)!pdfc>; < Ifllo (b= a)?

Comme f est continue sur [a,b] compact, il existe x € [a, b] tel que |f(zo)| = || |-
Soit e € R, alors par continuité en z, il existe 6 € R* tel que

Vo € [a,b], |v — x| <0 = [f(xo)] = |f(2)| = |f(w0) = f(z)] < e

8



Ainsi
b .’Eo+6 x0+5
[ir@pdsz [ iapdez [ (o) - opde 2 28 (1l ~ <)
a zo—9 zo—0

Par conséquent
(20)7 ([fllc =€) < AN, < N fllo (0 —a)»

D’ou en faisant tendre p vers +oo on obtient

1fllee < Lim [[f]l, < 11flls

T p—+oo

Ainsi pﬁToo 1A, =11/l



