Question de cours. Enoncer le lemme d’Abel.

Réponse. Soit ) a,z" une série enticre et r € R% tel que la suite (a,r™)nen est bornée,
alors la série Y a,2" converge absolument pour tout z € D(0,r).

Exercice. Soit (a,)n,eny € RY définie par
Vn € N,ap12 = 20541 —ap, a0 = €R,ap =3 €R
Déterminer le rayon de convergence de la série entiére > a,z™.

Démonstration. L’équation caractéristique associée a la suite a récurrente linéaire d’ordre 2
est
r?—2r4+1=0

de solution double r = 1, ainsi il existe A\, u € R, tels que
Vn e N,a, = A+ un
Ora=agy=Aetf=a=A+pu, dout A=aet u=p0—- =0 —q, puis
VneN,a, =a+ (8—a)n

Sia=petas#0alors R, = 1.
Siao= =0 alors R, = +0.
Sia# p alors R, = 1. m

Exercice. Soit f la fonction somme d’une série entiére » a,z" de rayon de convergence
R=1
On suppose que

f(z) — 1 eR

z—1-
1. On suppose de plusa, = o (l), montrer que Y a, converge de somme égale a .
n—-+o00 n
2. Sans cet hypothése montrer que ce résultat est faux en général.

Démonstration.
1. Soit N € Net z € [0,1], alors

N N N +00
Zan —l=(f(x)=1)+ (Zan — Zanx”> — ( Z anx") =: Ay + By — Cy
n=0 n=0 n=0 n=N+1

Or a, =0 (%), donc pour € € R, il existe ng € N, tel que
n—-+0o0
VYn > ng, la,| < €
n
Donc si N > ny,
+00
€ €
Cyl < = "l -
Ol 2= = N1 -2

n=N-+1

1



On définit alors xny =1 — % pour avoir
|ON| S g

D’autre part

N N N N
n n 1
Byl = | an(l=af)| < Y lanl(1 =) < (1 —an)) nlan| = Nznlanl
n=0 n=0 n=0 n=0

N
Or na, — 0, donc par moyenne de Cesaro, + > nla,| — 0, ainsi, il existe
n—+00 n—0 N—+o0

ni1 > ng, tel que si N > n; alors
|BN’ S 9

Enfin f(z) — € Ret xy — 1, donc il existe ny > ny tel que si N > ny alors
z—1— N—r+o00

[An| = |f(zn) =1l <e

D’ou finalement

N
Zan —
N—+o00
n=0
2. On considére a, = (—1)", donc f(x) = 14%1 — £ mais la série Y a, = > (=1)"
rz—1—
diverge grossiérement.
]
Exercice. On considére la fonction f définie sur | — 1, +o00[ par

+oo eft
Vxe]—l,—l—oo[,f(x):/l p—

Déterminer une équation différentielle vérifiée par f et en déduire le développement en série
entiere en 0.

Démonstration. On applique le théoréme de dérivation sous le signe intégrale (avec domina-

tion sur tout compact) pour obtenir que pour tout z € | — 1, +00],
+oo —t
e
() = / e
Puis par intégration par partie en primitivant ﬁ, on obtient
et 1 too ot 1
"(z) = + / dt = ———+ f(x
Jw) T+t T T+t e(r+1) /()
D’ou f vérifie I'’équation différentielle
F/(@) ~ f(@) + s =0
e(r+1)
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On suppose que f est développable en série entiére noté »_ a,z"
Or la fonction x — —+ est développable en série entiere sur | — 1,1 de somme ) (—1)"z".
On obtient donc

—+o00 +oo
Znanac” Zanx + Z Yt =0
n=1 n=0
ie
“+o00 +oo
Z(n—i— Dapz™ — Zanx + Z Yie la" =0
n=0 n=0

D’ou
VneN,(n+ Day —a, = (—1)"e!

Ainsi par récurrence

n—1 —1-kp.
. Qao 1 (-1)" k!
VnEN,an—gjLe ZT
k=0
Réciproquement une série entiére > a,z", avec les a, définies par la relation précédente,
vérifie ’équation différentielle et est bien définie sur | — 1, 1].
De plus il s’agit de 'unique solution par théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire. O



Question de cours. Enoncer la régle de d’Alembert.

Réponse. Soit 3" a,2" une série enticre, si ‘n+‘1\ — 1 €[0,+0c], alors R, = 1.
anl  p—+4oo

Exercice. Soit ) a,2" une série entiére de rayon de convergence R € R%. Déterminer le
rayon de convergence de la série ) 92"

Démonstration. Soit r € R* , alors la série ) a,r™ est absolument convergente.
Or par croissance comparée, pour z € C,

a 1 72\n
2" = a,r"— (—) = o(a,r™)
r n——+oo

Donc par comparaison ) | %%2" est absolument convergente, d’oit le rayon de convergence de
la série entiére ) 2" est +o0. O

Exercice. Soit ) a,2" une série entiere de rayon de convergence R € R’ et de somme f(2).

1. Soit r € ]0, R[, montrer que

+0o 1 2m A
>lanrtn =5 [ Iftenpar
n=0 TJo

2. En déduire que si f admet un maximum local en 0, alors f est une fonction constante.

Démonstration.

1. Soit r € ]0, R[, alors la série Y a,r"™ converge absolutiment.
Or pour tout t € [0, 27|

|f(re)|? = f(re®) f(reit) Zanr” thanr e

produit de Cauchy de séries absolument convergentes, donc

+oo n
|f(7“ez § § apa, kez(k n—k))t - § § akmez(Qk—n)t rn
n=0 k=0 n=0 k=0

n

De plus la série de fonctions continues t — > > axa, €’
k=0
convergente sur [0, 27|, on peut donc utiliser le théoréme d’interversion somme et in-

tégrale pour obtenir

T 400 T n
/2 |f(7"6it)|2dt _ 2/2 Zakan k@Z(Qk n)t ndt — 27TZ|am|2 2m
0 n=0"0

car 027r WRk=nitdt = 0 si 2k # n.

i(2k=n)tyn ogt normalement



2. On a d’apreés la question précédente

+oo +o00 o
1 .

> lanfr2 = 3P~ Jaf = - / (1F(re™)? — | (O)?) dt < 0

n=1 n=0 0

pour r assez petit car f admet un maximum local en 0. D’ol a,, = 0 pour tout n € N*,
ce qui montre que f est constante.

O
Exercice. On considére f définie par

arcin(x)
Vv1—2?

Montrer que f est solution d’une équation différentielle, en déduire le développement en série
entiére de f et donner le rayon de convergence.

Voee]—1,1[ f(z) =

Démonstration. La fonction f est dérivable sur | —1, 1], comme quotient et composé de telles
fonctions, et pour x € | —1,1],

e) = arcsin'(x)y/1 — 22 — cw*csin(x)(—Qac)2\/+7 _ 1+ %\/%(f) 14 zf(x)
1—2a2 1—22 1+ a2

ie f est solution de I’équation différentielle

(L+a2)f(x) — 2 f(x) — 1= 0, f(0) = 0

De plus la fonction f est développable en série entiére comme quotient de telles fonctions.
Or la fonction f est impaire, donc a,, = 0 pour n pair, ainsi on peut noter son développement
en série entiere > a,z*" .

Puis le développement en série entiére de f" est > (2n+1)a,x*", ainsi, en reportant ces deux
séries entiéres dans I’équation différentielle, on obtient par unicité des coefficients d’une série
entiére la relation suivante

2n

2n +2
ap=1,VYn € N a,,, = Qy,
’ T on 3
D’ou 221 (n1)?
"(n!
vneNa, =———
(2n +1)!
Puis, apres calculs,
An1
1
an n—-+oo
Ainsi, par critére de d’Alembert, le rayon de convergence est 1. n



Question de cours. Une fonction de classe C* est-elle développable en série entiére? Si
oui donner son développement en série entiére au voisinage de 0. Si non connaissez-vous un
contre-exemple. La réciproque est-elle vraie ?

Réponse. Une fonction f développable en série entiére > a,z" est de classe C'™ au voisinage
(n) .
de 0 et a, = fn—!(o). Cependant la réciproque est fausse, par exemple

a1
f(z) = e g (2)
définie une fonction de classe C* non identiquement nulle sur R mais Vn € N, f(™(0) = 0.

. 4 . s . I N 2
Exercice. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Y V7 t2ng2m,

Démonstration. Pour n € N, on note u,, = 7V 72" alors
n+1)24+2(n
Unt1 _ T (124 2(n D) — V(D)2 +2n+2—vn2+2n
Uy, 7T\/n2+2n

Or 1)2+2 2 22

Vin+1)2+2n+2—Vn2+2n = (nt 1) +2nt2-n —2n

Vn+1)2+2n+2++vn?+2n
2n + 3 o 27?:13
\/(n+1)2—|—2n+2+\/n2+2n \/1 n+1_'_\/n::12)g n—>+oo
D’ou
Dt g

Uy, n—-+oo

Ainsi le rayon de convergence de la série entiére > u,y" est = —, puis celui de la série entiere
> un ™ est \/E' O

Exercice. Soit x € R et 0 € }O, 5 [ calculer la partie imaginaire de
le développement en série entiére de la fonction

sin(6)e'?

T asin(g)e> o0 deduire

f:xeR+— arctan <x— ta;(e))

Démonstration. On a bien zsin(f)e” # 1 car 0 € 10,2, et

sin(0)e  sin(0)e”(1 — xsin(0)e™?) sin(0)e? — xsin(0)?
1 — zsin(f)e? |1 — xsin(6)e|? 1 —2wsin(f)cos(0) + x2sin(0)?

. sin(0)e? B sin(0)?
1 —axsin(f)e? ) 1 — 2xsin(f)cos(0) + x2sin(f)2
Or la fonction f est dérivable comme composée de telles fonctions et
1 B tan(6)?
1 _ < 1 )2 ~ tan(0)? — tan(0)222 + 2tan(0)x + 1

tan(0)
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sin(6)? _ sin(6)?
sin(0)? — sin(0)2x? 4 2sin(0)cos(0)x + cos(0)?> 1 — sin(6)?x? + 2sin(0)cos(0)x

s in (25 )

Or, si |zsin(f)| < 1, on a le développement en série suivant

D’ou

S'Ln(g)ele ‘ i9+00 . o +oo . L D)
T asin(@ye = Sn(O)e”D_(wsin(@)e)" = 3 sin(6)"+e** Vg
n=0 n—0
Ainsi
+00
f’(x) = Zsin(,g)n—&-lsin(e(n + 1))1,71
n=0
D’ou

+oo . o oo . o
Fo) = fo) + 320 ;m(ﬁn)xn —0-Z4 Zsm(e) nszn(@n) .

Exercice. On considére, pour k£ € N*,

flz) = /1 thsin(tx)dt
0
1. Montrer que f est dérivable sur R et vérifie
Ve e R,zf'(z) + (k+1)f(z) = sin(x)
2. Déterminer toutes les fonctions développables en série entiére en 0 solutions de
zy + (k+ 1)y = sin(x)
en précisant le rayon de convergence.

Démonstration.

1. On vérifie le théoréme de dérivation sous le signe intégrale pour obtenir

f(z) = /1 th+lcos(tx)dt
0

Puis par intégration par parties, si x # 0,

) = {tkw} _/0 i+ 1)tksm(m>dt _ sin(z) k+ 1f(x)

T T i i

D’ou
zf'(x)+ (k+1)f(z) = sin(x)

ce qui est également vérifié en x = 0.



2. On raisonne par analyse-synthése.
Analyse : Soit ) a,z™ série entiére solution de rayon de convergence R € R? , alors

+oo . +oo +oo (_1)n+1 -
x;nanﬂc + ;(k + Dayz" = Z—(Qn " 1)!x

n=0
ie

Jri.ona "+ +2.0(143 + Da,z" = fﬂxznﬂ
n n -
n=1 n=0 (Qn + 1)'

n=0
D’ou, par unicité du développement en série entiere, a,, = 0 si n pair et sinon

_ (-1 I i
e T T+ D@+ ) it k+2)2n+ 1)

Ainsi Y a,z™ est de rayon de convergence +oc.
Synthése : Réciproquement » a, 2™ vérifie bien I’équation différentielle souhaitée.

]



