Question de cours. Enoncer le théoréme de sommation par paquets pour des familles de

réels positifs.

Réponse. Soit I et J deux ensembles, (I;);c; une partition de I et (a;);er € RL, alors (a;)ies
est sommable si et seulement si pour tout j € J, (a;)ics; est sommable, et dans ce cas

2= a
iel jediel;
Exercice. Soit z € | — 1,1].
1. Montrer que la famille (z*), jen+ est sommable.

2. En déduire que
“+oo

St Zd

k=1

avec d(n) le nombre de diviseurs positifs de n.

Démonstration.

1. Soit k € N*, alors, comme |z| < 1,

leN*

Kl ‘55|
Dl = T

Or, toujours comme |z| < 1, on a = “kvﬂ ~ |z|*, donc la série Y > |z|* est conver-

k—4o00

gente, ce qui montre, par théoréme de permutation des sommes, que la famille (z*!), jen-

est sommable.

2. D’un c6té on a d’aprés ce qui précede

k
Zxklzzl_xk

k,leN* keN*

Et d’un autre coté on a

(N*)Q = |_| {(kvl> S (N*>27kl =

Donc

doat=D d =) L=

k,lEN* neN*(kl)el, neN*

Exercice. Soit a € C tel que |a| < 1, montrer que

“+o00

Zl—ap_zl—cﬁp 1

p=1

= |_|]n

neN*

Zd(n)x”

neN*



s ; L BN * _ 2g—1
Démonstration. On consideére, pour p,q € N*, u, , = aP(2a=1),

Alors la série ) u,, est absolument convergente car a < 1 et
peN*

o
1 af?e!
De plus la série ) - || |q2q1 : est convergente car % = o(|a/**1) (ou par la régle de

qeN* q——+o0

d’Alembert).
Par conséquent par théoréeme de sommation par paquets (up,q)(p.q)cn+)2 €st sommable et

—+o00 4o —+o00 400
E E :ap(Qq—l) — E E :ap(2q 1)
p=1g=1 g=1p=1

Ainsi par permutation des indices grace a la bijection 2g — 1 € 2N* — 1 —— ¢ € N*,

—+00

Zl_ap_z — g1

p=1

Exercice. Soit n € N* et K un corps fini de cardinal q.
1. Calculer le cardinal de GL,(K).

Indication : Dénombrer les bases de K™.
2. En déduire le cardinal de SL,(K).

3. On considére T' I'ensemble des matrices carrés de taille n & coefficients dans K, tri-
angulaires supérieures avec uniquement des 1 sur la diagonale, montrer que T est un
sous-groupe de GL,(K) et calculer son cardinal.

Réponse.
n(n—1)

1 |GL(K)| = ¢ ﬁ@—4>

=1

GLn, n(n—1) i
2. [SLy(K)| = 15 — 252 [ (g 1),

=2

n(n—1)

3. [T =q =

Démonstration.
1. On considére l'application ¢ : GL,(K) — (K™)" définie par, pour M € GL,(K),
(M) = (C4, ...,C,) en notant C4, ..., C,, les vecteurs colonnes de la matrice M.
Or, pour M € GL,(K), ses vecteurs colonnes (1, ..., C,, forment une base de ’espace
vectoriel (Y, ..., C,,.
Ainsi, lapplication ¢ est a valeurs dans ’ensemble des bases vectorielles de K™.
De plus, I'application ¢ est injective et surjective, donc bijective.
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Par conséquent |G L, (K)| est égal au nombre de bases vectorielles de K.

Or, pour avoir une base de K", il faut et il suffit de choisir un vecteur non nul dans K™
(¢"—1 choix possibles) puis de choisir un vecteur non colinéaire au premier (¢" — g choix
possibles), puis un vecteur n’appartenant pas au plan engendré par les deux premiers
vecteurs (¢" — ¢* choix possibles), ainsi de suite, jusqu’a choisir le n-iéme vecteur parmi
les vecteurs de K™ n’appartenant pas au sous-espace engendré par les n — 1 vecteurs

précédemment choisis (¢" — ¢! choix possibles).

n—1

On a donc (¢" — 1)(¢" — q)-..(¢" — ¢"") = 1 (¢" — ¢’) choix possibles pour une base
=0
de K™.
Par conséquent, d’aprés ce qui précéde,
n—1 n—1 "ilj n () n
GL(K) =]](¢" =) =]]d @7 - =" ]](@-1)=q¢ = [](¢-1)
J=0 j=0 i=1 i=1

. En considérant le morphisme de groupes surjectif déterminant det : GL,(K) — K*,
on a SL,(K) = ker(det)
Donc

GL.(K DT,
’SLn(KN:%ZQ 2 H(q —1)
=2

n(n—1)

. L’ensemble T est en bijection avec K
En effet pour choisir une matrice dans 7' il faut et il suffit de choisir
dans K correspondants aux coefficients supérieurs de la matrice.

Par conséquent

1)
% éléments

n(n—1)

|T‘:q 2



Question de cours. Montrer que QQ est dénombrable.

Démonstration. Pour tout x € Q il existe p € Z et ¢ € N* premiers entre eux (uniques) tels
que

On peut donc considérer "application

Soit 21 = % et T9 = ‘Z—j tels que p(z1) = ¢(x3), alors p; = py et g1 = qo, o0t 1 = x5 ce qui
montre que ¢ est injective.
Ainsi Q s’injecte dans Z x N* inclus dans Z? dénombrable comme produit cartésien d’en-

sembles dénombrables. O

Exercice. Soit a,b € R* , montrer que la famille ( est sommable si et seule-

1
+7 a™+b" ) (m,n)EN2?
ment sia > 1,b> 1.

Démonstration.

Sens indirect : On suppose a < 1.

Alors la sous-famille (m) n’est pas sommable car la série )
vergente.

Il en va de méme si b < 1.

Sens direct : On suppose a < 1 et b < 1.

1
am+1

est grossiérement di-

Par théoréme d’associativité la famille est sommable si et seulement si la série > ( > am}&-bn>
peN \m-+n=p

est convergente.
On note ¢ = min(a,b) < 1.

On a donc
1 i 1 1 p+1 1
Vp e N, — < — < — = = ol —
P m%::pam +br — gck + ok T c3 €3 potoo \ p?
D’ou, par théoréme, la famille est sommable. O

Exercice. On dit que x € C est algébrique s'il existe P € Z[X] tel que P(z) = 0 et on
appelle de degré de x
n =inf{deg(P),P € Z[X], P(z) = 0}
1. Quels sont les nombres algébriques de degré 17

2. Soit n € N*, montrer que les nombres algébriques de degré au plus n forment un
ensemble dénombrable.

3. En déduire que les nombres algébriques forment un ensemble dénombrable.

Démonstration.



1.

Soit x € C algébrique de degré 1 : il existe P = aX + b € Z[X] tel que
ar+b=P(x)=0

Ainsi ¢ = —g € Q.
Réciproquement, de méme, si x € QQ alors x est algébrique de degré 1.

. Soit x € C algébrique de degré au plus n : il existe P € Z[X] de degré au plus n tel

que P(z) = 0, ainsi il existe aq, ..., a, € Z tels que
a, " + ... 4+ag=0

Ainsi les nombres algébriques de degré au plus n s’injectent dans Z"*! qui est dénombre
comme produit cartésien d’ensembles dénombrables.

Par conséquent les éléments algébriques de degré au plus n forment un ensemble dé-
nombrable.

L’ensemble des éléments algébriques est la réunion sur n € N* des ensembles dénom-
brables des éléments algébriques de degré au plus n, ainsi les nombres algébriques
forment un ensemble dénombrable.

]

Exercice. On considére, pour r € R%, N(r) le nombre de points de Z* de norme inférieure
ou égale a r.
Montrer que N(r) ~ 7r? laire du disque de rayon .

T

—+o00

Indication : Considérer les carrés C, = {t ER% |t — x| < %, [ty — x| < %} pour x € Z".

Démonstration. Soit x € Z2, on considére le carré de coté 1 centrée en x

1 1
O:v: {t€R2,|t1—I1| S §,|t2—l’2’ S 5}

Ces carrés sont d’aire 1, donc, pour € R* | laire de la réunion des = € Z? tels que ||z|| <r

est
A(UJe.) =N
Or on a /s
2
Vo € 22Vt € Cy, |t — 2| < =R
Donc, pour r € R,
o 2 2
Vo € D0,V € o] < ol + L2 <+ 2
Ainsi

UCI CE(O,T-F?)



D’ou, d’aprés 'égalité précédente, N(r) < (r +

De méme, pour r > \/75,

Donc

Ce qui montre bien que



Question de cours. Enoncer et déomontrer le théoréme de comparaison pour deux familles
sommables positives.

Réponse. Soit I un ensemble et ((a;)icr, (b;)icr) € (RL)? tels que Vi € I,a; < b; et (b;)ies
soit sommable, alors (a;);c; est sommable et

S0 <Y
iel iel
Démonstration. Soit J C [ fini, alors
S0 € Y€ Yh <+
icJ icJ iel

Dot (a;);er est sommable et

Zai < Zbi

i€l iel
m
Exercice. Soit o : N* — N* bijectif, montrer la divergence de la série ) | %
Démonstration. Pour n € N* on consideére
"ok
o _Nmolh)
L2
k=1
On a ) )
~ o(k) [
S-5= 3 W e LSt o
k=n+1 k=n+1
Or o est bijective de N* dans N*, donc
on - n(n+1)
k) > k=
ECESY
k=n+1 k=1
D’ou t11
n
Son — Sp > > —
2 = 8n ~8
Ainsi (S,)nen+ ne converge pas, ce qui montre que la série » JTEZ) est divergente. ]

Exercice. On note [}(Z) 'ensemble des familles (uy,),cz € CZ sommables et on définit la

norme ||-|| sur IY(Z) par |[ul| = 3 |un)|.
nez

1. Soit u,v € I*(Z) et n € Z. Montrer que la famille (u,v,_;)rez est sommable.

2. On définit (u * v), = > upv,_x. Montrer que u x v € [*(Z).
kez

3. Montrer que ||u * v|| < [Jul| ||v]|-



4. Montrer que * est une loi associative, commutative et possédant un élément neutre sur
INZ).
5. On considére u € ['(Z) défini par ug = 1,u; = —1,Vn € Z\{0, 1}, u,, = 0. Montrer que
u n’est pas inversible dans (I'(Z), ).
Démonstration.

1. Comme v € ['(Z), la famille (|v,|)nez est majorée par une constante M € R%.
Ainsi
Vk € Z, \ukvn,kl < M|uk\
Or u € I(Z), donc (upv,_1)rez est sommable.
2. Pour k € Z, la famille (Jupv,_g|)nez est sommable car v € ['(Z), de somme

> Jukvn—i] = ux] > Jvnl

nez nez

Or la famille <\uk| > |Un|) est sommable car u € [1(Z), de somme
keZ

nel
D2 lwntnokl =D Junly Jonl

kEZn€eL kEZ neL

Ainsi la famille (ugvp—k)knez est sommage de somme Y uy Y vy,
keZ neZ

Par conséquent la famille (Z ukvn_k) est sommable, de méme somme, d’olt u*v €
kEZ TLEZ

1YZ).
3. Puis en prenant les modules on obtient

DD lwvni =Y ul ol

neZ kel k€Z — nel
Ainsi
lus ol =Y 1D k| <D0 wvni] = [[ul o]
nez | kez n€Z kel
4. Pourn € Z,on a (u*v), = >, ug.
k+l=n

Donc, pour u,v € [*(Z) et n € Z, on a

ce qui montre la commutativité de .
Puis pour I'associativité, pour u,v,w € [*(Z) et n € Z, on a

(uxv)xw), = Z (u*v)pw, = Z Z VW = Z uvjw; = (u* (v*w)),
kHl=n k-Hl=ni+j=k i+jH=n

Et I’élément neutre est donnée par dp défini par dp, =1 si n = 0 et dy, = 0 sinon,



5. On suppose que u soit inversible et notons v son inverse. Alors

Vn € Z,00, = (u*v), E UpUp—f = Uy, — Up—1

Ainsi, pour n > 1, on obtient v, = v,,_1, d’ou, par récurrence immédiate, v,, = vg.

Or v € I1(Z), donc vy = 0.

Puis, pour n = 0 dans 'égalité précédente, on obtient 1 = vy —v_; ie v_; = —1.
Donc, pour n < —1, v,_1 = v,, d’ou, par récurrence immédiate, v, = v_; = —1 ce qui
n’est pas possiblle car v € I1(Z).

Par conséquent u n’admet pas d’inverse dans (I*(Z), *).

]

Exercice. Soit n € N*. Déterminer a, le nombre de maniéres de recouvrir un damier de
dimension 2 x n avec des piéces de dimension 1 x 2. Indication : aboutir & une relation de
récurrence.

n+1 n+1
Réponse. On a a, = = (<1+2\/5> _ (1—2\/5> )

Démonstration. Déterminons une relation de récurrence entre les a,,.

1. Pour commencer on a a1 = 1,a0, = 2 et a3 = 3.

2. Puis pour calculer a,,_; on partitionne I’ensemble des dispositions dans un damier de
taille 2 x n + 1 selon que la case (1,n + 1) est recouverte par un domino vertical ou
horizontal.

Dans le premier cas il reste a recouvrir un damier de taille 2 X n soit a,, possibilités.
Dans le second cas il reste a recouvrir un damier de taille 2 x n—1 soit a,,_; possibilités.
Par conséquent on obtient la relation de récurrence

Qp41 = An + ap_q

On réconnait la suite de Fibonnaci décalé d’un rang.

L’équation caractéristique de la suite (a,)nen est 2?2 —x — 1 = 0 de solutions réelles

distinctes 1+\f et = f

Donc il existe u,v € R tels que a,, = u (%5) +v <—1_2\/5)

Puis avec les cas a; et ay on obtient les valeurs de uw et v pour conclure que

n+1

n+1
1 [ (1+VE 1-+5
NG 9 9



