Question de cours. Enoncer et démontrer la formule de la chaine pour les dérivées partielles
d’une composée.

Réponse. Soit U ouvert de R™, V ouvert de R", f : U — V et g : V — RP? différentiables.
Alors go f admet des dérivées partielles données par, pour tout € U,i € [1,m] et k € [1, p],

Ogofe, . =00 df;
a—xi(x) = jla_yj(f(x))axi (z).

Démonstration. Soit x € U. La composée g o f est différentiable en x de différentielle
d(go f)(x) = dg(f(x)) o df (z)
Alinsi, en passant & la matrice jacobienne,
Jac(go f)(x) = Jac(g)(f(z)) x Jac(f)(x)

D’ow, pour i € [1,m] et k € [1,p],

Ogofe, . =00 df;
“on (z) = j_la_yj(f(w))axi (z).

]

Exercice. On note S la sphere unité de R™. Soit f : R" — R différentiable telle que f|s
soit constante. Montrer qu’il existe xy € B(0,1) tel que df (z() = 0.

Démonstration. La fonction f est continue sur le compacte B(0,1), donc, par le théoréme
des bornes atteintes, il existe xg,z; € B(0,1) tel que

f(zg) = min f(z)="met f(r;) = max f(x)=M

z€B(0,1) x€B(0,1)

Sim = M alors f est constante sur B(0,1), donc df (z) = 0 pour tout z € B(0,1).
Sinon m < M, donc, comme f est constante S, xg ou x; n’est pas dans S. Supposons par
exemple xy ¢ S. Alors 2y € B(0,1). Donc xy est un point critique de f différentiable, d’ou

/
. . : . . = 2
Exercice. Déterminer ’ensemble des solutions du systéme différentiel { z, B ‘;;;g

T

Démonstration. On note Y = < y ) Alors le systéme se réécrit vectoriellement

, (12
Y_AYavecA—(2 1>

Ainsi les solutions de I’équation différentielle sont de la forme

Vi € R, Y (t) = exp(tA) ( o ) avec To, Y € R

Yo
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Or xa = (X + 1)(X — 3) scindé a racines simples, donc A est diagonalisable et Sp(A) =
{—1,3}. De plus E3(A) = Vect ( 1 > et E_1(A) = Vect ( _11 ) Donc

A ICEA )
VteR,exp(fA)Z(i _11><e(‘)°’t eqt)(1 —11 )_1

Par conséquent les solutions de I’équation sont de la forme
11 0 11\
VtE]R,Y(t)—(l _1>< 0 e_t)(l _1> <y0 avec Zo, Yo € R

Exercice. Soit U un ouvert du plan complexe C que l'on identifie & R?. On considére

f:U — C, u = Re(f) et v =Im(f). On dit que f est holomorphe sur U si f est
continiment dérivable sur U, i.e.

Ainsi

VzEU,}lg%ﬂerhf)L_f(z) — f'(z) eC

et f’ est continue sur U.

1. Montrer que f est holomorphe sur U si et seulement si u et v sont de classe C* sur U
et vérifient les conditions de Cauchy

ou Ov Ou _81}
or Oy’ oy Oz
2. Montrer que si f est holomorphe et u,v de classe C? alors u et v sont harmoniques i.e.
0%u N Pu 0% N v 0
ox2 Oy 0x2 Oy

Démonstration.

1. Sens direct : On suppose f holomorphe sur U. Soit z = x + iy € U. Alors
flz+s) = f(2) fla+s+iy) — flatiy) _Of

"(2) =1i =i =
fi(z) = lim . lim . ECaE))
De méme
oyt LCE) Q) i) Sy 0F
s—0 18 s—0 S 8y
De plus
of ~ Ou Ov af ~ Ou Ov
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Donc, par identification des parties réelles et imaginaires, les dérivées partielles de u
et v sont continues, ainsi v et v sont de classe C!, et

ou v ou ov
%(x,y) - a_y(xay)a a_y(x7y> - —%(I',y)

Sens indirect : Réciproquement on suppose que u et v soient de classe C! et vérifient
les conditions de Cauchy. Soit z = x + iy € U. Or 'application f est différentiable en
(x,y), donc

flets,y+t) = flzy) = dfz,y)(s,t) +o(l(s )

s,t—0

= sdf (z,y)(1,0) + tdf (z,4)(0,1) + o([|(s, D))

_of of
= a5 (o) + 15 (@) + of(5.1)])
Or, d’apres les conditions de Cauchy, on a
of, . .0f
ay (Q?,y) - Zax(x7y>
Donc of of
f(l’ + 5,y + t) - f(xvy) s,;O S%(l‘ay) + Zt%(l’,y) + O(H(Sat)H)
= (s+ it)%(m, y) + o(|s + it|)
Ainsi

fz+h)—f(z) _ Of
b b0 %(l’,y)

Donc f est dérivable en z et f'(2) = %f(x, y), d’ott z — f'(z) est continue car u et v
de classe C!. Par conséquent f est holomorphe.

. On a, d’aprés la question précédente et le lemme de Schwarz sur les dérivées partielles,

9%u 0 Ou 0 Ov 0 Ov 0%u

9> Qxdr  9rdy dydxr Oy

D’ott u est harmonique. On montre de méme que v est harmonique.



Question de cours. Montrer qu'un point extremal d’une application différentiable est un
point critique de cette application.

Démonstration. Soit U ouvert de R™ et f : U — R™ différentiable. On consdiére x € U un
maximisant de f.
Alors, pour tout h € R,

d h) = li <
Foh) = lig = — =0
et L
@) (h) = tim LEE =@
t—0~ t
Ainsi df (x)(h) = 0 puis df (z) = 0, i.e. x est un point critique de f. O

Exercice. Soit A,B € M,(R) diagonalisables telles que exp(A) = exp(B). Montrer que
A = B. Dans le cas général a-t-on exp injective ?

Démonstration. On note Ay, ..., A, les valeurs propres deux a deux distinctes des matrices A
et B. Ainsi il existe un polynéme L € R, ;[X] tel que L(e*) = )\; pour tout k € [1,p].
Comme A est diagonalisable, il existe P € GL,(R) tel que

P AP = diag(p, ..., tn) =: D

avec 1; € {A1,..., A}
Donc
D = diag(L(e"), ..., L(e*")) = L(exp(D))

Puis

A= PDP ' = PL(exp(D))P™ " = L(Pexp(D)P~') = L(exp(A))

De méme B = L(exp(B)). Donc, comme exp(A) = exp(B), on en déduit que A = B.
Puis, dans le cas général, exp n’est pas injective. En effet

00Y)_, _ 0 —27
“Ploo) 2P \2r 0o )

Exercice. Soit E 'espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles sur [0, 1] muni de la
norme uniforme et

]

EF — R
P — [l(P(t)dt.

Montrer que ¢ est différentiable sur E et déterminer sa différentielle en tout point.

o

Démonstration. Soit P, H € E. Alors
o(P4+H) = / (P(t)+ H(1)) dt = $(P)+3 / (P(t))* H(t)dt + / (BP(t)(H (1) + (H(£)))dt
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avec H — 3f01(P(t))2H(t)dt linéaire et

/0 BP(H()? + <H<t>>3>dt] < || (3 / Pt + IIHH) — o|H])-

| H|—0

D’ou ¢ est différentiable en P et
1
VH € B, dg(P)(H) = 3 / (P(O)2H (t)dt.
0

]

Exercice. On considére (z1,41), ..., (Zn, yn) des points du plan R? avec les x; distincts. Mon-
trer qu’il existe A, pg € R tels que

n n

20\0%’ + po — yi)° = ,\r%ler]ﬁ - (A + p— :)%.

(Az;+p—1y;)% Alors f est admet des dérivées partielles
1

Démonstration. On note f(\, pu) =

(2

g()\a n) = 2;%’(}\% = y) = 2)\;%2 + 2#;% — 2;%%

n

et

a n n n
%(Av ) = QZ()\% +u—yi) = QAZ%’ + 2np — 22%-
=1 =1 =1

On suppose que (Ao, fo) est un minimiseur de la fonction f. Alors, comme f est de classe
C', (o, po) est un point critique de f :

0 0
Q) =0 = 5 (2.

On obtient alors le systéme

2

STy = AopLxi + o
=1 i=1

DY o= Aoy_x; + npg
=

=1

n
X
=1

Qui se réécrit matriciellement

i=1 _ i=1 i=1 ( Ao ) —. A( Ao )



Avec

det(A) = anQ — (Zx) = |1, DI @1, oo ) )P = (1, 1), (21, ooy )2 > 0

d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz et car les x; sont distincts.
Ainsi le systéme précédent admet une unique solution (Ao, ).
De plus, pour tout o, 5 € R, on a

n

(X0 + o, o+ B) — f(Ao, o) = Z (Mo + @)z + po + B —y:)* — (Mo + po — 1i)?)

i=1

_Z 2)\0‘1”@)5131+2M0+5—2%)(0@z+5 _Zaxz+6
=1
apres utilisation des relations vérifiées par \g et pg, avec égalité si et seulement si o = =0
ou x; = —g pour tout i € [1,n] ce qui est exclu. Par conséquent (Ao, i9) est un minimiseur
de f. O]



Question de cours. Montrer que la composée de deux applications différentiables est dif-
férentiable et exprimer la différentielle de la composée.

Réponse. Soit U ouvert de R™, V ouvert de R", f : U — V et g : V — RP? différentiables.
Alors go f: U — RP est différentiable et pour tout x € U,

d(go f)(x) = dg(f(x)) o df (x).

Démonstration. Soit x € U, alors, comme f est différentiable en x, on a

f(x+h) f(@) +df (x)(h) + o(([]])

[l =0

Puis g est différentiable en f(z) donc

g(f(z) + 1) 9(f (@) + dg(f (2))(I') + o([|W'[])

IA1|—0

Ainsi
S+ ) = gF@)+ A +of])
= g(f(x)) +dg(f (x))(df (x)(h) + o([|l])) + o([|df (z)(h) + oA}
= 9(f(x)) +dg(f(x))(df (x)(h)) + o([|]])
Ainsi g o f est différentiable en x et d(g o f)(x) = dg(f(z)) o df (). O

Exercice. Déterminer les points critiques de la fonction

I R* — R
C(zy) — 2t 4yt =20z —y)n

Montrer que 'un des points critiques n’est pas un extremum.

Démonstration. Détermination des points critiques Soit (z,y) € R? point critique de f :

_9f
- Ox

0 (a:,y):4a:3—4(a:—y),02a—f(x,y) = 4y® + 4z —y)

oy

Ainsi, par résolution du systéme,
(ZL‘, y) S {(07 0)7 (\/_7 _\/5)7 (_\/E’ \/5)}

Etude de (0,0) : On a, pour x au voisinage de 0,

flz,x) =22* >0

et

flz,—x) = 22" — 82 = —22%(4 — 2*) < 0
Donc (0,0) n’est pas un extremum de la fonction f. 0
Exercice. Soit n € N* et ||-|| une matricielle sur M, (R).
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1. Montrer que la fonction exponentielle exp : M,,(R) — GL,(R) est différentiable en la

matrice nulle 0 € M, (R) et déterminer d(exp)(0).

M,(R) — M,(R)
A — Ak

sur M, (R) de différentielle donnée par, pour tout A, H € M, (R),

2. Pour k£ € N*, on note . Montrer que ¢y est différentiable

dpp(A)(H)= ) AHA.
0<i,j<k—1
itj=k—1

3. En déduire que la fonction exponentielle matricielle est différentiable sur M, (R) et
déterminer sa différentielle.
Indication : On pourra utiliser le théoréme suivant.

Théoréme. Soit ) ¢ une série d’applications différentiables ¢, : R™ — RP telle que la
série des applications linéaires Y d¢y, converge uniformément sur tout compact de R™ alors

+o0 +00
la fonction somme ¢ = ¢y, est différentiable sur R™ de différentielle dp = > doy.
k=0 k=0

Démonstration.
1. Soit H € M, (R), alors

H* H*
k=0 k=2

Avec I, = exp(O) et [H — H]| = idy, ) linéaire sur M, (R).

De plus, comme ||| est une norme matricielle sur M, (R), on a

z{:‘ EE:HffH — Il g —1

Puis par développement limité de ’exponentielle réelle et en manipulant des o matri-

ciels, on obtient que
(I|1H
Z KU oo l

Par conséquent exp est différentiable en 0 et dexp(0) = id, (w)-

+°°H‘“ \H"H

k=2

2. Soit A € M, (R). On montre par récurrence sur k € N* la propriété

P(k):pu(A+H) = A4 Y AHA +o(|H|)
| H||—0 0<ij<k-1
itj=k—

— Pour £ =1 on a directement

¢1(A+H):A+HHHT 0A+H+0(||HH)



— On suppose le résultat vrai au rang k£ € N*, alors
VH € M,(K),(A+ )" = (A+ H)*(A+ H) = pp(A+ H)(A+ H)

Donc par hypothése de récurrence

(A+ H)H = AP+ S ATHA +o(||H]|) | (A+ H)
|| HI[—0 0<i,j<k—1
itj=k—1
= AL AP+ S AHATTY 4+ ST ATHAYH + o(||H|)
0<14,j<k—1 0<14,j<k—1
itj=k—1 ] ifrj=k'71 ) )
AR 4 AR AY + 3 ATHAI + > A'HAH + o(||H||)
0<i<k—1,1<j<k 0<i,j<k—1
' ' i+j=k ' ) itj=k—1
= A4 X AHA+ Y AHAH+o(|H|)
0<4,5<k 0<i,j<k—1
i+j=k itj=k—1

avec, comme R est un anneau commutatif,

SooAapaH| < Y A EAH|< > AT H| = =P EA

0<i,j<k—1 0<i,j<k—1 0<i,j<k—1
i+j=k—1 i+j=k—1 i+j=k—1
Ainsi
ST AHAH — of|H])
= lH]—0
0<i,5<k—1
itj=k—1

Finalement on a bien

Pk+1): op(A+H) = A4 § ATHAY 4 o||H||)
|| H|—0 0T
itj=k

Ce qui achéve la récurrence.
Par conséquent ¢y, est différentiable en A de différentielle donnée par

VH € My(R),dpy(A)(H) = Y AHA.
0<i,j<k—1
itj=k—1
. Comme @y = I,, constante, dpy(A) = 0.
Ainsi, pour tout k € N,

VH € My(R), |[dex(A)(H)|| < Y |AHA| < Y A H| = k(A" H]|
0<i,j<k—1 0<i,j<k—1
i+j=k—1 itj=k—1

Donc dpy(A) est continue (automatique car linéaire en dimension finie) et sa norme
d’opérateur vérifie

ldeor(A)| < k|l A]"
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Par conséquent ¢, := % est également différentiable en A et sa différentielle vérifie

_ lden( )l _ A1
Jaou(A)] = L < 5

Ainsi la série d’applications linéaires » | d¢y de M, (R) dans L(M,,(R)) est normalement,
convergente sur tout compact de M,(R), donc uniformément convergente sur tout
compact de M, (R).
Or M,(R) et L(M,(R)) sont des espaces vectoriels de dimension finie.
Ainsi, d’apreés le théoréme, la fonction somme exp = > ¢y, est différentiable sur M, (R)
et
+00 1 ' A
VA € M,(R),YH € M,(R),dexp(A)(H) = Zy > AHA

k=1"" \ 0<i,j<k—1
i+j=k—1
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