Question de cours. Soit F un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de
E. Quelles relations a-t-on entre F' et (F L)L.

Réponse. On a F' C (F l)L. De plus si F' et F* sont supplémentaires alors on a égalité.

Démonstration. Soit x € F. Montrons que x € (FL)L. Soit y € F*. Alors, comme z € F,
(z,y) = 0. On a donc bien z € (FL)L.
On suppose de plus que F et F sont supplémentaires : £ = F & F+. Soit o € (F l)L. Alors

r=y+z
avec y € F et z € F+. Donc
(z,2) =(x,2) — (y,2) =0—0.
Par conséquent z = 0 puis x =y € F. ]

Exercice. ** Soit (£, ||-||) un espace vectoriel normé réel vérifiant l'identité du parallélo-
gramme :
o,y € B, llz +yl”* + e —ylI” = 2()al* + |y

Le but de 'exercice est de montrer que 'application suivante définie un produit scalaire :

ExE — R

P ) v Yzl - e —wl?)

Soit z,y € E. Montrer que f(2z,y) = 2f(z,y).

Soit x1, o,y € E. Montrer que f(x1 + z2,y) = f(x1,v) + f(22,9).

En déduire que f(nz,y) = nf(z,y) pour tout n € N puis pour tout n € Z.
En déduire que f(A\x,y) = Af(x,y) pour tout A € Q puis pour tout A € R.

ARl S

Conclure que f définit un produit scalaire sur E.

Démonstration. L’application f est symétrique définie positive. Il reste & montrer la caractére
bilinéaire. Soit z,y € E. Alors, par identité du parallélogramme appliquée & x et x + v,

2 2 2 2
122 +ylI” + I=ylI” = 2=l + ll= + y[I"),

etaxrxety—x
2 2 2 2
Iyl + 1122 = ylI™ = 2(ll=[]” + [ly — «[")-

Ainsi

2 (e +yl” = llz = yl*)) = 2f (2. y).

RS

1
f2z,y) = § (I22 +ylI* = |22 — ") =

Soit x1,x9 € F, alors

f@ny) + f(@2,y) =~ (lor +yl* = o = yl® + w2 + 9l = |22 — y]?)

AN,



2 2 2 2
(o1 +ylI® + ez + ylI* = (lo1 =yl + |22 — y|I*))

1 =

1
=3 (lzy + 22 4+ 2y[° + loy — 22))* = (Jla1 + 22 — 2y)1* + |21 — 22]%))
1
=3 (Hxl + 29 + 2yH2 — ||z1 + 22 — 2y||2)
_1 Ty + X2 2_ $1+562_ 2
9 2 2 4

2 9

On en déduit donc par récurrence sur n € N,

flna,y) =nf(z,y).

=2f (xl T y> = f(x1 + 22,9).

Puis
f(x,y) - f(x,y) + f(_x7y> - f(—x,y) = f(oay) - f(—x,y) - _f(_l”y)'

Ainsi
Donc, pour tout n € Z,

f(nz,y) = nf(z,y).

Puis, pour ¢ = 7+, on a

flgz,y) = f (n%y> =nf (%y> = %f(rc,y) = qf(z,y),

avec Pantépénultieme égalité justifiée par f(z,y) = f (mZ,y) =mf (£,y).
Il ne reste plus qu’a justiifer la continuité de f pour pouvoir conclure, en utilisant la densité
de Q dans R, que

VYA ER, f(Ax,y) = Af(x,y).

En effet on a f continue car

(Cltll + lh* = Clzll = lyID®) = llz [l Iyl -

|

(lz +ylI* = llz — ) <

A

flz,y) =

Exercice. *** Calculer inf [} (tIn(t) —a — bt)* dt.
xercice Calculer - Jo (tIn(t) —a — bt)

Démonstration. On note f(t) = tIn(t). On cherche a déterminer d(f, R,[X]) avec d la dis-
tance sur C°([0, 1]) induite par le produit scalaire

<f17f2>:/0 f1(t) fo(t)dt.
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Or (1,t) forme une base de R;[X]. On 'orthonormalise par le procédé de Gram-Schmidt. On
considere e; = 1 et ey = idp 1] — Ae; € Ry[X] tel que (ez,e1) =0 ie.

1 1
/(t—)\)xldtzo,i.e.)\:/tdt:_
0 0

Donc (e, e2) est une base orthogonale de R;[X] que I'on normalise en la base orthonormale

(v1,v9) avec vy = ”2” =e; et
e idioq — % — 1
2T ||62|| B 1[071] 122 = V12(idp — 5)'
? fo (t B 5) dt
Ainsi, comme R [X] est un sous-espace vectoriel de dimension finie,
(f?Rl - Hf pR1[X}(f)H
avec
! ! — 1 — 1
pRl[X](f) = <f, U1>U1 + <f, U2>’U2 = / tln(t)dt—i—/ tln(t) 12 (t — 5) dtv12 (id[gJ] — 5) s
0 0
avec, par intégrations par parties,
! 21 Tt 1
/ tin(t)dt = {—ln } ——dt =0—-0-— / —dt = ——,
1 1431 142 1
/ t*In(t)dt = { } ——dt =0-0— [ —dt=—=
0 0 0o 3 9
ot 1 1 1 1
¢ 3 1 2 2
tIn(t)%dt = | = In(t)? —/—21 t—dt:——/t21 t)dt = —.
[ empa = | Smer| - [ Somoga =3 [ emom - 2
Ainsi, aprés calculs, on obtient pg,(x] puis d(f, R;[X]). O



Question de cours. Enoncer et démontrer I'inégalité de Bessel.

Réponse. Soit £ un espace préhilbertien réel, (eq, ..., e,) une famille orthonormale de vec-
teurs de E et x € E. Alors

n

> (e < |l

i=1

n

Démonstration. On considére F' = Vect(ey,...,e,) et y = > (x,e;)e; € F. Alors, pour tout
i=1
j € [1,n],
<(L’ - Y, 6j> - <‘r76j> - <y7€j> =0.
Donc x — y € F*, d’oi1, par théoréme de Pythagore,

n

2 2 2 2
1 = llyll* + [l = yl* = lyl* = Y (x,e)™.
i=1

De plus, le cas d’égalité a lieu si et seulement si x =y, i.e. x € F. O

Exercice. ** On considére E = C°([0,1],R), a = (an)nen € RY et, pour f,g € E,

5(7.0) = 3 5 Flan)olan).

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ définisse un produit scalaire sur E.

Démonstration. L’application ¢ est bien définie, bilinéaire, symétrique et positive. Soit f € F
tel que

+oo
0= 6(7.) = Yo Flan)”
n=0
Alors
Vn €N, f(a,) = 0.

Ainsi, si (a,)nen est dense dans [0, 1], alors f = 0. Dans ce cas ¢ est définie ce qui montre
que ¢ est un produit scalaire.
Réciproquement on suppose que (a,)neny n’est pas dense dans [0, 1]. Alors il existe un inter-
valle I C [0, 1] tel que

VneNa, ¢ 1.

On considére f : [0, 1] — R continue non nulle telle que
Ve € [0,1]\I, f(z) = 0.

Alors
o(f, f) = 0.

Ainsi ¢ n’est pas définie, donc n’est pas un produit scalaire sur E. n



Exercice. ** Soit w : [a,b] C R — R’ continue et ' = R[X] muni du produit scalaire

(P.Q) = / PHQ(t)w(t)dt.

1. Montrer qu'il existe une famille (P,),en € EY formée de vecteurs deux a deux ortho-
gonaux de dégré n et unitaires.

2. Soit n > 2. Montrer que P,,; — X P, est orthogonal a R,,_»[X].
3. En déduire que pour tout n € N*, il existe a,, b, € R tel que

Pn+1 = (X + an)Pn + ann—l-

Démonstration.

1. On construit la famille (P,),en de maniére itérative. On considére Py = 1. Alors P, est
de degré 0 et unitaire. On suppose avoir construit (Pg)o<k<n. On suppose qu’il existe
P,i1 € E de degré n + 1 unitaire et orthogonal a tous les P, pour k € [0,n]. Alors il
existe @ € R, [X] tel que

Py =X""1 4 Q.

Or (Pg)o<k<n forme une base de R,,[X], donc il existe (ax)o<k<n € R" tel que

Q = ZakPk
k=0

De plus, pour tout k € [0, n],

0= <Pn+17pk> = <Xn+1ypk> + Za’j<Pj7P]€> = <Xn+1apk> + ak<Pk7Pk>

j=0

D’ou nécessairement

Pn+1 _ Xn+1 . Z <Xn+17 Pk>
(P, Pr)
Réciproquement P"*! défini par cette formule convient.

2. Soit ) € R,,_5[X]. Alors, par raisonnement sur les degrés,

(Poi1— XP,,Q) =(Py11,Q) — (XP,,Q)=0—(P,, XQ) = 0.

D’ou
Py — XP, € R, 5[X]*.
3. Le polynoéme P, 1 — X P, est degré n car P, et P, sont unitaires et de degrés respectifs

n n + 1. Donc, comme (Py)o<k<, est une base de R, [X], il existe (cx)o<k<n € R" tel
que

Pn+1_Xpn:ZCkPk-

k=0



Or P,,1 — XP, € R, »[X]*, donc, pour tout k € [0,n — 2], ¢x = 0. Ainsi
Pn+1 —XP,=c,Pyt Py = a, Py + ann—l'

Par conséquent
Pn+1 = (X + an)Pn + ann—1~



Question de cours. Enoncer et démontrer 1’égalité de Parseval-Bessel.

Réponse. Soit F un espace préhilbertien réel, (e,)neny une famille orthonormale totale et
r € E. Alors la série (., e,)? converge et

+o00
2
D wen)’ = z)*
n=0
N
Démonstration. On considére yy = > (x,e,)e, = pry (). Donc, par théoréme de Pytha-
gore, =0
N
2 2 2 2
2[* = lle = ywl* + llyuw* = lz —unl® + D (@, en)”
n=0

Or la suite (ey)nen est totale, donc, pour € € RY, il existe z € Vect(e,,n € N) tel que
|z —z|| <e.
On note Ny = Ny(z) € N tel que z € Vect(e,,0 <n < Ny). Ainsi, pour tout N > N,
|lx —yn|| = d(z, Vect(e,,0 <n < N)) <d(z,Vect(e,,0 <n < Np)) < |lz—z| <e.
Donc
e —unll 0.
Par conséquent, en passant a la limite dans ’égalité précédente, on obtient

—+00

Izl =D (x, ea)?.

n=0

]

Exercice. Soit p,n € N tel que p < n. On munit R” = M, ;(R) du produit scalaire usuel.
On considére A € M, ,(R) de rang p et B € M, ;(R).

1. Montrer qu’il existe un unique X, € M, (R) tel que

|AX, — B| = inf |AX - B|.
XeMp1(R)

2. Montrer que X est I'unique solution de I’équation
'AAX = 'AB

d’inconnue X € M,;(R).

3. En déduire

inf (¢ +y—1°"+@—y)’+Q2r+y+2)7).
z7y

Démonstration.



1. Im(A) est un sous-espace vectoriel de dimension finie p de M, ;(R). Donc

inf IAX — BJ| = d(B, Im(A))

XeM,1 (R
est atteint en un AXy € I'm(A). De plus I'application linéaire
X e M,1(R) — AX € Im(A)

est injective par égalité des dimensions car A est de rang p. Par conséquent X, est
unique.

2. On a AXy = prmay(B), ie.
VZ € Im(A),AXy— B L Z,
ie.
\V/X S MpJ(R), <AXO - B,AX> - 0,

i.e.

VX € M,1(R), ({AAX, — 'AB, X) =0,
ie. "YAAX) = 'AB et de facon unique.

3. On pose
1 1 1
A= 1 -1 |,B= 0
2 1 —2

Alors rg(A) =2 et

inf ((z4+y—1°+ @@ —y)’+ Q2 +y+2)°)

z,yeR
r+y—1 . 2
= inf x—y = inf A< )+B
PN 9 4y + 2 myek Y
Donc cette borne inférieure est atteint en un unique A < zo ) avec ( io > solution
0 0
de
6 2 T\ T\ (3
(23)(5)=(5)=a= ()
D’ou

()-(3) (3w )(2)-(F)



Exercice. ** On considére £ = C°([—1,1],R) muni du produit scalaire usuel (-,-) définie
par

1
V.9 E(g) = [ ot
-1
On considére également le sous-espace vectoriel F' = {f € E, f(0) = 0}. Déterminer F*.

Démonstration. Soit g € F-. Alors

VieF.0=(f.g) = / gt

On considére, pour n € N*, f,, € F' définie par

g(t) site |- 1,1]\[—%,1]
falt) = (—%) nt sitée %,O]
(%) site |0, H
Ainsi , .
lo = full = [ Jot v (=3 )l art [ oty o (5 ) ] ar
avec

1 o 11
dt < - tdt 0
_Mm<nﬁén ) MH( +%);z)
0 1
L/ g@)+g(——>nt
_ n

1
Hg anl — 0.

n—-+00

[}ww@a—o

[ awrde= [ g@io0) - fulenar < gl llg = fully ~ 0

1 1

1
/0

et de méme

g@)—g(%>nt

dt — 0.

n—-+4o0o

Donc

Or, pour tout n € N,

Donc

Par conséquent ||g||, = 0, puis par continuité de g, g = 0. Ainsi G+ = 0. O]



