
Question de cours. Enoncer et démontrer la formule de la chaîne pour les dérivées partielles
d’une composée.

Exercice. On note S la sphère unité de Rn. Soit f : Rn −→ R différentiable telle que f|S
soit constante. Montrer qu’il existe x0 ∈ B(0, 1) tel que df(x0) = 0.

Exercice. Soit E un espace vectoriel euclidien, [a, b] ⊂ R et f : [a, b] −→ E tels que∥∥∥∥∫ b

a

f(t)dt

∥∥∥∥ =

∫ b

a

‖f(t)‖ dt

On considère u := 1∫ b
a ‖f(t)‖dt

∫ b
a
f(t)dt ∈ E et, pour tout t ∈ [a, b],

f(t) = α(t)u+ v(t)

la décomposition de f(t) dans la décomposition E = V ect(u)
⊥⊕
(V ect(u))⊥.

Montrer que, pour tout t ∈ [a, b], f(t) = ‖f(t)‖u.

Exercice. Soit U un ouvert du plan complexe C que l’on identifie à R2. On considère
f : U −→ C, u = Re(f) et v = Im(f). On dit que f est holomorphe sur U si f est
continûment dérivable sur U , i.e.

∀z ∈ U, lim
h→0

f(z + h)− f(z)
h

= f ′(z) ∈ C

et f ′ est continue sur U .
1. Montrer que f est holomorphe sur U si et seulement si u et v sont de classe C1 sur U

et vérifient les conditions de Cauchy

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x

2. Montrer que si f est holomorphe et u, v de classe C2 alors u et v sont harmoniques i.e.

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
=
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0
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Question de cours. Montrer qu’un point extremal d’une application différentiable est un
point critique de cette application.

Exercice. Soit E l’espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles sur [0, 1] muni de la
norme uniforme et

φ :
E −→ R
P 7−→

∫ 1

0
(P (t))3dt.

Montrer que φ est différentiable sur E et déterminer sa différentielle en tout point.

Exercice. Soit E un espace préhilbertien réel et on note ‖·‖ la norme associée au produit
scalaire 〈·, ·〉.

1. Soit x, y ∈ E. Montrer que

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2).

2. Montrer qu’il n’existe aucun produit scalaire sur C([0, 1]) dont la norme associée est
‖·‖∞.

3. Même question avec la norme ‖·‖1.

Exercice. On considère (x1, y1), ..., (xn, yn) des points du plan R2 avec les xi distincts. Mon-
trer qu’il existe λ0, µ0 ∈ R tels que

n∑
i=1

(λ0xi + µ0 − yi)2 = min
λ,µ∈R

n∑
i=1

(λxi + µ− yi)2.
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Question de cours. Montrer que la composée de deux applications différentiables est dif-
férentiable et exprimer la différentielle de la composée.

Exercice. Déterminer les points critiques de la fonction

f :
R2 −→ R

(x, y) 7−→ x4 + y4 − 2(x− y)2.

Montrer que l’un des points critiques n’est pas un extremum.

Exercice. On considère E = C0([0, 1],R), a = (an)n∈N ∈ RN et, pour f, g ∈ E,

φ(f, g) =
+∞∑
n=0

1

2n
f(an)g(an).

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que φ définisse un produit scalaire sur E.

Exercice. Soit n ∈ N∗ et ‖·‖ une matricielle sur Mn(R).
1. Montrer que la fonction exponentielle exp :Mn(R) −→ GLn(R) est différentiable en la

matrice nulle 0 ∈Mn(R) et déterminer d(exp)(0).

2. Pour k ∈ N∗, on note ϕk :
Mn(R) 7−→ Mn(R)

A 7−→ Ak
. Montrer que ϕk est différentiable

sur Mn(R) de différentielle donnée par, pour tout A,H ∈Mn(R),

dϕk(A)(H) =
∑

0≤i,j≤k−1
i+j=k−1

AiHAj.

3. En déduire que la fonction exponentielle matricielle est différentiable sur Mn(R) et
déterminer sa différentielle.
Indication : On pourra utiliser le théorème suivant.

Théorème. Soit
∑
φk une série d’applications différentiables φk : Rm −→ Rp telle que la

série des applications linéaires
∑
dφk converge uniformément sur tout compact de Rm alors

la fonction somme φ =
+∞∑
k=0

φk est différentiable sur Rm de différentielle dφ =
+∞∑
k=0

dφk.
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