Question de cours. Enoncer et démontrer la formule de la chaine pour les dérivées partielles
d’une composée.

Réponse. Soit U ouvert de R™, V ouvert de R", f : U — V et g : V — RP? différentiables.
Alors go f admet des dérivées partielles données par, pour tout € U,i € [1,m] et k € [1, p],

8 agk 8f J
8@ Z 0y] B:EZ ().

Démonstration. Soit x € U. La composée g o f est différentiable en x de différentielle
d(go [)(x) = dg(f(x)) o df (z)
Ainsi, en passant a la matrice jacobienne,

Jac(g o f)(x) = Jac(g)(f(x)) x Jac(f)(z)
D’ow, pour i € [1,m] et k € [1,p],

go Nk, .~~~ df
R () _;a_%(f(x))axz( x).

]

Exercice. On note S la sphere unité de R™. Soit f : R® — R différentiable telle que f|s
soit constante. Montrer qu’il existe zq € B(0,1) tel que df (xy) = 0.

Démonstration. La fonction f est continue sur le compacte B(0, 1), donc, par le théoréme
des bornes atteintes, il existe g, x; € B(0,1) tel que

f(xo) = min f(z) =-met f(z1) = max f(z) =M

z€B(0,1) z€B(0,1)

Sim = M alors f est constante sur B(0,1), donc df (z) = 0 pour tout z € B(0,1).

Sinon m < M, donc, comme f est constante S, zy ou x; n’est pas dans S. Supposons par
exemple xo ¢ S. Alors zp € B(0,1). Donc z est un point critique de f différentiable, d’ou
df (zo) = 0. O

Exercice. Soit F un espace vectoriel euclidien, [a,b] C R et f : [a,b] — E tels que

/f dtH /Hf )| dt

On considére u : = Piroia ”f T f f(t)dt € E et, pour tout t € [a, b],

f(t) = a(t)u+v(t)

L
la décomposition de f(¢) dans la décomposition E = Vect(u)@(Vect(u))*.

Montrer que, pour tout t € [a,b], f(t) = || f(¢)] u.
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Démonstration. Par théoréme de Pythagore, on a
vt € [a,0], [ F(O1” = a(®)? Jul® + o@)]* = a@)® + [o@)]* = a(t)?

D'ou ||f]| > «.
De plus, on a f;v(t)dt € Vect(u)t car, par linéarité de l'intégration et v(t) € Vect(u)*,

ml%@mzlww@m:o

Ainsi, de I'égalité

/abe(t)Hdtu:/abf(t)dt:/aba(t)dtu+/abv(t)dt

| S S S
eVect(u) eVect(u)

On en déduit, par somme directe,

[is@na= [ awa. [vea=o

Ainsi || f|] — « est une fonction positive d’intégrale nulle. Par conséquent a = || f|| puis v = 0
d’apres 'égalité du théoréme de Pythagore par exemple, ce qui donne finalement

vt € [a, b, f(t) = [l F()] w
O

Exercice. Soit U un ouvert du plan complexe C que l'on identifie & R% On considére
f:U — C, u= Re(f) e¢t v =1Im(f). On dit que f est holomorphe sur U si f est
continiment dérivable sur U, i.e.

w€aﬁgg+2_ﬂ@=f@ec

et f’ est continue sur U.

1. Montrer que f est holomorphe sur U si et seulement si u et v sont de classe C* sur U
et vérifient les conditions de Cauchy

ou_ v ou__ o
or Oy’ oy Oz

2. Montrer que si f est holomorphe et u,v de classe C? alors u et v sont harmoniques i.e.

0’u  0%u _ *v 0% _

0x? * oy?  0x? * oy? 0

Démonstration.



1. Sens direct : On suppose f holomorphe sur U. Soit z = x + iy € U. Alors
f+s)=fG) . fla+s+iy) = flatiy) _Of

£ =t 2T : oy
De méme
o) i EH D = IE) o fatilys) = fati) _of
50 is 50 s Oy
De plus
of ou OV af 0u Ov

Donc, par identification des parties réelles et imaginaires, les dérivées partielles de u
et v sont continues, ainsi v et v sont de classe C*, et

ou ov ou ov
%(-ﬂjay) - a_y(xay)a a_y(l'ay) - _%CU?Z/)

Sens indirect : Réciproquement on suppose que u et v soient de classe C! et vérifient
les conditions de Cauchy. Soit z = x + iy € U. Or 'application f est différentiable en
(z,y), donc

flatsy+0) = Fy) = diy)s1+ ol 0])

= sdf (z,y)(1,0) + tdf (z,y)(0,1) + o(||(s, 1) )
0
= sl (@) + 5 ) + o5,
Or, d’aprés les conditions de Cauchy, on a

0 0
e =i @)

Donc
8f

Flot s,y +0) = Fa) =, 59 (@) it (z,) + ol (s, 1)])

=(s+ Zt)%

flz+h)—f(z) _ Of
h h—>08x( Y)

Donc f est dérivable en z et f'(z) = %f(x, y), d’ott z — f’(2) est continue car u et v
de classe C'. Par conséquent f est holomorphe.

(x,y) + o(|s +it])

Ainsi

2. On a, d’aprés la question précédente et le lemme de Schwarz sur les dérivées partielles,

Pu 0 O0u 0O Ov 0 Ov 9%u

912~ drdx  dxdy Oydr Oy

D’ou u est harmonique. On montre de méme que v est harmonique.



Question de cours. Montrer qu'un point extremal d’une application différentiable est un
point critique de cette application.

Démonstration. Soit U ouvert de R™ et f : U — R™ différentiable. On consdiére x € U un
maximisant de f.
Alors, pour tout h € R,

d h) = li <
Foh) = lig = — =0
et L
@) (h) = tim LEE =@
t—0~ t
Ainsi df (x)(h) = 0 puis df (z) = 0, i.e. x est un point critique de f. O

Exercice. Soit E 'espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles sur [0, 1] muni de la

norme uniforme et
EF — R

P — [(P(t)dt.

Montrer que ¢ est différentiable sur E et déterminer sa différentielle en tout point.

o

Démonstration. Soit P, H € E. Alors
o(P+H) = / (P(t)+ H(1)) dt = $(P)+3 / (P(t) H(t)dt + / (BP(t)(H (1)) + (H(£)))di
avec H — 3 fol(P(t))zH(t)dt linéaire et

IH[—0

/ <3P<t><H<t>>2+<H<t>>3>dt]s||H||2 (3 / |P<t>|dt+||H||) — o(|H]).

D’ou ¢ est différentiable en P et
1
VHeE@mmuﬂzg/XP@VH@ﬁ.
0

]

Exercice. Soit £ un espace préhilbertien réel et on note ||-|| la norme associée au produit
scalaire (-, ).

1. Soit z,y € E. Montrer que
2 2 2 2
e+ yl” + [z — ylI” = 2(=]" + [[y[I")-

2. Montrer qu’il n’existe aucun produit scalaire sur C([0, 1]) dont la norme associée est
[l oe

3. Méme question avec la norme ||-||,.



Démonstration.

1. On a
lz+yll” = (@ +y.z+y) = [lz)*+ ylI* + 2(z, )
et
|z —ylI* = (z —y, 2 —y) = |z]* + [lyl|* — 2z, y).

D’otu, par sommation des égalités,
2 2 2 2
2 +yl” + [z —ylI” = 2(l=]" + [[y[I")-

2. On suppose par I'absurde que |||, est issue d’un produit scalaire (-,-). On considére
f=ridpy et g=—f+1. Alors

Donc, d’aprés la question précédente,
1+1=2(1+1)

ce qui n’est pas. Par conséquent ||-||_ n’est pas issue d’'un produit scalaire.

3. On suppose par 'absurde que ||-||; est issue d’un produit scalaire (-,-). On considére
les mémes fonctions f et g. Alors

1
1f+glly =1 Af =gl = Il = llglh = 5

Donc, d’aprés la question précédente,

IR
2 "\2 2
ce qui n’est pas. Par conséquent ||-||_, n’est pas issue d’'un produit scalaire.
]
Exercice. On considére (x1,y1), ..., (Tn, Yn) des points du plan R? avec les x; distincts. Mon-

trer qu’il existe g, pg € R tels que

n

> (Noxi + o — 1) gl}erﬁ;l(kxﬁu yi)™-

i=1

Démonstration. On note f(\, pu) =

(2

%(A, p) = Qixi()\a:i +p—y) = 2)\2":%2 + 2,uzn:x,- — QZn:xl-yi
=1 =1 =1 =1

(Az;+pu—vy;)% Alors f est admet des dérivées partielles
=1

et
a n n n
%(Aa ) = QZ()\%‘ +u—y) = 2)\2% + 2np — 22%-
i=1 i=1 i=1
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On suppose que (A, (o) est un minimiseur de la fonction f. Alors, comme f est de classe
C, (X0, o) est un point critique de f :

0 0
8{0\0,#0) 0= 8_;{(/\0’%)'

On obtient alors le systeme

inyi = Aon?Jrquxi
i= i=1 i=1

DY = Aoy_x; + npo

i=1 =1

n

= = = < Ao ) _ A( Ao >
Zyi Z% n Ho Ho

Avec

det(A) = anQ — (Zm) = |(L, ., DI |1, oo ) |P = (1, 1), (21, ooy )2 > 0

d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz et car les x; sont distincts.
Ainsi le systéme précédent admet une unique solution (Ao, ).
De plus, pour tout o, 5 € R, on a

n

fo+a,po+ B) — f(Xo, o) = Z (((/\0 + )i+ po + 8 — yi)? — (Nowi + 1o — ?Jz)Q)

=1

_Z 2)\0+a)xz+2ﬂo+ﬂ_Qyz)(axz_’_ﬁ _Zaxz—'—ﬁ
=1
apres utilisation des relations vérifiées par \g et pg, avec égalité si et seulement si o = =0
ou x; = —§ pour tout i € [1,n] ce qui est exclu. Par conséquent (Ao, o) est un minimiseur
de f. O]



Question de cours. Montrer que la composée de deux applications différentiables est dif-
férentiable et exprimer la différentielle de la composée.

Réponse. Soit U ouvert de R™, V ouvert de R", f : U — V et g : V — RP? différentiables.
Alors go f : U — RP est différentiable et pour tout =z € U,

d(go f)(x) = dg(f(x)) o df (x).

Démonstration. Soit x € U, alors, comme f est différentiable en x, on a

f(z+h) f(@) + df (z)(h) + o([A]])

[[2[|—0

Puis g est différentiable en f(x) donc

g(f(@)+ 1) = g(f(x))+dg(f())(R) + o(l|W[])

[A1|—0

Ainsi

g(f(x+n)) = g(f(x)+df(x)(h)+o(lll]))

|0
= g(f(x)) + dg(f (x))(df (x)(h) + o([[1]])) + ol[df (x) () + o([[RI)]])
= g(f (@) + dg(f(x))(df (x)(h)) + o(||Al])
Ainsi g o f est différentiable en x et d(g o f)(z) = dg(f(x)) o df (). O

Exercice. Déterminer les points critiques de la fonction

Iy R? — R
() — 2yt =2 —y)t

Montrer que 'un des points critiques n’est pas un extremum.

Démonstration. Détermination des points critiques Soit (x,y) € R? point critique de f :

0 0
a—i(fc,y) =42® —4(z —y),0 = 3—5(9:,1/) =4y’ + 4(z —y)

0:

Alinsi, par résolution du systéme,
(ZL‘, y) S {(07 0)7 (\/_7 _\/5)7 (_\/E’ \/5)}

Etude de (0,0) : On a, pour x au voisinage de 0,

flz,z) =22* >0

et
flz,—2) = 22" — 82 = —22%(4 — 2?) < 0

Donc (0,0) n’est pas un extremum de la fonction f. O



Exercice. On considére E = C°([0,1],R), a = (an)neny € RY et, pour f,g € E,

6(70) = o Flan)glas).

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ définisse un produit scalaire sur E.

Démonstration. L’application ¢ est bien définie, bilinéaire, symétrique et positive. Soit f € E

tel que
+o0

0= 6/, ) = 5 f (@)

Alors
Vn €N, f(a,) =0.

Ainsi, si (a,)nen est dense dans [0, 1], alors f = 0. Dans ce cas ¢ est définie ce qui montre
que ¢ est un produit scalaire.
Réciproquement on suppose que (a,)neny n’est pas dense dans [0, 1]. Alors il existe un inter-
valle I C [0, 1] tel que

Vn e N,a, ¢ 1.

On considére f : [0,1] — R continue non nulle telle que

Ve € [0, 1\], f(z) = 0.

Alors

o(f, f) =0.
Ainsi ¢ n’est pas définie, donc n’est pas un produit scalaire sur E. O
Exercice. Soit n € N* et ||-|| une matricielle sur M, (R).

1. Montrer que la fonction exponentielle exp : M,,(R) — GL,(R) est différentiable en la

matrice nulle 0 € M, (R) et déterminer d(exp)(0).

M,(R) — M,(R)
A — Ak

sur M, (R) de différentielle donnée par, pour tout A, H € M, (R),

2. Pour k£ € N*, on note ¢y : . Montrer que ¢y est différentiable

dop(A)(H) = >  A'HA,

0<i,j<k—1
itj=k—1

3. En déduire que la fonction exponentielle matricielle est différentiable sur M, (R) et
déterminer sa différentielle.
Indication : On pourra utiliser le théoréme suivant.

Théoréme. Soit > ¢, une série d’applications différentiables ¢ : R™ — RP telle que la
série des applications linéaires ) d¢y, converge uniformément sur tout compact de R™ alors

+00 +oo
la fonction somme ¢ = ) ¢y est différentiable sur R™ de différentielle dp = > dgy.
k=0 k=0



Démonstration.
1. Soit H € M,,(R), alors

H* H
exp(0+ H) = exp(H) = ZF = I”+H+Zﬂ

Avec I, = exp(O) et [H — H]| = idp, ) linéaire sur M, (R).
De plus, comme [|-|| est une norme matricielle sur M, (R), on a

fﬂk Z‘ ZHHH _ o — 1

k=2
Puis par développement limité de ’exponentielle réelle et en manipulant des o matri-

ciels, on obtient que
(I|1H
Z k! HH\HO )

Par conséquent exp est différentlable en 0 et dexp(0) = iday, (w).-

\H’“H

. Soit A € M,(R). On montre par récurrence sur k € N* la propriété

Pk): op(A+H) = A" § - A'HAT +o(||H])
|| H||—0 0<iThot
it+j=k—

— Pour £ = 1 on a directement

p1(A+H)=A+H = A+ H+o(|H|)
| H|—0

— On suppose le résultat vrai au rang k£ € N*, alors
VH € M,(K),(A+ H)" = (A+ H)*(A+ H) = pp(A+ H)(A+ H)

Donc par hypothése de récurrence

(A+ H)Ht = A+ S ATHA +o(||H]|) | (A+ H)
|H||—0 0<i,j<k—1
itj=k—1
= AL ARH 4SS AHA 4 S AHATH + o(||H)
0<i,j<k—1 0<i,j<k—1
itj=k—1 ) z"+j:k71 . '
= AL ARPHAY S AIHAI+ S AHAH +o(||H|)
0<i<k—1,1<5<k 0<i,j<k—1
‘ ' i+j=k ' ) i+j=k—1
= AL S AHA+ S ATHATH +o(||H|)
0<i,j<k 0<i,j<k—1
i+j=k i+j=k—1

avec, comme R est un anneau commutatif,

> AHAH|< Y |[AHAH| < D> IAITIHP = H|E(IAIFT

0<i,j<k—1 0<i,j<k—1 0<i,j<k—1
iti=k—1 iti=k—1 itj=k—1



Ainsi

§  AHA'H = o|H|)
veiosh |H |0
<i,j<k—1
i+j=k—1
Finalement on a bien
Plk+1):or(A+H) = A4 N" ATHA +o(]|H|)
|| H -0 0ciTek
i+j=Fk

Ce qui achéve la récurrence.
Par conséquent ¢y, est différentiable en A de différentielle donnée par

VH € M,(R),dpp(A)(H) = > AHA.
0<4,j<k—-1
itj=k—1

. Comme ¢y = I,, constante, dyy(A) = 0.
Ainsi, pour tout k € N,

VH € M,(R), [dop(A)H)| < > |JAHA| < > A H| =k AI*" | H]|
0<i,j<k—1 0<i,j<k—1
itj=k—1 itj=k—1

Donc dyy(A) est continue (automatique car linéaire en dimension finie) et sa norme
d’opérateur vérifie
k-1
lder (Al < k[ Af

Par conséquent ¢ := % est également différentiable en A et sa différentielle vérifie

ldee(A)] _ JAI*

Ainsi la série d’applications linéaires > d¢y, de M, (R) dans L(M,(R)) est normalement
convergente sur tout compact de M,(R), donc uniformément convergente sur tout
compact de M, (R).

Or M, (R) et L(M,(R)) sont des espaces vectoriels de dimension finie.

Ainsi, d’apres le théoréme, la fonction somme exp = > ¢ est différentiable sur M, (R)
et

“+oo
1 . .
VA € M,(R),YH € M,(R), dexp(A)(H) = Zy > AHA
k=1 \ 0<i,j<k—1

itj=k—1
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