Question de cours. Enoncer et démontrer la caractérisation matricielle des endomor-
phismes symétriques.

Réponse. Soit E un espace préhilbertien réel de dimension n € N* et u € L(E). Alors u est
symétrique si et seulement si sa matrice dans une base orthonormale de E est symétrique.

Démonstration. Soit b une base orthonormée de E et A = Maty(u) € M, (R).
Sens direct : On suppose que u est symétrique. Alors, pour tout i, 5 € [1,n],

Aji = (O Aribr, bj) = (u(bi), by) = (bi,ulby)) = (b, Y Awjbe) = Asj.
k=1 k=1

Donc A est symétrique.
Sens indirect : On suppose que A est symétrique. Soit z,y € E. Alors

(u(z),y) = (u (szbz) ,Zyjbj> = Ziﬁiij(bi)a bi),

avec, pour tout 7, j[1,n],

(u(bi), b;) = (O Awibk, b;) = Aji = Aij = (bi, u(by)).
k=1
D’ou (u(x),y) = (x,u(y)) ce qui montre que u est symétrique. O

Exercice. * Soit £ un espace vectoriel préhilbertien réel de dimension n et u un endomor-
phisme symétrique de E tel qu’il existe p € N* tel que u? = idp. Montrer que u? = idg.

Démonstration. D’aprés le théoréme spectral, la matrice D de u dans une base orthonormée
est diagonale. Comme u? = idg, on a DP = I,,. Ainsi les valeurs diagonales de D sont racines
de X? — 1, et réelles, donc appartiennent & {—1,1}. D’ou D? = I, puis u? = idg. O

Exercice. Soit E et I’ deux espaces vectoriels normés de dimension finie et (f,,)neny une
suite de fonctions continues de E dans F.

1. On suppose que (f,)nen converge uniformément sur E vers f. Soit € E et (2, )nen €
EN tels que z, — . Montrer que f,(z,) — f(z).
n—-+o0o

n—-+00
2. Montrer que le résultat précédent est faux si on suppose seulement la convergence
simple des f,.

Démonstration.

1. Comme ( f, )nen converge uniformément vers f la fonction f est continue. En particulier

en x = lim z,. Donc, pour € € RY, il existe § € R tel que
n——+0o0

VyeE |z —yll <0 = [If(z) - fy)ll <

N ™



De plus, par convergence uniforme, il existe N € N tel que

Vn > N,Vy € E, [ fuly) — fy)l <

DO ™

Or z, — =z, donc il existe N’ € N tel que
n—-+o0o

Vn > N' ||z — x| <.

Ainsi, en posant N” = max(N, N’), on obtient

Vn 2 N |[fa(zn) = f@)| < 1 falen) = flza)ll + 11/ (zn) = f(2)] < e
Par conséquent f,(z,) - f(x).
n—-+0oo
2. On considére E = F' = R et, pour tout n € N,

R — R
fo: 0 si z¢]0,1]
r > : 0.1

Alors (f,)nen converge simplement vers f = §y mais non uniformément.
On considére de plus, pour tout n € N*,

Alors z,, — 1 mais

n—-+o0o

O

Exercice. ** Soit M une matrice symétrique d’ordre n dont tous les coefficients sont positifs.

1. Montrer que 'on peut définir
o = Sup{<X7 MX>7X € R", ”X“ = 1}

et qu’il s’agit une valeur propre de M.

2. Montrer que M admet un vecteur propre a coordonnées toutes positives et associé a
une valeur propre positive.

Démonstration.

1. Soit X € R” de norme égale a 1. Par inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
[(MX, X)| < |MX|[|X]| < [ M| | X]]* = | M]

donc le supremum est bien défini.
Il est de plus atteint car I'application X — (M X, X) est continue et le supremum est
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fait sur le compact S(0,1) fermé bornée en dimension finie.
Comme pour toute valeur propre A de M, et tout vecteur propre unitaire X associé a
A, on a

(MX,X) =M\

On en déduit que « est plus grand que les valeurs propres de M. Il est de plus égal a une
valeur propre. En effet, soit (eq, ..., e,) une base orthonomée de vecteurs propres de M
(existe par théoréme spectral) et (A1, ..., \,) les valeurs propres associées commptées
avec multiplicité, ordonnées de la fagon suivante

n
Alors en considérant X = > x;e; de norme unitaire, on obtient
i=1

(MX,X) = ixixf < Alzn::c? = A1,
=1 i=1

avec égalité si et seulement si X est un vecteur propre de valeur propre A;.
Par conséquent o = ;.

. Pour X € R", on note | X]| le vecteur dont les coordonnées sont les valeurs absolues des
coordonnées du vecteur X. Soit X € F), (M) de norme unitaire, l'inégalité triangulaire
nous donne

0 < af = [(MX, X)| < (M[X],[X]) < a

car | X| reste de norme 1.
On en déduit
(M|X|,[X]) =«

et donc, par le cas d’égalité de la question précédente, | X| est un vecteur propre associé
a la valeur propre \; = a > 0.

O



Question de cours. Enoncer et démontrer le théoréeme spectral.

Réponse. Soit E un espace préhilbertien réel de dimension n € N* et u € L(FE) symétrique.
Alors u est diagonalisable dans une base orthonormale.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n € N*. Pour n = 1 le résultat est clair.
On suppose le résultat vrai dans les espaces de dimension n — 1. Comme u est symétrique
il admet une valeur propre A € R. En effet son polynéme caractéristique admet une racine
A € C, dong, si on note A la matrice de u dans une base de F, il existe x € C"\{0} tel que
Ax = Ax. Ainsi

A o = fow)T = NAx)T = "2’ AT = '2AT = 2XT = X)) ol
k=1 k=1

Donc A € R. On considére ensuite e; un vecteur propre unitaire associé¢ a A et H = (Rep)*.
Alors H est stable par u : pour tout z € H, on a

(u(@), e1) = (z,u(er)) = Mz, e1) = 0,

et v =y € L(H) est symétrique : pour tout x,y € H, on a

(v(z),y) = (u(2),y) = (z,uly)) = (z,0(y)).

De plus dim(H) = n—1, donc, par hypothése de récurrence, il existe une base orthonormale
(g, ...,e,) de H diagonalisant v. Par conséquent (eq, ..., e,) est une base orthonormale de F
diagonalisant w. O]

Exercice. Soit n € N* et M,,(R) muni d’une norme matricielle i.e.
VA, B € Mu(R), [AB|| < [[A[1B]] -

Soit A € M,,(R) et
11
]_W’W[ — M,(R)
k=1
1. Montrer que f est bien définie.

2. Montrer que f est de classe C! et vérifie
(I, — tA) f'(t) = A.
3. Dans le cas ot n = 1, déterminer f.

Démonstration.

. 11
1. Soit t € ] —TAT TAT [ Alors

t* ¢]* (A"
Z <0
k - k

avec |t] ||A]| < 1. Donc la série est convergente ce qui montre que f est bien définie.

Ak
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2. Pour tout k € N*, t — %Ak est de classe O de dérivée t — tF=1 A% De plus, pour
tout segment [a,b] C } —ﬁ, ”TH' [, on a

[¢F L AR|| < [¢* ] A]" < max(a, b)F AR
Donc

|51 A5 < max(a, b1 A¥,
[a,b]

avec Y max(a, b)k — 1A* convergente. Donc >~ ##~1 A* est une série de fonctions convergent

normalement sur tout segment de }—m, m [ Par conséquent, par théoréme dériva-

tion sous le signe somme, f est de classe C! et

vlte}—L L{ f’(t)—ft’“lA’“— ft’%k A
1AL AL B '

k=1 k=0
Or
+o00
(I, —tA) (Zt’“Ak> =1,
k=0
Donc

(I, —tA)f'(t) = A.

3. Dans le cas ot m = 1, on note A = a € R. Alors

Donc
f(t) = —1In(1 — ta).
Ainsi, dans le cas général, f est une généralisation du logarithme sur les matrices.
O

Exercice. ** Soit £ un espace préhilbertien réel de dimension n et u € L(E) symétrique
de trace nulle.

1. Montrer qu’il existe # € F non nul tel que (u(x),x) = 0.

2. En déduire qu’il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u a tous
ses coefficients diagonaux nuls.

Démonstration.

1. Or u est symétrique, donc, d’apreés le théoréme spectral, il existe une base orthonormée
(é1,...,e,) de E dans laquelle la matrice de u est diagonale. Ainsi, en notant Ay, ..., A,
les valeurs propres associés,

0=tr(u) = ZA = (e, uler)).

i=1
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Ainsi
n n

DO Jepule)) =Y Nilej,e) = Z)\i =0,

i=1 j=1 ij=1

avec x := y_e; # 0 car la famille est libre.

j=1
. On raisonne par récurrence sur la dimension n € N*. Pour n = 1 le résultat est clair. On
suppose le résultat vrai au rang n — 1 pour n > 2. On considére y = ﬁ, F =Vect(y)
et G = F*. Or dim(G) = n — 1, donc il existe une base orthonormée (ys, ..., y,) de
G. Ainsi la matrice symétrique de u dans la base (y,ys, ..., yn) s’écrit, comme u(y) €

Ft =@, ( 2 ; >, avec B € S,,_1(R). On considére v I'endomorphisme sur G' dont

la matrice dans la base (ya, ..., y,) est donnée par B. Alors tr(v) = tr(u) —0=10et v
est symétrique. Donc, par hypothése de récurrence, il existe une base orthonormée de
G dans laquelle la matrice de v est de coefficients diagonaux nuls. Par conséquent en
concaténant y avec cette base, on obtient une base orthonormée de E dans laquelle la
matrice de u est de diagonale de coefficients diagonaux nuls.
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Question de cours. Enoncer le théoréme de continuité sous le signe somme d’une série de
fonctions vectorielles.

Réponse. Soit E et F' deux espaces vectoriels normés de dimension finie et (f,,)neny une
suite de fonctions continues de E dans F' telle que »_ f,, converge uniformément sur tout
compact de E. Alors ) f,, est une fonction continue sur E.

Exercice. *** Soit n € N*. Le but de 'exercice est de montrer que 'application exp :
Sp(R) — ST (R) est un homéomorphisme, i.e. une application continue bijective de bijec-
tion réciproque continue.

1. Montrer que exp(S,(R)) C S;F"(R). On rappelle que

STH(R) = {A € S,(R),¥X € R"\{0}, ' XAX > 0}.

2. Montrer la continuité de exp sur M, (R). En déduire la continuité de exp sur S, (R).
3. Montrer la surjectivité de exp : S,(R) — S (R).
4. Soit A, A" € S, (R) tels que exp(A) = exp(A’).

(a) Montrer qu'il existe @ € R[X] tel que A = Q(exp(A4’)).

(b) En déduire que A et A’ sont co-orthodiagonalisables, i.e. orthodiagonalisable dans
la méme base orthonormée, puis que A = A’.

5. On considére (B,)yen = (exp(A,))peny € (Im(exp))N = (SFH(R))N tel que

B, — B =cxp(A) € Im(exp) = S} (R).

p——+00

(a) Montrer que (A,)pen est bornée pour la norme subordonnée ||-||,. On pourra
utiliser le résultat suivant :

VS € Su(R), ||S|ly, = max(Sp(S)) =: p(S) appelé rayon spectral.

(b) Montrer que (A,)yen admet une unique valeur d’adhérence.

En déduire que exp ' : SFH(R) — S, (R) est continue.

Démonstration.

Etape 1 : exp(S,(R)) C S+ (R)

Soit S € S, (R), alors, d’aprés le théoréme spectral, S est orthogonalement diagonalisable,
donc il existe P € O,(R) et (Aq,..., \n) € R™ tels que

S = PDiag(\, ..., \n) P~ = PDiag(\, ..., \,)" P.

Ainsi, par continuité et passage a la limite,

+oo
1
exp(S) = ZH(PDMQO‘M s \)P7Y* = Peap(Diag(\y, ..., \,))'P = PDiag(e™, ...,e*)" P,

k=0



Donc fexp(S) = exp(S), d’ou exp(S) C S,(R).
Puis pour X € R™\{0}, comme 'P € O,(R),

(X,exp(S)X) = ("PX, Diag(e™, ...,e*)'PX) = (Y, Diag(e™, ..., e*)Y)

en notant Y = PX # 0.
D’ou .
(X, exp(S)X) =Y eiy? > 0.
i=1
Ainsi exp(S) € S (R) ce qui montre que exp(S,(R)) C S (R).
Etape 2 : Continuité

La fonction exp est continue sur M, (R). En effet la série fonctionnelle > %Ak est norma-
lement convergente sur tout compact de M,(R) et les fonctions A — L A* sont continues
sur M, (R). Donc, par restriction, exp : S, (R) — S (R) est également continue.

Etape 2 : Surjectivité de exp : S,(R) — S (R)

Soit B € S (R), alors, par théoréme spectral, il existe P € O,(R) et (g1, ..., 1) € (R%)"
tels que

B = PDiag(uy, ..., pin)" P.

Or exp : R — R est bijectif, donc Vi € [1,n],3N\; € R, e = ;.
On considére donc

S = PDiag(A1, ..., An) P
pour avoir S € S, (R) et exp(S) = B ce qui montre la surjectivité de exp : S, (R) — S (R).
Etape 3 : Injectivité de exp : S, (R) — S} (R)
Soit (A4, A) € (S,(R))? tel que exp(A) = exp(A’). Ainsi, comme précédemment,

A = PDiag(\i, ..., \,)'P.

De plus, en considérant (X, ..., X! ) les \; distincts, les (€M, ..., e*m) sont distincts par injecti-
vité de I'exponentielle réelle, donc il existe un polynéme interpolateur de Lagrange @ € R[X]
tel que Vi € [1,m], Q(e) = \,.
Ainsi

Vi € [1,n], Q(e™) = ;.

Alors
A = PDiag(\y, ..., \,) P = PDiag(Q(e),...,Q(e™))'P = Q(exp(A)) = Q(exp(A")).

D’ou AA" = A’Aie A et A’ commutent.
Or, par théoréme spectral, A et A’ sont orthodiagonalisables, donc A et A’ sont orthodiagona-
lisables dans une méme base orthonormée, i.e. il existe Py € O, (R) et (A1, ..., A\p, N[, ..., \)) €
R2" tels que
A = PDiag(\i, ..., \,)'P, A" = PDiag(\,, ..., \.)' P.
D’ou
PDiag(eM, ...,eM) P = exp(A) = exp(A’) = PDiag(eM, ..., e’ ) P



Ainsi
Vi € [1,n], et = e,

Puis, par injectivité de I'exponentielle réelle, A = A’ ce qui montre 'injectivité de exp :
Sp(R) — STH(R).

Etape 4 : Continuité de ezp™ : ST (R) — S, (R)

Utilisons la caractérisation séquentielle de continuité : Soit (Bp)pen = (exp(Ap))pen €
(STH(R))N et B = exp(A) € STT(R) tels que

B, — B.

p—+00

Sous-étape a : (A4,)pen est bornée

Comme la suite (B))yen converge, elle est bornée pour la norme subordonnée ||-||,.

De méme, par continuité du passage a l'inverse, la suite (Bp_ Y)pen converge vers B~!, donc
elle est également bornée pour ||-||,.

Or pour tout S € S,(R), on a

1511, = maz(Sp(S)) =: p(S).
Ainsi, il existe (C,C") € R tel que
Vp € N,maz(Sp(B,)) C |0,C],maz(Sp(B, ")) C ]0,C"].
Or maz(Sp(B, ")) = min(Sp(B,))~" pour tout p € N, donc
Vp € N, Sp(B,) C [C"1,C] C )0, +o0]

Puis
¥p € N, Sp(4,) = In(Sp(B,)) C [In(C"), In(C))] C R
Donc la suite (A,),en est bornée pour la norme ||-||,.
Sous-étape b : (A,)yen n’admet qu'une valeur d’adhérence
Soit A’ € S,,(R) et une extractrice ¢ : N — N tel que

Aso(p) — A

p——+00

Donc, par continuité de exp :
By = exp(Agp) pjoo exp(A’)

D’ow, par unicité de la limité, exp(A) = exp(A’), puis, par injectivité de exp : S,(R) —
ST (R), A=A
Sous-étape ¢ : Conclusion

Ainsi, comme S,,(R) est un espace vectoriel de dimension finie, A, — A ce qui montre
p—>+00

que exp~!: STH(R) — S, (R) est continue. O




