Question de cours. Soit n € N*| quels sont les générateurs de Z/nZ? Le démontrer.
Réponse. Les générateurs de Z/nZ sont exactement les k avec k entier premier avec n.

Démonstration. Soit k € Z/nZ générateur de Z/nZ.
En particulier il existe v € Z tel que 1 = uk = uk.
Donc n | 1 — uk, ie il existe v € Z tel que 1 — uk = vn, ie 1 = uk + vn.
Ainsi, d’aprés le théoréme de Bézout, k et n sont premiers entre eux.
Réciproquement soit k € Z tel que k soit premier avec n.
Alors, d’aprés le théoréme de Bézout, il existe u,v € Z, tel que 1 = un + kv. Donc, pour
m € Z/nZ, on a
m=1xm=unm + kvim = 0+ kum
Donc k engendre Z/nZ. O

Exercice. Soit G un groupe abélien fini (dont la loi est notée multiplicativement).
1. Soit x,y € G d’ordres respectifs a, b premiers entre eux, montrer que xy est d’ordre ab.
2. Soit x,y € G d’ordres respectifs a, b, montrer que zy est d’ordre ppcm(a, b).

3. Montrer qu’il existe z € G tel que 'ordre de z soit le plus petit commun multiple des
ordres des éléments de G (appelé exposant du groupe G).

4. En déduire que pour K un corps et G un sous-groupe fini de K*, G est cyclique.

Démonstration.

1. On a par caractére abélien (ry)® = 2% = 1, donc

o(zy) | ab

De plus, pour n € N tel que (zy)" =1, on a y™ = (zy)™ = 1 et 2" = (zy)™™ = 1.
Donc b | an et a | bn, d’ou, comme a et b sont premiers entre eux, b | n et a | n puis
ab | n.
En particulier pour n = o(ab),

ab | o(zy)

Par conséquent ab = o(zy).

k= H pr(a)’l — H pup(b)

PEP,vp(a)>vp(d) PEP,vp(a)<vp(b)

2. On considére

Alors kl = ppcm(a,b) et k, [l sont premiers entre eux.
Donc 2’ := z¥ et ¢ := y% sont d’ordres respectifs k et [, d’ot1, d’aprés ce qui précéde,
z = 2"y’ est d’ordre kl = ppem(a,b).

3. L’ensemble des ordres des éléments de GG est fini d’aprés le théoréme de Lagrange et
non vide, donc admet un élément maximal : il existe z € G tel que

Vg e G,o(g9) <o(z) =:a

Soit x € G d’ordre b.

Considérons k et [ définies a la question précédente.



Alors 2% est d’ordre k et 27 d’ordre [.

Donc, d’aprés la question 1, zEat est dordre ki = ppem(a, b).

Or, d’apreés la condition sur a, on a ppem(a,b) < a ie ppcm(a,b) = a puis b | a.

Par conséquent, ceci étant vrai pour tout élément x € G, a est multiple commun de
tous les ordres des éléments de G.

De plus a est le plus petit parmi ces éléments-ci car pour ¢’ multiple commun de tous
les ordres des éléments de G, on a en particulier a = o(g) < a'.

Donc z est d’ordre a le plus petit multiple commun des ordres des éléments de G.

4. Soit K un corps et G un sous-groupe fini de K*.
On note n le cardinal de G et a son exposant.
Comme pour tout x € G, z* =1, on a

GCc{re K,z*—1=0}

Or I’ensemble des racines de X® — 1 est fini et de carinal au plus a, donc n < a.

De plus, d’aprés la question précédente, il existe z € G d’ordre a, donc, d’aprés le
théoréeme de Lagrange, a < n.

Par conséquent a = n et z est un générateur de G ce qui montre que G est cyclique.

]

Exercice. On considére Q(v/2) = {a + bv/2,a,b € Q}.
1. Montrer que Q(v/2) est un sous-corps de R.

2. Déterminer tous les automorphismes de Q(v/2).

Démonstration.

1. On considére le morphisme d’anneaux ¢ : Q(X) — R défini par p(P) = P(+/2) pour
P e Q(X).
Ainsi Q(v2) = p(Q(X)) avec Q(X) un corps et ¢ un morphisme de corps entre les
corps Q(X) et R.
Donc Q(v/2) est un sous-corps de R.
2. Soit f € Aut(Q(v/2)).
Alors pour n € N, f(n) = nf(1) = n, puis f(—n)+ f(n) = f(0) = 0, ainsi on a
également f(—n) = —f(n) = —n.
Et pour p € Z et ¢ € N*, on a ¢f (g) = f(p) = p, donc f <§> = g. Enfin, comme
F(V3 = (2) =2, on a F(V3) € {V2, —3)
Par conséquent
Va +0v2 € Q(V2), f(a+bV2) = a+ebV2
avec ¢ € {—1,1}.
Réciproquement ces deux applications définissent bien des automorphismes de Q(v/2).
[

Exercice. Soit n, m € N*. Déterminer le PGCD entre X™ — 1 et X™ — 1.



Démonstration. D’aprés la division euclidienne sur N, il existe ¢, € N (uniques) tels que

n=qgm-+r,r <m.

Ainsi
X" —1=X""_1=X"(X"-1)+X" —1,
avec
q—1
X0 — 1= (X" -1)) X"
k=0
et

deg(X" — 1) =r <m =deg(X™ —1).
Donc le reste de la division euclidienne de X™ — 1 par X™ — 1 est X" — 1. Ainsi
PGCD(X" —-1,X™—-1)=PGCD(X™ -1,X"—1).
Puis, en effectuant 1’algortihme d’Euclide entre n et n, on obtient
PGCD(X"—-1,X"—-1)=..=PGCD(X" — 1, X"+ —1)
= ... = PGCD(xFEePnm) _ 1 X0 _ 1) = xPeebum) _q
O

Exercice. Soit P € R[X] non constant tel que P(x) > 0 pour tout x € R. Montrer que
le coefficient dominant de P est positif et que toutes ses racines réelles sont de multiplicité
paire. En déduire qu'il existe A, B € R[X] tel que P = A? + B2
Démonstration. On a 0 < P(x) ~ ed(P)x®P). Donc ed(P) > 0.

T—r00
Soit a € R racine de P de multiplicité m. Alors
P (a)

z—a  m)

P(z)

(X —a)™.

Ainsi si m est impair alors il y a changement de signe au voisinage de a ce qui n’est pas,
donc m est paire.
Par conséquent on peut écrire

S

P =TT — )™ J[(X? + anX + B)*,
k=1

j=1
avec X? + o X + 1, € R[X] sans racine réelle. Donc
X2+ apX + B = (X = be) (X = by).

Ainsi

P = <ﬁ(X - ak)mkf[(x - bk)7k> (ﬁ(x — ak)mkﬁ(X — bk)%> = CC,

k=1 j=1 k=1 j=1
avec C' € C[X]. On considére A = Re(C) € R[X] et B = Im(C) € R[X], pour avoir
P=A*+ B



Question de cours. Déterminer la dérivée de Bo (f,g) avec f : R — E g : R — F
dérivables et B : E x FF — G application bilinéaire avec E, F, G espaces vectoriels normés
de dimension finie. Le démontrer.

Réponse. Si f et g sont dérivable alors B o (f, g) est dérivables et

(Bo(f,g9))=DBo(f,9)+Bo(fg).
Démonstration. Soit t € R. Alors

B(f(1),9(t)) = B(f(s),9(s)) _ B(f(t),9(t)) = B(f(s),9(t)) + B(f(s),9(t)) — B(f(5),9(s))

t—s t—s

. (f(t) - f(s)’g(t)) B ( i) M) — B(f'(1),9(1)) + B(f(1), (1)),

t—s t s—t

grace a la continuité de B (bilinéaire en dimension finie) et de f. ]

Exercice. Soit F et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie et (f,),en une
suite de fonctions continues de E dans F'.

1. On suppose que (f,)nen converge uniformément sur E vers f. Soit € E et (z,)nen €
EN tels que x, — x. Montrer que f,(z,) — f(z).
n—+0o00

n——+0o
2. Montrer que le résultat précédent est faux si on suppose seulement la convergence
simple des f,.

Démonstration.

1. Comme ( f,)nen converge uniformément vers f, la fonction f est continue. En particulier

en x = lim x,. Donc, pour € € RY, il existe § € R} tel que
n—-+0o00

VyeE |z —yll <0 = [If(z) - fy)ll <

DN ™

De plus, par convergence uniforme, il existe N € N tel que

Vn > N,Vy € B[ fu(y) — fFW)|l <

DO ™

Or z, — =z, donc il existe N’ € N tel que
n——+0o0

Vn > N ||z — x| <.
Ainsi, en posant N” = max(N, N’), on obtient
Vn = N [ fu(@n) = f(@)]] < [falzn) = f(@a)ll + [f(2n) — f(@)]] < e

Par conséquent f,(x,,) e f(z).



2. On considére ' = F' = R et, pour tout n € N,
R — R
fo: 0 si z¢]0,1]

Alors (f)nen converge simplement vers f = §p mais non uniformément.
On considére de plus, pour tout n € N*,

1
Tp=1——.
n
Alors x,, — 1 mais
n—-+0oo
folzn) = (1 R 1#1—]“(1)
n{fn) = n n—+o0o € -

1

er Sur R.

Exercice. Résoudre ’équation différentielle ¢/ (t) + y(t) =

Démonstration. L’équation homogene associé est ¥’ +y = 0 de solution yo(t) = Ae™* sur R,
avec A € R. On considére ¢ : R — R de classe C! et y.(t) := c(t)e™" sur R. Alors y, est
solution de I’équation différentielle si et seulement si

1
vt e R (e = (e — c(t)e +e(B)e = T,
i.e.
/ et
¢(®) 1+et

Ainsi une solution particuliére est donnée par
ye(t) = In(1 + e')e .
Puis les solutions de I’équation sont exactement de la forme

y(t) =X+ In(1+e)e ", N ER.

Exercice. Résoudre I'équation différentielle y”(t) 4+ 2y (t) + 4y(t) = te'.

Démonstration. L’équation homogéne associé est y”(t) + 2y/'(t) + 4y(t) = 0 d’équation ca-
ractéristique 72 + 2r + 4 = 0 de solutions —1 + iv3 et —1 — iv/3. Donc les solutions réelles
de I’équation homogéne sont de la forme

Yo(t) = (/\ cos(V/3t) + ,usin(\/gt)> ot



On cherche une solution particuliere de la forme y.(t) = (at + b)e! avec a,b € R. Ainsi, par
dérivation
Vte R, at +b+2a+2(at + b+ a) +4(at +b) =t.

Ta = 1
b+4a = 0.

Dottt a = %, b= —%. Par conséquent les solutions de I’équation sont exactement de la forme

Donc

y(t) = ()\ cos(V/3t) + ,usin(\/gt)) e+ (%t — %) e\ peR.



Question de cours. Déterminer la dérivée de t € R —— exp(tA) pour A € M,(R). Le
démontrer.

Réponse. Soit t € R. On note f(t) = exp(tA). Alors
f'(t) = Aexp(tA) = exp(tA)A.

Démonstration. On a
—+o00 tkAk “+o00

f(t) = exp(tA) = ka ).

k=0

Pour tout k € N, f; est dérivable de dérivée fi(t) =0 et fi(t) = =iy pour k € N*.

Soit C' compact de R. Alors il existe a € R?. tel que C' C [—a, a]. Ainsi, pour tout t € C' et
k € N*,

_ k
[t A" < A

E-Dl = (k-1

1@ <
Donc
F A"
(k=1
avec Z convergente Ainsi ) f; converge normalement sur tout compact de R, donc

un1formement sur tout compact de R.
Par conséquent, par théoréme de dérivation sous le signe somme, f est dérivable et

Ifillog <

+oo th=1 Ak
VteR, f(t) = ZW — Aexp(tA) = exp(tA)A.
k=1 )

Exercice. Soit E un espace vectoriel euclidien, [a,b] C R et f : [a,b] — E tels que

/ bf(t)dtH -/ )

On considére  : = i ||f T f f(t)dt € E et, pour tout t € [a,b],

f@t) = atyu+v(t)

1
la décomposition de f(¢) dans la décomposition E = Vect(u)@(Vect(u))*.

Montrer que, pour tout t € [a,b], f(t) = || f(¢)] u.

Démonstration. Par théoréme de Pythagore, on a

vt € [a, 8], [ F@)I° = a(®)? ul® + o) = a(t)® + [[o@)]* = a(t)?



D'ou ||f]| > «.
De plus, on a f t)dt € Vect(u)* car, par linéarité de I'intégration et v(t) € Vect(u)t,

(u, /abv(t)dt> :/ab(u,v(t)>dt:0

/||f ||dtu—/ £(1) / (t)dtu+/abv(t)dt

S
GVect( eVect(u)

Ainsi, de I’égalité

On en déduit, par somme directe,

/ab £ dt = /aba(t)dt, /abv(t)dt —0.

Ainsi || f|| — « est une fonction positive d’intégrale nulle. Par conséquent a = || f|| puis v =0
d’aprés 'égalité du théoréme de Pythagore par exemple, ce qui donne finalement

vt € la, b, f(t) = [l F(D)] u
[l
Exercice. Résoudre I'équation différentielle (1+41¢)y/'(t) +y(t) = 1 +In(1+¢) sur | — 1, +o0|.

Démonstration. L’équation homogéne associée est (1+1)y/(t) +y(t) = 0ie ¢/ (t) = —7y(t)

de solution yo(t) = Ae™ ") = 2 sur | — 1, 4+00[. On considére ¢ : R — R de classe C" et
ye(t) = 1(& sur | — 1, +00[. Alors y. est solution de I'équation différentielle si et seulement si

Wt e]—1,+oof, (1+1) (d(t)l%t ~ el +1 t)2) + f(i)t — 1+ In(t+ 1),

ie.
Vte]—1,+00l,d(t) =14 In(l+1).

Ainsi une solution particuliére est donnée par

1 t

ye(t) = il (1+In(1 +5))ds (t+[(s+1)In(1+s) — s]y) = In(1 +1¢)

1+t

. Puis les solutions de I’équation sont exactement de la forme

A
t)=——+In(l+1),AeR.
y(t) = T (L), €

Exercice. Résoudre I'équation différentielle y”(t) — 4y/(t) + 3y(t) = (2t + 1)e

8



Démonstration. L’équation homogéne associée est y”(t) — 4y'(t) + 3y(t) d’équation caracté-
ristique 72 — 4r + 3 de solutions 1 et 3. Donc les solutions de ’équation homogéne sont de la

forme
yo(t) = Ae' + pe®, A\, p € R,

Or 1 est solution de I’équation caractéristique, on cherche donc une solution particuliére de
la forme y.(t) = (at® + bt + c)et avec a,b, c € R. Ainsi, par dérivation,

Vt € R, at® 4 (4a + b)t + 2a + 2b + ¢ — 4(at® + (2a + b)t + b+ ¢) + 3(at® + bt +¢) = 2t + 1.
Donc

da+b—4(2a+b)+3b =
20+2b+c—4(b+c¢)+3c = 1

—4a = 2
2a —2b = 1.

Dot a = —%, b = —1 et on peut prendre ¢ = 0. Par conséquent les solutions de 1’équation
sont exactement de la forme

i.e.

1
y(t) = Xe' + pe® — (§t2 + t) e\ 1€ R.



Question de cours. Enoncer et démontrer I'inégalité triangulaire intégrale pour une fonc-
tion & valeurs vectorielles définies sur un segment de R.

Réponse. Soit [a,b] C R, E un espace vectoriel normé de dimension finie et f : [a,0] — E

continue. Alors
b b
[ o] < [1sona

Démonstration. Pour n € N*, on considére

Donc, par inégalité triangulaire,

-1
ISnll < Z
k=

—a
(a + k: ) H .
Puis, par passage a la limite et continuité,

abﬂt)dtH </ ) de.

Exercice. Soit n € N* et M, (R) muni d’une norme matricielle i.e.

VA, B € My(R), [[AB|| < [|A[||[BI| -

Soit A € M,,(R) et
11
]_va[ —  M,(R)
f: oo, .
=1
1. Montrer que f est bien définie.

2. Montrer que f est de classe C! et vérifie
(I, —tA) f'(t) = A.
3. Dans le cas ot n = 1, déterminer f.

Démonstration.

1. Soit t € ] —L % [ Alors
tr jt* ]| All"
AR <« BT
’ k - k ’

avec |t] ||A]| < 1. Donc la série est convergente ce qui montre que f est bien définie.
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2. Pour tout k € N*, ¢ —— - 2 Ak est de classe C! de dérivée t — tF=1 A%, De plus, pour

1
ATy AT | s O &
Al (1Al [’

tout segment [a,b] C } —
|5 AR|| < [¢F ] A]" < max(a, b)F AR

Donc
|51 A%|| _ < max(a, b)* 1A,
[a.b]

avec Y max(a, b)k — 1A* convergente. Donc Z th=1 A¥ est une série de fonctions convergent

normalement sur tout segment de } TAT A” AT AH [ Par conséquent, par théoréme dériva-

tion sous le signe somme, f est de classe C! et

1 Ry
Vte] { th=1 Ak = AR A
A AN Z kZ:O

Or .
(I, —tA) (ZtkAk> =1,
k=0
Donc

(I, — tA) f'(t) = A.

3. Dans le cas o n = 1, on note A = a € R. Alors

Donc
f(t) = —1In(1 — ta).
Ainsi, dans le cas général, f est une généralisation du logarithme sur les matrices.

]

Exercice. Résoudre 1'équation différentielle 3/ (t) — @ = t* sur |0, +o0].

<

) de solution
(t) = c(t)t sur

Démonstration. L’équation homogéne associé est y'(t) — (t) =01ie y(t) =
yo(t) = Xe® = Xt sur ]0, +oo[. On considére ¢ : R — ]R de classe C! et y
10, +00]. Alors y. est solution de I’équation différentielle si et seulement si

P'-|

/\

Yt €10, +ool, ¢ ()t + c(t) — CT = £,

ie.
Vt € 10, +ocl, () = t.

Ainsi une solution particuliére est donnée par



Puis les solutions de I’équations sont exactement de la forme

t3
y(t) Z)\t—i—?,)\ER.

Exercice. Résoudre I’équation différentielle y”(t) — 4y/(t) + 3y(t) = (2t + 1)e .

Démonstration. L’équation homogéne associée est y”(t) — 4y'(t) + 3y(t) d’équation caracté-
ristique 7% — 4r 4 3 de solutions 1 et 3. Donc les solutions de 1’équation homogéne sont de la
forme

yo(t) = e + e A,y € R.

Or —1 n’est pas solution de 1’équation caractéristique, on cherche donc une solution parti-
culiere de la forme y.(t) = (at + b)e™" avec a,b € R. Ainsi, par dérivation,

Vt e R at + (b—2a) — 4(—at — b+ a) + 3(at +b) = 2t + 1.
Donc
5

8a = 2
8 —6a = 1
Dot a = %,b =15
Par conséquent les solutions de I'équation sont exactement de la forme

t 5!
y(t) = e’ + pe’ + (— +

R
1 16)6 ,a,b € R.
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