Question de cours. Enoncer et démontrer I'inégalité arithmético-géométrique.
Réponse. Soit n € N* et (21,...,x,) € (R )", alors

r,+...+2x
"z, < = - "
n

avec égalité si et seulement si z; = x5 = ... = x,,.
Démonstration. La fonction In est strictement concave, donc

n(322) >3m0 (1)

k=1

avec égalité si et seulement si z; = ... = x,,.
Ainsi, par croissance de exp,

[]

Exercice. Soit I intervalle réel et f : I — R, on dit que f est logarithmiquement convexe
(ou log-convexe) si In(f) est convexe sur I.

1. Montrer que si f est log-convexe alors f est convexe.

2. Montrer que si, pour tout o € R%, f* est convexe, alors
Va,y € YA € [0,1], f((1 = Na + Xy) < (f(2) A (F )™

Indication : Faire tendre « vers 0 dans la définition de f* convexe.
3. En déduire que si, pour tout @ € R%, f* est convexe, alors f est log-convexe.

4. Citer un exemple de fonction convexe non log-convexe.

Démonstration.

1. On suppose que f est log-convexe, ainsi la fonction In(f) est convexe, donc, par com-
position de fonctions convexes, f = exp(In(f)) est convexe.

2. On suppose que pour tout a € R%, f* est convexe.
Soit z,y € I et A € [0,1].
Alors, par convexité,

S =Nz 4+ Ay)* < (1= A)f(2)* + Af(y)"
Donc, par croissance de la fonction In,
aln(F((1 = Nz +Ay) < In (1 = ) f(@)* + A (1)") = w(a)
(1) I(F((1 = N+ Ag)) < A2

(0%



Or ¢(«a) — In(1) = 0, donc ¢ se prolonge par continuité en 0 par la valeur 0.
—0

De plus ¢ est dérivable sur R et

(1 = MIn(f(x)) f ()" + An(f () f (y)*

#la) = 0 - N @)+ ATy

Donc

#0) — (L= NIn(f(x)) + An(f(y)) = In(f(2)" " f(v)")

Ce qui signifie que ¢ est dérivable en 0.
D’ou, en faisant tendre « vers 0 dans 'inégalité (1), on obtient

In(f((1 =Nz +Ay)) < ¢'(0) = In(f(2)' " f(y)")
ie, par croissance de exp, f((1 — Nz + \y) < f(x)* A f(y)*.

3. On suppose que pour tout o € R, f est convexe.
Alors d’apres la question précédente,

o,y € 1,YA € [0,1], f((1 = Na + My) < (f (@) ()™

Donc, par croissance de In,

Va,y € 1,YA € [0, 1], In(f((1=Nz+Ay)) < In((f(2))""*(f(y))*) = (1=N)In(f(2))+An(f(y))

Ce qui montre que f est log-convexe.

4. La fonction x — 2% est strictement convexe sur R* mais n’est pas log-convexe car
z — In(z?) = 2In(x) est strictement concave sur R* .

]

Exercice.
1. Montrer que la convergence absolue d’une intégrale entraine sa convergence.

2. Montrer que la réciproque est fausse en citant un contre-exemple.

Démonstration.

1. Soit a,b € R tels que a < b et f : ]a,b] — R continue tel que f; |f(z)|dx < 4o0.
On considére fi = max(f,0) et f- = min(f,0).

Alors f, et f_ sont deux fonctions positives vérifant

[ o< [, [ 1 @ar < [ i

Ainsi f = f,—f_ admet une intégrale convergente f; f(x)dx = fab f+(x)dx—f; [ (z)dx.

0 — R

10, +o0] sin(z) - Alors f admet une intégrale convergente mais
r — ==

n’est pas absolument intégrable sur |0, +ool.

2. On consideére f :

O



Exercice. Soit f € C(R4,R;) tel que f(fm(z)l) - [ € [0,1]. Déterminer la nature de
T—>+00
Vintégrale [, f(z)dz.

Réponse. L’intégrale est convergente.

Démonstration. Comme [ € 10, 1], il existe ¢ € ], 1].

De plus ﬂ;(—;r)l) —+> [, donc il existe A € R7. tel que
T—>+00
1
Vo > A, M <q
f(z)

ie

Vo2 A f(z+1) < qf(z)
On en déduit donc par récurrence sur n € N,

Vo € A, f(x+n) < ¢"f(x)
Ainsi, pour tout n € N,

/A+nf( \d nz—l/A+k+1 fa)d nz—l/AHf( Ryde < nz—l k/A+1 Fa)d
xr)dr = xr)dr = T T < q x)dr
k=04 k=0

A 0 J Atk A

Or 0 < g < 1, donc en faisnant tendre n vers +o0o on obtient f;oo f(z)dz < +o0, puis on en
déduit f0+°o f(z)dr < +oo. O



uestion de cours. Donner la nature des intégrales [ z%dx et [ z%dx pour a € R, et
o) 1 0
le démontrer.

Réponse. L’intégrale f;roo x%dx est convergente si et seulement si @« < —1 et 'intégrale

1 . .
fo x%dx est convergente si et seulement si @ > —1.

Démonstration. Pour a« = —1 on a la fonction In comme primitive de x —— % ce qui permet
de conclure que les intégrales sont divergentes pour a = —1.
. . a+1 e ey . ,
Puis pour a # —1 on a la fonction z — “— comme primitive ce qui permet également de
. a+1
convlure sur la convergence ou non des intégrales. O

Exercice. Soit p,q € R tels que 217 + é = 1, montrer que
1

1
Yu,v € Ri,u%v% < —-u+-v
p q

Démonstration. La fonction In est concave, donc pour u,v € R et
VA € [0,1],In((1 — Nu+ Av) > (1 — A)In(u) + Aln(v) = In (u' o)
Puis, par croissance de exp,
YA €1[0,1], (1 = Nu + v > u' 0

D’oﬁ,pour)\:%,onal—)\:;—)et

]

Exercice. Montrer qu'il existe f : [0, +00[— R, continue tel que f ne tende pas vers 0 en
+00 et que [;° f(x)dr < +o0.

Démonstration. On considére les suites (a,)nen+ €t (by)nen+ définies par

1
b, =n+ —

vneN a,=n— 5
n

n?’

Puis la fonction affine par morceaux et continue f;[0, +00| définie par :

1 £ =0 sur [0, +o0]\ (Uo]an,bn[)

n=1
+o00
2. f=1sur J {n}=N.
n=1

3. f affine sur les [a,,n] et les [n,b,)].

Ainsi
0o +oo by, +oo 1
/ f(z)de = Z/ f(z)dx = Zﬁ < 400
0 n=1"Y an n=1
De plus f ne tend pas vers 0 vers +oo car f(n) =1 — 1. O

n—-+o0o



Exercice. Soit f € C'(Ry,R%) tel qu'il existe a € R* tel que % —+> a.
T—r+00

Montrer que f et f’ sont intégrables sur [0, +00.

Démonstration. Comme a < 0 et L& — a, il existe A € R* tel que
f®@) st +
/
— f'(x) < ¢
flz) =2
Puis, par intégration,
a(x — A)

Vo > A In(f(2) — In(£(4)) < T

Or exp est croissante, donc
a(z—A)

Vo > A, f(z) < f(A)e™ T
a(z—A)

De plus a < 0 donc z — e~ 2 est intégrable, d’ol, par comparaison, f est intégrable sur
[A, +o00] puis sur R par continuité.
Puis f' < “Q—f < 0 sur [A, +o0], ainsi

Vo > A, /A ()] dt = — /:f(t)dt = f(A) - f(2)

Or, d’aprés *, f(x) — 0, d’ou f’ est absolument intégrable sur [A, +oo[ puis sur R, par
r—r+00

continuité. N



Question de cours. Enoncer et démontrer le théoréme d’intégration par parties pour des
fonctions de classe C' sur [0, +o0.

Réponse. Soit f,g € C'([0,+00]). Alors

o e b,odl, [ (0Bt = falala) ~ £0)9(0) - [ a0y
On en déduit donc les conditions pour que les intégrales soient convergentes.
Démonstration. Comme f et g sont de classe C*, leur produit f x g est dérivable et
vz € [0, 400, (f x g)'(z) = ['(x)g(x) + f(x)g'(x)

Ainsi, par intégration

Vi € [0, +ool, f(2)g(z) — F(0)g(0) = / " p)g(tydt + / " ft)g (e

ce qui montre I’équation de la réponse et conclut. ]

Exercice. Soit f : [0,1] — R continue convexe. On considére, pour n € N* la fonction
polynomiale

0,1] — R

Montrer que, pour tout n € N*, la fonction B, (f) est convexe.

Démonstration.

1. Pour n =1:Ona By(f) : 2z € [0,1] — f(0(1 —x)) + f(1)x, donc B;(f) est affine
donc convexe.

2. Pour n =2 : On a By(f) polynomiale donc deux fois dérivable et
" ]'
Vo € 0.1 Bal)"(e) =2 (10 - 27 (5) + 7 0)
Or f est convexe donc f (1) = f(30+11) < 1f(0)+1f(1), don

Va € [0,1], Bao(f)"(z) > 0

Ce qui montre bien que By(f) est convexe.
3. Pourn>3:0na

Soit z € [0,1] et k € [2,n — 2].
Or By, (7) = n(Bp14-1(7) — By_14(x)), donc

By k() = (B 1 (z) = By ()

6



) B (r) = n(n —1)(Bpag—2(x) — Bpag-1(2) — Bu2x-1(2) + Buar())
N B (r) =n(n —1)(Bpag—2(x) — 2B ap-1(x) + By 2x(2))
Par conséquent
B.(f)"(x) = f(0)B},(z ) * f () Bra(x)
+n(n —1) Zf (5) (Bu-2-2(2) = 2Bu-2k-1(2) + Baoo(x))
+f(%3) BZn (@) + f(1) By ()
Or Bl o(x) = —n(1 — 2)"' = —nB,_y o(x), donc
Bio(x) =n(n—1)(1 —z)"* =n(n—1)By_20(z)
De plus B, () = 1(By_10() — By_1.(x)), done
By i(x) =n(By_10(x) = By_11(2)) = n(=(n = 1)Bazo(z) — (n — 1)(Ba—z0(2) — Ba21(2)))
. By (@) = n(n —1) (Ba21(2) — 2B,-20(x))

Puis, en notant s la somme apparaissant,

s = ST(42) B M( )= 25 F (52) Buoan(o) + 21 () Buoaale)
= T{2) Buaole) + f (2) Buaala) 27 (2 > 1-21(2)
+E (1 (M) of () + <§>) s
_Qf(n ?) Buons(@) + f (%32 )an2,n73+f("772) B an-2(1)
Ensuite B, ,_,(z) = n(By_1n2(x) = By 1, 1(z)), donc
Bl a(w) =1 (Bl y-a(0) = By a(®)) = 00— 1) (Buau (@) = 2By 2005(x))

Et comme B}, () = nBy_1n-1(2),

Par conséquent

n(nl 1)B ()"(x) = f(0)B, oo )—i—f(%)( n—2.1(T )—2Bn 20(:3))

7



Or f est convexe, donc

k+1 1k+2 1k k+2\ 1, (k
(50) =@ =0 (57) 2 ()

Par conséquent B! (f)(x) > 0 pour tout x € [0, 1], ce qui montre que B,,(f) est convexe.
[

Exercice. Soit f :]0,1] — R continue.
1. Montrer que si fo r)%dz < +oo alors fo |f(2)|dz < 400

2. Est ce que ce résultat est encore vrai avec [1, 400 plutét que ]0,1[7

Démonstration.

1. On suppose fo r)%dr < +o0.
Alors

1
/ £ (0)]dt = / @)t + / FB)ldE <1+ / F(0)%dt < +oo
[0,1],]F(¥)|<1 te[0,1],]f(t)[>1 0

2. Ce résultat n est plus vérifié : On peut considérer fxell,+oof— %
Alors [[7 f(2)%dx < 400 mais [["|f(z)|dz = +oo.

Exercice. Soit f € C'([0,+o0[,R) intégrable
1. Montrer que pour tout A € R fo t)cos(xt)dt —> 0.

+0o0

2. En déduire que [, f(t)cos(xt)dt — 0

xr——+00
Démonstration.

1. Soit A € R, alors, par intégration par parties, on a

/ f(t)cos(xt)dt = f(A)Sm (z4) / It sm xt)dt — 0

T—+00

2. Soit € € RY.
Or f est intégrable, donc il existe A € R tel que

/ e <

f(t)cos(xt)dt’ <

DO ™

Ainsi
+o0o

(t)cos(xt)dt‘ + %

0

Or, d’aprés la question précédente, fOA f(t)cos(xt)dt = 0, donc il existe zg € R tel
Tr—r+00

que

Vr > x,

/O ! f(t)cos(xt)dt‘ <

DO ™

8



Puis
—+o0o

f(t)cos(xt)dt’ <e

0

ce qui montre que f0+°° f(t)cos(xt)dt — 0.

Tr——+00



