Question de cours. Quelles inégalités existent-ils entre les normes |||, , ||-||5, ||-|| ., sur K™ ?
et entre les normes ||-||;, [|||5, |||l sur C(la,b],R)? Le démontrer.

Exercice.
1. Soit (up)nen € RY tel que upyq — Uy, - 0.
n—-+00
Montrer que I'ensemble des valeurs d’adhérence de u, noté Val(u), est un intervalle de

R.
2. En déduire que pour f : [a,b] C R — [a, b] continue et (u,),en définie par ug € [a, b]

et Vn € N u,i1 = f(un), on a (u,)nen converge si et seulement si w, 1 —u, — 0.
n—+oo

Exercice.

1. Soit p,q € [1,400] tels que % + %1 =1, montrer que Vz,y € R, zy < ]%a:p + %yq.

1 1

2. Soit (a;)1<i<n, (bi)1<i<n € R™, montrer que Y a;b; < (Zai’) ! (be) q.
i=1 i=1

i=1

n n

p __ _ q

On pourra commencer par le cas » a; =1= )b
i=1 i=1

n P
3. En déduire que [|-[|, : 7 € R" — (fo ) définit une norme sur R”™.
i=1

Question de cours. Enoncer et démontrer le théoréme de Bolzanno-Weierstrass en dimen-
sion finie. On pourra commencer par énoncer clairement les étapes de la démonstration.

Exercice. Soit (u,)neny € (K™)N. On dit que (u,)nen est de Cauchy si
Ve € RY,IN € N,Vm,n > N, ||ty — u,| < €

Montrer que (u,)nen est convergente si et seulement si (uy,)nen est de Cauchy.
Est ce que ce résultat est encore vrai si (uy),en € QN ?

Exercice. Soit (f,)nen € C([a, b)Y et f : [a,b] — R.
1. Montrer que si || f, — fl| - 0 alors Vz € [a,b], f(x) — f(x).

n—-+o0o

2. Montrer que si || f, — fll e 0 alors f est continue sur [a, b].

3. Montrer que la convergence simple ne suffit pas. Trouver un contre-exemple.



Question de cours. Comment caractériser I’équivalence des normes par les suites conver-
gentes 7 Le démontrer.

Exercice. Soit (u,)neny € (K™)N. Montrer que (u,),en converge si et seulement si les suites
extraites (ug,)nen €t (Uoni1)nen convergent vers la méme limite.

Donner un exemple de suite (un)nen tel que (ugn)nen €t (Uzni1)nen convergent vers deux
limites différentes.

Exercice. Soit n € N*,

1. Soit ||-|| une norme sur K", montrer que ||| - ||| : A € M,(K) — sup |[Az| définit
z€S5(0,1)

une norme sur M, (K), appelé norme matricielle induite par |[|-||.

2. Montrer que la norme matricielle induite par |||, vérifie

n

VA = (Aij)i<ij<n € Mu(K), [||A]l|ec = @%SZZ;WH
j:

3. Montrer que la norme matricielle induite par |||, vérifie

VA = (Aiji<ijen € Ma(K), [[|Alllo = maz > | Ayl
=1

1<j<n4



