Question de cours. Quelles inégalités existent-ils entre les normes |||, , ||-||5, ||-|| ., sur K™ ?
et entre les normes ||-||;, [|||5, |||l sur C(la,b],R)? Le démontrer.

Réponse. Sur K" on a

Démonstration. Soit x € K™.

n
L flelly = 2 fwl < m el
1=

n
2. Mlexiste j € [1,n] tel que |z;| = |lz]|,, ainsi ||z, = |z;] = /25 < (/D227 = ||z,
i=1
2

2 S . 2
5. olf = (Sle ) 2 S50t = ol
2

=1

Soit f € C([a,b],R).
Lfll = SN @)de < (b= a) || ]|

2. Il n'existe pas de C' € R tel que |||, < C|-||; : avec f, : @ € [0,1] — 2" on a
Ifolloo = 1 et [[fully = 737

3. Il n'existe pas de C' € R, tel que [|-l, < C|-|l, : [ full, = 7=
4. Il n’existe pas de C' € R tel que |||, < C |||, : H\/anoo =1, H\/fn”2 = n+r1
b
5. lf 1l = Jy [f@)] x Lz < (| £l 111, = Vb — allfl,-
b
6. IIf1l; = J; f(a)de < (b= a) fII%
O
Exercice.
1. Soit (Up)nen € RY tel que g — Uy - 0.
n—-+00
Montrer que I'ensemble des valeurs d’adhérence de u, noté Val(u), est un intervalle de

R.

2. En déduire que pour f : [a,b] C R — [a, ] continue et (uy,)nen définie par ug € [a, b]

et Vn € N u,y1 = f(un), on a (uy)nen converge si et seulement si w, 1 —u, — 0.
n—-+00

Démonstration.

1. Soit a,b € Val(u) et ¢ € |a,b].

Or u,i1 —u, — 0, donc il existe ng € N tel que
n—-+o0o

Vn > no, [un — upa| < e

Or a € Val(u), donc il existe ny > ng tel que u,, € | — oo, c[.
De méme b € Val(u) donc il existe ny > ny tel que u,, € ¢, +oo|.
On peut donc considérer

p=min(n > ny,u, ¢ | —oo,c—¢l)



En particulier u, ¢ | — 0o, c — €], ie u, > ¢ —e.

Or p > ny > ng, donc |u,—1 — u,| < e.

De plus u,_; € | — 00, ¢ — ¢] par définition de p, ie u,—1 < c—¢e < uy.
Ainsi up = up —Up—1 +Up_1 <e+c—e=c<cHe.

Par conséquent u, € |c —¢,c+ €.

On a donc montré ¢ € Val(u) et que Val(u) est un intervalle.

2. Soit f:[a,b] C R+ [a,b] continue et (u,),en définie par uy € [a, b] et
Vn € N, Upt+1 = f(un)

Si (uy)nen converge alors (t,41)nen converge vers la méme limite, d’ow w, 1 — uy, :)
n o0
0.

Réciproquement on suppose u,+1 — u, — 0.
n—-+00

Alors, d’apreés ce qui précéde, Val(u) est un intervalle.

On suppose par 'absurde que (u,),en admet deux valeurs d’adhérence distinctes Iy, ls.
Donc 12 € Val(u), ainsi il existe p € N tel que u, € [l1, 1] C Val(u).

Ainsi il existe une extractrice ¢ : N — N telle que

Uep(n) 7 Up

n—+400

Donc par continuité de f,

Up(n)+1 = f(uso(n)) — f(up)

n—-+o0o

Puis, comme w1y —u, — 0,
n—4o0o

Up(n)+1 = Up(m)+1 ~ Up(n) T Upm) = 0+

Ainsi, par unicité de la limite, f(u,) = u,.

Par conséquent (u,),en est stationnaire a partir du rang p ce qui contredit 1’existence
des deux valeurs d’adhérence distinctes.

On a donc montré que (u,),en admet une unique valeur d’adhérence, et comme (uy,)pen
est bornée, (u,)nen est convergente.

]

Exercice.
1. Soit p,q € [1,400] tels que 110 + é = 1, montrer que Vz,y € R*,zy < %:cp + %yq.
1 1
n n P n q
2. Soit (a;)1<i<n, (bi)1<i<n € R™, montrer que » a;b; < (Za’f) (be) )
' i=1 i=1

=1
n n

p __ _ q
On pourra commencer par le cas Y al =1 = > b;
i=1 i=1

n P
3. En déduire que [|-[, : z € R" —— (Z]w#’) définit une norme sur R™.
i=1

2



Démonstration.
1. Soit z,y € R%.
Par concavité de la fonction In,
YA € [0,1],In((1 — Nz + Ay) > (1 — M)In(z) + An(y) = In(z'*y)
Donc, par croissance de la fonction exp,
YA €[0,1], (1 — Nz + Ay > 2t

Ainsi, pour A\=1—-1 =1
P q
1 1 11
—-r+ -y > xPrys
p q
Puis, en appliquant ce qui précéde avec xP, 39,

1 1
vy < —af + —y?
p q

2. On suppose Za =1= qu

Ainsi, d’ apres la questlon precedente

PR L YIRS O
;azbz < p;al + q;b’ ; + p 1

Puis, dans le cas général, en appliquant ce qui précéde avec

1
e (5 (59
=1 =1 =1

3. L’application ||-||, vérifie bien les axiomes d’une norme : seul I'inégalité triangulaire est
non trivial.
Soit z,y € R".
Alors on a

obtient

3=

n n

e+ yllb = lwi+wl” =) lwllwi + vl )yl + vl

=1 =1 =1

D’ou, par la question précédente

HHy“ié(gw) (Dmyﬂ”p ) (Zmrp) (eryﬂl )

Puis, aprés simplification,

p

p—1

p |l + yll;
[z +yll, < (I, + 1yl )II ol

ce qui conclut.



Question de cours. Enoncer et démontrer le théoréme de Bolzanno-Weierstrass en dimen-
sion finie. On pourra commencer par énoncer clairement les étapes de la démonstration.

Réponse. Soit (u,)nen € (K™Y bornée, alors (u,)neny admet une valeur d’adhérence, ie il
existe une extractrice ¢ : N — Net [ € K" tel que uy,) — .

n——+00
Démonstration.
On commence par traiter le cas réel : On crée deux suites adjacentes et on utilise le théoréme
des gendarmes pour conclure.
Puis pour R" on extrait coordonnée par coordonnées avec une composée d’extractrices.
Enfin pour le cas complexe, on utilise le fait que C est isomorphe & R? en tant que R-espace
vectoriel. O]

Exercice. Soit (u,)neny € (K™)N. On dit que (u,)nen est de Cauchy si
Ve e RY,IN € N,Vm,n > N, ||ty — u,| < €

Montrer que (u,)nen est convergente dans K™ si et seulement si (uy,),en est de Cauchy.
Est ce que ce résultat est encore vrai si (uy,),en € QN ?

Démonstration.

1. On suppose que (uy,),en converge vers | € K",
Soit € € RY, alors il existe N € N tel que

Vn > N, ||u, — 1] <

DO ™

Ainsi
Vi, > N, [t — i) < i — ] + [ — U] < &
D’ou (uy)nen est de Cauchy.

2. Réciproquement on suppose que (u,),en est de Cauchy.
Alors (uy,)nen est bornée : Soit n € N. Or il existe N € N tel que

n>N=Vm>N,|un—u,|| <1
Donc
n =N = llupl < flun + lux = unl < flun]] +1
Par conséquent
[[un || < max({[uoll , -, [[un-a ] [Jun ] +1)
Donc, d’apres le théoréme de Bolzanno-Weierstrass, il existe une extractrice ¢ : N —
N et [ € K" tel que
[l
Ugp(n) — [

n—+00
Ainsi, pour € € R, il existe N € N tel que
€
2

Par conséquent, comme ¢ est croissante,

Vn > N, ||u<p(n) — lH < et VYm,n > N, ||ty — upl <

N ™

Vn > N, Hun — lH < ||un — u(p(n)H + Hu@(n) — lH <e

ce qui montre que (u,)nen est convergente dans K.
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Le résultat n’est plus vrai sur Q car par exemple la suite (uy,)neny = (Z %) € QY est de
k=0 neN

Cauchy dans QQ car convergente dans R vers e mais ne converge pas dans Q. O

Exercice. Soit (f,)nen € C([a, b)Y et f: [a,b] — R.

1. Montrer que si || f, — fll - 0 alors Vz € [a,b], fu(z) — f(x).
n—-+0oo

n—-+00

2. Montrer que si || f, — f||l., — 0 alors f est continue sur [a, b].
n—-+o0o
3. Montrer que la convergence simple ne suffit pas. Trouver un contre-exemple.
Démonstration.

1. On suppose que || f, — fl|, e 0.

Soit x € [a,b] et € € R%.
Alors il existe N € N tel que

vn Z N’ |fn(x) - f([)?)‘ S an - f”oo S €
D'ou f,(x) — f(x).
n—-+00
2. Soit = € [a,b] et € € RY.
Par convergence uniforme on a 'existence de N € N tel que

I = sl < 5

Or fn est continue en x, donc il existe § € R tel que

vy € [aab]a‘x_y‘ < 0= |fN(x) _fN(y)‘ <

Wl M

Ainsi
Vy € [a,b], [r—y| <6 = [f(x)—f(y)| < |f(@)—fn(@)|+| (@)= v+ Iny)—fy)] < e

ce qui montre que f est continue en z donc sur [a, b].



Question de cours. Comment caractériser I’équivalence des normes par les suites conver-
gentes 7 Le démontrer.

Réponse. Deux normes sont équivalentes si et seulement si toute suite convergente pour
I'une est convergente de méme limite pour l'autre.
Démonstration. Soit N; et Ny deux normes sur K”.

1. On suppose que N; et Ny sont équivalentes : il existe C, Cy € R tel que
Ci1N; < Ny < CoNy
Ainsi, grace a ces inégalités, on en déduit qu'une suite convergente pour Ny (ou Ns)

est convergente pour Ny (ou Np) et que dans ce cas les limites sont les mémes.

2. Réciproquement on suppose que Ny et Ny ne sont pas équivalentes : Pour tout n € N*,
il existe x,, € K" tel que
Ni(z,) > nNy(x,)

Puis on considére
{7

I No(wa)y/n

Ainsi
Mais

D’ou (Y )nen converge pour la norme Ny mais pas pour la norme Nj.
]
Exercice. Soit (u,)nen € (K™)N. Montrer que (uy,),en converge si et seulement si les suites
extraites (Uszp)nen €t (Ugni1)nen convergent vers la méme limite.
Donner un exemple de suite (uy)nen tel que (ug,)nen €t (Ugni1)nen convergent vers deux
limites différentes.
Démonstration.

1. On suppose que (uy,)nen. Alors les suites extraites (g, )nen €t (Ugni1)nen convergent
également et vers la méme limite.

2. Réciproquement on suppose que

n—-+40o 0

Ugy —> let ugpyy —> 1
n—-+

Ainsi, pour € € RY, il existe Ni, N, € N tel que
Vn > Ny, |Jug, — || < e et Vn > No, |Jugner — 1| < e

Donc
Vn > max(2Ny, 2Ny + 1), [Ju, — || < ¢
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3. On peut considérer (u,)neny = ((—1)")pen.

Exercice. Soit n € N*.

1. Soit ||| une norme sur K", montrer que ||| - ||| : A € M,(K) — sup ||Az| définit

z€S5(0,1)
une norme sur M, (K), appelé norme matricielle induite par ||-||.

2. Montrer que la norme matricielle induite par [|-||  vérifie

VA = (Aijhi<ijen € Ma(K), ||| A]|loc = maz > | Ayl
7=1

1<i<n4

3. Montrer que la norme matricielle induite par |||, vérifie

1<j<n4

VA = (Aijhi<ijen € Ma(K), [||A]lle = maz | Ayl
=1

Démonstration.

1. L’application ||| - ||| est bien a valeurs dans R,
Soit A € M,,(K) tel que |||A]|| = 0.
Alors Vo € S(0,1), ||Az|| = 0 ie VA € 5(0,1), Az = 0.
Soit x € K™\{0}, alors Tay € S(0,1), donc App = 0de Az = 0.
Par conséquent A = 0.
Puis ||| - ||| vérifie I'inégalité triangulaire et ’homogénéité car ||-|| les vérifie.

2. Soit A € M, (K) et € S,(0,1), alors

n

< mazx E | A,
1<i<nd—
J:

1Az]lo = maz

n
E Aijxj
Jj=1

D’ou
n
1Al < a3 714,
j:

n n
Puis il existe k € [1,n] tel que > |Ag;| = maz > |A;|.
j=1 1<i<n; =)
On considére alors x € K" défini par

Apj -
m S1 Ak] # 0
0 sinon

vjeln] == {
Ainsi € S(0,1) et

¥ € [l (40))] < el < 11411 < o314,
]:
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Avec

|(Azx)i| =

ZAk]l'] — Z‘Ak‘j| - maa:ZlAk]\

7=1

D’ou
n
1Az, = maz > | Ayl
i—1

1<i<n

Par conséquent

1<i<n

Ao = maxZ!Aijl
=1

. Soit A € M,(K) et x € S1(0,1), alors

A, = 0[S Ay | < leﬂZw < Z|x]|maxZ|Aw| = maz> | Ayl
T o=l

=1 | j=1

D’ou

[A[l[: < ma$Z|Az'j|

1<j<n

Puis il existe k € [1,n] tel que E|Alk\ = lmax Z|AU].

On considére alors x = ¢, € K“ -
Ainsi x € 51(0,1) et

Azl =)

=1

ZAUSL’J'

J=1

n
= |Aul = maxZ|AU|
Py 1<j<n

Par conséquent

Al = maxZ\Au!

1<j<n



