Question de cours. ** Donner ’espérance et la variance d’une variable aléatoire en fonction
de sa fonction génératrice. Le démontrer.

Réponse. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. Alors X admet un moment d’ordre
k si et seulement si G'x est k-fois dérivable a gauche en 1. Dans ce cas

G¥1-) = fk(k — 1) (k=1 4+ DP(X = k).

Ainsi
E(X) =Y kP(X = k) = G (1-),
et . )
G'(1-) = Zk(/{: - 1P(X =k) = E(XQ) -E(X) = E(X2) — G (1-).
Donc

Var(X) = E(X?) —E(X)? = G%(1-) + G (1-) — G (1-)2.

Démonstration. Si X admet un moment d’ordre 1 alors il suffit d’appliquer le théoréme de
dérivation sous le signe somme. Réciproquement si Gx est dérivable a gauche en 1 alors,
pour tout n € N,

n n k—1
0<) kP(X =k)= lim Y P(X =k)) s
—0 SHlik:O =
+00 k—1
: . Gx(1) —Gx(s)
< Jim ) POX=h)) o = lim =5 — 2 =Gk (1)
= ]:

D’ou Y kP(X = k) est convergente i.e. X admet un moment d’ordre 1.
On procéde de méme pour les ordres supérieurs. n

Exercice. * Soit a,t € RY.

1. Soit X une variable aléatoire réelle discréte. Montrer qu’on a
P(X > a) < e "“E(e™)

2. Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées

de loi uniforme dans {—1,1}. On note S,, := Z Xj. Montrer qu’on a
k=1

3. En déduire

Démonstration.



1. On a par croissance et bijectivité de ’exponentielle et inégalité de Markov

E(etX)

eta

P(X > a) =P(e > e') <

2. Par indépendance et identique distribution des X,, on a

n

E(etsn) - (Heth> _ E(etXl)n

k=1
Or, par formule de transfert,

X et e—t
E(e 1):§+7:Ch<t)§€

ol la pénultiéme égalité est justifiée par

+00 75271 +00 t2n

Ainsi

JREN __a
D’ou, pour t = 2,

Exercice. *** Soit f : [0,1] — R continue, n € N* et le n-iéme polynéme de Bernstein

5.0 =35 () (3)ra—or

]

1. Soit z € [0,1], Xq,..., X, des variables aléatoires de loi de Bernouilli de paramétre z

et S, = X1 + ... + X, quelle est la loi de S,, 7 En déduire que

2. Soit 4 € R%, montrer que




3. Montrer que (B, (f))nen converge uniformément vers f sur [0, 1].

Démonstration.

1. La variable aléatoire .S,, suit une loi binomiale de paramétre n, x.
Ainsi, par lemme de transfert,

2(r(3)) =2 (3) () = e

2. On a par inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Var(S,)
n2582

Z (Z) (1 — )" % =P(|S, — nz| > nd) = P(|S, — E(S,)| > nd) <
1<k<n
|17%|>5

Or S, ~ B(n,x), donc

2 (Z)xk(l o= x(;5—2 RE e

1<k<n

‘:c—%|>5

3. La fonction f est continue sur [0,1] compact, donc par théoréme de Heine, f est
uniformément continue sur [0, 1.
Donc, pour € € R, il existe § € R* tel que

Vo,y € [0,1], [z —yl <6 = [f(z) — f(y)| <«

Ainsi pour x € [0, 1],

) - @l =[e (7 (2) - 1) <2 (| (%) - 1)

Donc, par inégalité triangulaire,

Bl <E (|7 (2) - 1

Ainsi, avec ce qui précéde,

)

ﬂ{w—x|Sa})+E (‘f (%) ~ /)

1{|S:—x\>a})

S
| Bn(f)(z) = f(z)] S&—I—QHfHOOIP’( o >@> <e+2|fll. + "2]2(’5020
e /]
B — < 2 11/ o
1Bulf) = Flloe S e+ 20l + 503
Or _\\2{1\\6020 — 0, donc il existe N € N tel que % pour n > N.

n—-+o00

Donc, pour n > N,
1Bu(f) = fllo < 2¢

Ce qui montre que (B, (f))nen converge uniformément vers f sur [0, 1].



Question de cours. * Enoncer et démontrer les inégalités de Markov et de Bienaymé-
Tchebychev.

Réponse. Soit X une variable aléatoire réelle d’espérance finie et a € R*. Alors

P(|X| > a) < E(’jq).

De plus si X admet un moment d’ordre 2 alors

B(X ~E(X)| > o) < L20Y)

Démonstration. On a

E(X))= > RPX=2)> > [PX=z)>a» PX = aP(|X| > a).

z€X(Q) z€X(Q) z€X(Q)
lz|>a |z|>a

Puis on applique ceci avec la variable aléatoire (X —E(X))? et la constante a?, pour obtenir

E(X -E(X))* Var(X)'

a? a?

P(|X —E(X)| > a) = P(X —E(X))* > a”) <

]

Exercice. * Soit U une variable aléatoire a valeurs dans N telle qu’il existe K € N* tel que
0<U<LK.

K
1. Exprimer Y P(U > j) en fonction de E(U).
=1

K
2. Calculer de méme > j?P(U > j) en fonction de E(U),E(U?) et E(U?).

j=1
Démonstration.
1. On a
K K min(K,U)
D PU =) =) E(lwsy = (Zﬂ{wﬁ) E 1 | =E®U).
Jj=1 Jj=1 Jj=1

2. De méme

ZJQP U > ] <Z] > < U+ 123(2U+ 1)) _ %E(U%—l—%E(U%—F%E(U}

]

Exercice. * Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement

distribuées a valeurs dans N, et N une variable aléatoire entiére positive indépendante des
N

précédentes. On considére la variable S := Z X,

n=1
Montrer que Gg = Gy o G, ol GG est la fonction génératrice commune des X,.
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Démonstration. Soit t € [—1, 1], alors

Gs(t) =) P(S = k)t*

avec, par formule des probabilités totales et indépendance,

+00 oo
vk € N,P(S Z]P’ =n)=)» P(S,=kN=n)=>» P(S,=kP{N =n)
n=0 n=0
Ainsi
“+o00 400
=> > P(N =n)P(S, = k)t*
k=0n=0
Or
“+00 400
DD PN =n)P(S, = k)lt] <1
k=0n=0

Donc la famille est sommable et on peut intervertir les sommes, d’ot

=> P(N =n)> P(S, =k)t' =Y P(N =n)Gs,(t)

Puis par indépendance
+oo
=) PN =n)G(t)" = Gn(G(1))
n=0

Ainsi GS:GNOG. ]

Exercice. * Soit X,,,Y,, deux variables aléatoires discrétes indépendantes de loi uniforme
sur [0,n]. On considére les variables aléatoires Z,, et T,, définies par

Zn =X, = Y,|, T, = min(X,,Y,).
1. Déterminer E(Z,) puis en donner un équivalent lorsque n tend vers +oc.
2. Déterminer E(7},) puis en donner un équivalent lorsque n tend vers +oc.

Démonstration.
1. Ona0< Z, < X,,+Y,, donc Z,, admet une espérance. Puis, par théoréme de transfert,

= |k—IP(X, =k, =1).
k,1=0
Ainsi, par indépendance,

_ Xn: Ik — I[P(X, = k)P(Y, = 1).

k,1=0



Donc, comme X et Y suivent des lois uniformes,

n 1—1

1 2 o 2 (o ii—1
E(Zn):mZ%—l!:m;;(z—j):m;(@ i : )

k,1=0

n

2 i 40 1 1 o on(2n+1) n
—<n+1)2Z 2 _(n+1>2;Z T T ) 2t D)

=1

D’ou 5
E(Z,) = n(n + 2)
3(n+1)
Par conséquent
E(Z,) ~ 2.
n—-+o00o 3

. On a l'identité suivante
Va,b € R, |a —b| =a+b—2min(a,b).

Donc T,, admet une espérance et

E(T,) = %(E(Xn) +E(Y,) - E(Z,)) = % (% T % - ’;‘Eﬁi f;) - na((an:f))
Par conséquent

)



Exercice. * Soit U,V deux variables aléatoires discrétes indépendantes telles que

1 2 1 1
P(U =-2) = §’P(U =1)= 3 (V=1= §,IP’(V =2)= 7
On définit
W= (-1)"U.
1. Déterminer la covariance de V et W.
2. Montrer que V? et W2 sont indépendantes.
3. Déterminer E (ﬂ{vzl}W?’).
4. En déduire que V' et W ne sont pas indépendants.
Démonstration.
1. On a |W| =|U|, donc W admet une espérance et, par indépendance,

De méme |[VW| < |U||V| et U et V admettent des moments d’ordre 2, donc VW admet
une espérance et, par indépendance,

E(VW)=E((-1)"V)E(U) = 0.

Par conséquent

Cov(VIV) = E(VW) — E(V)E(W) = 0.
2. On a W2 =U?, avec U et V indépendants, donc W2 et V2 sont indépendants.

3. On a
E (Ly=yyW?) = E (Liy=1y(=1)°U°) = —E (Ly=nyU?) .

Puis, par indépendance,
E (Lpy_yW?) = —P(V = 1)E(U?).
Ainsi, aprés théoréme de transfert, on obtient
E (Lyy—yW?) =1.
4. On a
E(W?) = E(Ly=yW?) + E(Ly—y W) = —E(Lyy=yU*) + E(Liy—U?).
Puis, par indépendance,
E(W?) = (=P(V =1) + P(V = 2))E(U?) = 0.

On a donc
E (1y—1W?) #E(1py_nE(W?).

Par conséquent V' et W ne sont pas indépendants.
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Exercice. ** Soit p, ¢, € R tels que p+¢+7r = 1. Soit n € N* et Y,, = (U,, V,,) un vecteur
aléatoire a la valeurs dans N? de loi trinomiale i.e. pour tout k,l € N? tel que k + [ < n,

n! k= (k1)

P(Yn = (k1)) = A= G 1"

On note également Y, = (0,0).
1. Montrer que U, et V,, suivent des lois binomiales. Déterminer les parameétres.
2. Les variables aléatoires U, et V,, sont-elles indépendantes ?

3. Démontrer que
Vr,y € R, Zk‘ (Z) * R = (x4 y)" !
k=1

4. En déduire E(U,V,,).
5. Calculer Cov(U,,V,,) et Var(U, + V,,).

Démonstration.

1. La famille des {V,, = l}, [ € N forment un systéme complet d’événements, donc, pour
tout k € N,

n—=k
_ _ N n! kL= (k1)
=D PUn=kV,=1) = ;k!l!(n Y TLA

leN

ko n—k _k
I n Ln—k)—l _ [T\ & n—k
- k!(n—k)!z( z >qr - (k)p (a+7)

1=0
Donc U,, ~ B(n,p) car p+ q+r = 1. De méme V,, ~ B(n, q).
2. On a
PU,=0,V,=0)=r"#(1—-p)"(1—q)" =PU, = 0)P(V,, =0).

Donc U, et V,, ne sont pas indépendants.

3. On a, pour tout x € Ret y € R,

(z+y)" = ;(k) k.

Donc, en dérivant par rapport & = des deux codtés, on a

n(x +y)" Zk()klnk



4.

Par théoréme de transfert on a

n!
kl]P) kl k 1l n— (k+l)
k:l)ZENQ Z k'l‘ k_'_l))'p o

k:+l<n

Dongc, en utilisant la question précédente,

n

n n—Fk
n n—=k _ n ek
— kak (k) Zl( l )qlr” (kD) — Zk (k)pk(n — Ek)q(q+r)" kL
k=1 =1

k=1
Ainsi
n n — (n-1
E(U,V,) = q;k(n — k) <k)p’“(1 —p) = qn;k( " )p’“(l —p)" "

D’ou, en utilisant la question précédente,
E(U,V,) = pgn(n — 1).
On a
Cov(U,, V,,) = E(U,V,,) — E(U,)E(V,,) = pgn(n — 1) — npng = pgn(n — 1) — n’*pq.

Donc
Cov(Up, Vi) = —npq.

Ainsi
Var(U,+V,) = Var(U,)+Var(V,,)+2Cov(U,, V,,) = np(1—p)+nq(1—q)—2npq = nr(l—r).

]

Exercice. *** Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N admettant un moment d’ordre
1 et (Xin)ien+nen une famille de variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X.
On considére la suite de variables aléatoires (Z,)nen définie par Zy = 0 et

Zn
VneN, Zy = Xin.

La variable aléatoire Z,, représente le nombre d’individus d’une génération au temps n et
Xin le nombre d’individus engendrés par le i-éme individu a I'instant n.

1.

On note G la fonction génératrice de X et, pour n € N, GG, celle de Z,,. Montrer que
Gpi1 =GroG.

On note z,, = P(Z, = 0), pour n € N. Montrer que (x,),en est une suite convergente
vers un réel que I'on note «. Que représente o pour le probléme ?

Montrer que « est le plus petit point fixe de G.
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4. Dans quel(s) cas a-t-on extinction presque str de la population ?

Démonstration.
1. Soit t € ]0,1[. Alors

Zn
ZXZ n
Gn+1(t) =E <t’ ) (Ztl ﬂ{anN}> .

+o0 %X—Ln +oo
E Z t|i=t H{Zn:N} <E ZH{ZnZN} =1 < +o0.

N=0 N=0

Donc, par théoréme de Fubini-Tonelli,

E i +o0 N
Gry(t ZE ( =t IL{Zn=1\7}> = ZE (Htxi*"ll{zn:N}) .
N=0 \i=1

Or Z, ne dépend que de Z,,_; et des X;,,_; pour ¢ € N*. Ainsi, par récurrence Z,, ne
dépend que des X; ; pour i € N* et j € [0,n —1]. D’ou, par indépendance des X ;, Z,
est indépendant de X, pour tout i € N. Par conséquent

+oo0 N

Gua(t) = Y _J[EE)P(Z, = N)

N=0i=1

Puis, par identique distribution,
G ( ZIE (tNP(Z, = N) = G, (G(t)).

2. Si Z, =0 alors Z,,1; =0, donc
z, =P(Z,=0) <P(Z,11=0) = apy1.

Donc (z,,)nen est une suite croissante majorée par 1, d’ou (z,)nen converge.

+0o0

De plus I'événement |J {Z,, = 0} correspond a I’événement "la population s’éteint". Il
n=0

s’agit d’une réunion d’événements croissants, d’ou

P (DO{Zn - 0}) = lim P(Z,=0) = a.

n=0

3. On considére = min{t € [0, 1], G(t) = t} (existe car 1 est point fixe et G' continue).
Pour tout = € [0,1], on a

+oo
= KP(X =k)z*' > 0.
k=1
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Donc G est croissante sur [0, 1]. Ainsi

G([0,8]) € [G(0),G(B)] = [G(0), 8] < [0, B].

Ainsi, par récurrence sur n € N,

D’ou

z, = G"(0) € [0, 5.

a= lim z, €0, 3].

n—-+o0o

De plus

Vn e N, 2,41 = Gri1(0) = G(GR(0)) = G(zy).

Donc, par passage a la limite et continuité, a = G(a), d’ot 5 < av.
Par conséquent a = .

. Il y a extinction presque stir si et seulement si a« = 1 i.e. si et seulement si 1 est le seul
point fixe de G.
Or G'(1) = E(X). Donc :

(a)

Si E(X) > 1 alors
(G —idpy)' (1) =G'(1)—1>0.

Donc G — id|py) est strictement croissante au voisinage a gauche de 1. De plus
(G —idp1)(1) = 0.

Donc G — idp1 < 0 sur un intervalle de la forme |e, 1] avec € € ]0,1[. On a
également
(G —idpq1)(0) =P(X =0) > 0.

Ainsi, par théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € |0, 1] tel que G(t) = t.
Par conséquent o < 1.

Si E(X) < 1 alors
(G —idpq))'(1) =G'(1) —1<0.

Donc G —id|p ;) est strictement décroissante au voisinage a gauche de 1. De plus
(G —idpqy)(1) = 0.

Donc G —idj ;) > 0 sur un intervalle de la forme |e, 1] avec € € 0, 1.
On suppose par 'absurde qu'il existe t € [0, 1] tel que Gx(t) =t. Or

+00
Va € 10,1], G% (1) = ) k(k — DP(X = k)a*~* > 0,
k=2

Donc Gx est convexe sur [0, 1]. En particulier le graphe de G'x est en dessous de
sa corde entre t et 1 :

Vo e [t 1],G(x) < —y 7 ¢=¢

Ce qui contre G — id[g ;) > 0 sur le, 1[. Par conséquent o = 1 i.e. extinction est
presque sir.
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(c) Si E(X) =1 alors distinguons encore deux cas :

1.

11.

Si X est a valeurs dans {0, 1} alors

Donc X = 1 presque stirement puis Z,, = 1 presque stirement pour tout
n €N, d'ot a = 0.

Sinon il existe k € [2, +o0] tel que P(X = k) > 0. Ainsi, pour tout = € |0, 1],
+o00

G'(x) =Y k(k - DP(X = k)" > 0.

k=2

Donc G est strictement convexe sur |0, 1[. Ainsi le graphe de G se situe stric-
tement au dessus de sa tangente en 1 d’équation y = x. Par conséquent o = 1
et il y a extinction presque sfir.

]
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