Question de cours. Enoncer et démontrer la formule de la chaine pour les dérivées partielles
d’une composée.

Réponse. Soit U ouvert de R™, V ouvert de R", f : U — V et g : V — RP? différentiables.
Alors go f admet des dérivées partielles données par, pour tout z € U, i € [1,m] et k € [1, p],

d(g 3% 3f
§ *(@).
8% 8y] 8%
Démonstration. Soit x € U. La composée g o f est différentiable en x de différentielle

d(g o f)(z) = dg(f(x)) o df ()

Ainsi, en passant & la matrice jacobienne,

Jac(g o f)(x) = Jac(g)(f(z)) x Jac(f)(x)
D’ou, pour i € [1,m] et k € [1,p],

A2 Dy = 32 g o),

]

Exercice. On note S la sphere unité de R™. Soit f : R® — R différentiable telle que f|s
soit constante. Montrer qu’il existe xo € B(0,1) tel que df (zo) = 0.

Démonstration. La fonction f est continue sur le compacte B(0,1), donc, par le théoréme
des bornes atteintes, il existe xg,z; € B(0,1) tel que

Flzo) = min f(z) = met f(x) = max f(z) = M

z€B(0,1) x€B(0,1)

Sim = M alors f est constante sur B(0,1), donc df (z) = 0 pour tout z € B(0,1).

Sinon m < M, donc, comme f est constante S, xg ou x; n’est pas dans S. Supposons par
exemple xo ¢ S. Alors 2y € B(0,1). Donc xy est un point critique de f différentiable, d’ou
df (zo) = 0. O

Exercice. Soit f: R™\{0} — R et a € R%. On dit que f est a-homogeéne si
o € R™ {0}, VA € RY, f(Az) = A*f(x).

1. Citer des exemples de fonction a-homogéne.

2. On suppose que f est différentiable sur R™\{0}. Montrer que les assertions suivantes
sont équivalentes.

(a) f est a-homogéne.
(b) Pour tout x € R™\{0},

1m
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Démonstration.

1. Les fonctions de la forme
f(z) = ZH%’B”, r € R™,
i=1j=1

avec, pour tout i € [1,n],
> Bij=o
j=1
2. Sens direct : On suppose que f est a-homogéne. Alors
Vo € R™\{0},VA e RY, f(Az) = A\ f(z).
Ainsi, en dérivant par rapport a4 A\, on obtient, par régle de la chaine,

Vo € R™\{0},VA € R, ng

X

(A2)Az; = aX* L f(2).

i=1
En particulier, pour A = 1, on obtient
—x; = af(x).
> gt = af(@)
=1
Sens indirect : Réciproquement on suppose que

vz € R™M {0}, f(z) = ézxig—i(x).

=1

Soit € R™\{0}. On considére la fonction g : R — R définie par

g(\) = f(;f)J €RY.

Alors g est dérivable car f est différentiable, et, pour tout A € R7,

1 1 =0
g\ = Fdj}w(x) — Xilf()\x) =% 8£()\x)xi — )\(ilf(/\x).
=1

Ainsi, grace a 'hypothése appliquée au vecteur Az,

«

g\ = %%f(kx) — o/ (e) =0,

D’ou g est une fonction constante. En particulier, pour tout A € R*,

TO8) _ 43 = 9(0) = f(a).




Exercice. Soit f: R? — R? de classe C? telle que

o2 f o2 f
(E) vxvyeRa%(xay):a_yg(l‘ﬁy)

On considére également g : R> — R? définie par
Vu,v € R, g(u,v) = f(u+v,u —v).

1. Montrer que g est de classe C? et vérifie

0?g
Yu,v € R, m(u7 v) = 0.

2. En déduire toutes les fonctions de classe C? vérifiant (E)

Démonstration.

1. L’application ¢ est classe C? comme composée de telles applications. De plus, pour

tout x,y € R,
r+y r—vy

fe) =a (5 ) = ot

Donc, par régle de la chaine,

af _ Oy 1  0Og 1
8x(x7y)_au(u7fu)x 2+6U(U’U>X 2
D’ou, aprés utilisation du lemme de Schwarz,
0 f 9%g 1 9% 1 9% 1

922 @) = gawv) X g4 5 (wv) x5+ 550

De méme
az_f( )_1@( )_1829( ) 99
oy? BV = 452" T 2800 Y T 1o

D’oti, comme f vérifie (E),

2. On a donc

Donc il existe k1 (v) € R tel que

dg B
%(u, v) = ki (v).

Ainsi k; est de classe C''. On note k une primitive de k;. Alors k est de classe C? et il
existe h(u) € R tel que
g(u,v) = h(u) + k(v).
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En particulier A est de classe C2.

Par conséquent
. r+y r—y
f(x,y)—h( 5 )+k< 5 )

Réciproquement les fonctions de cette forme vérifient (F).




Question de cours. Montrer que la composée de deux applications différentiables est dif-
férentiable et exprimer la différentielle de la composée.

Réponse. Soit U ouvert de R™, V ouvert de R", f : U — V et g : V — RP? différentiables.
Alors go f : U — RP est différentiable et pour tout =z € U,

d(go f)(x) = dg(f(x)) o df (x).

Démonstration. Soit x € U, alors, comme f est différentiable en x, on a

f(z+h) f(@) + df (z)(h) + o([A]])

[[2[|—0

Puis g est différentiable en f(x) donc

g(f(@)+ 1) = g(f(x))+dg(f())(R) + o(l|W[])

(2| =0
Ainsi
oI+ ) = () + A + ollh])
= g(f(x)) + dg(f (x))(df (x)(h) + o([[1]])) + ol[df (x) () + o([[RI)]])
= g(f (@) + dg(f(x))(df (x)(h)) + o(||Al])
Ainsi g o f est différentiable en x et d(g o f)(z) = dg(f(x)) o df (). O

Exercice. Soit E 'espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles sur [0, 1] muni de la

norme uniforme et
FE — R

P — [(P(t)dt.

Montrer que ¢ est différentiable sur E et déterminer sa différentielle en tout point.

Q:

Démonstration. Soit P, H € E. Alors
o(P+H) = / (P(t)+H(D)dt = 6(P) +3 / (P())*H (t)dt+ / (3P () (H (1)) + (H(1))*)dt
avec H — 3 fol(P(t))2H(t)dt linéaire et

/0(3P(1ﬁ)(15’(25))2+(lll(t))?’)dlt’SHHH2 (3/0 \P(t)ldt+IIH!\) = o([[H]]).

H[—0

D’ou ¢ est différentiable en P et

VH € E,dp(P)(H) =3 / 1(P(t))2H(t)dt.



Exercice. Soit U = {(z,y) € R? y > 0}. Déterminer les fonctions harmoniques f : U — R
de la forme

B _ cos(2m) 5
f(xay) - (p(U(ZE,y)) avec U(JT,y) - Ch(2y> et ¥ € C (] 17 1[a R)
Démonstration. On a o o
Bl + a—y2 =Af=0.

Or '

Ou _ _Qsm(Zm) du _ —28h(2y) cos(2x)

Ox ch(2y) " dy (ch(2y))?
D’ou, par régle de la chaine,

of 2sin(2z) of | 2sh(2y)cos(2z)
% =—¢ (u(xay))m> a_y =¥ (u) (Ch(2y))2

On en déduit

o e
oz = o
Puis, aprés simplifications,
B _(ch(2y))* — (cos(22))* , 8cos(2r)
V== Gy ey

Puis, comme ch > 1 sur R*,

(1= )" () — 2u/(u) = 0.

De plus, |u| < 1 sur U, donc I'équation différentielle se résout en

9 1 1
o(u) = —— =a( + ),aER.

Tl w2 14u 1—-u
Puis 1
go(u):aln<1+u> +b,beR.
—u

Finalement les fonctions cherchées sont exactement de la forme

B ch(2y) + cos(2x)
f(z,y) = aln (Ch(Zy) - cos(2x))

]

Exercice. Soit U un ouvert du plan complexe C que l'on identifie & R% On considére
f:U — C, u = Re(f) et v =1Im(f). On dit que f est holomorphe sur U si f est
continiment dérivable sur U, i.e.

VzeU,%ﬂHh})l_f(z) _ f(z) eC

et f’ est continue sur U.



1. Montrer que f est holomorphe sur U si et seulement si u et v sont de classe C! sur U
et vérifient les conditions de Cauchy

Ju Ov Qu  Ov

or Oy’ oy Oz

2. Montrer que si f est holomorphe et u,v de classe C* alors u et v sont harmoniques i.e.
0%u N PPu v N Pv

ox2 Oy 0a? Oy

0

Démonstration.

1. Sens direct : On suppose f holomorphe sur U. Soit z = x + iy € U. Alors
o fEts) — f2) flet+s+iy) — fletiy) Of

F(z) = £—>0 s - E—% s N a—x(:v,y)
De méme
o) G IE) o Sy s) i) Of
s—0 18 s—0 S ay
De plus
of . du v of . du o

Donc, par identification des parties réelles et imaginaires, les dérivées partielles de u
et v sont continues, ainsi v et v sont de classe C!, et

ou ov ou ov
%(33,3/) - a_y(x>y>7 a_y(xay) - _a_x<x7y)

Sens indirect : Réciproquement on suppose que u et v soient de classe C! et vérifient
les conditions de Cauchy. Soit z = x + iy € U. Or I'application f est différentiable en

(x,y), donc
flet sy +0) = fy) = dfey)(s.0 + ol 0])
= sdf (z,y)(1,0) + tdf (2, y)(0,1) + o(||(s, 1) )
0 0
=55 (o) + £ () + ol D))

Or, d’aprés les conditions de Cauchy, on a

0 0

e =i @)
Donc of of

f(x + 5,y + t) - f<x7y) s,t:—>0 8%(I,y) + Zt%(l’7 y) + O(H(S?t)H)
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= (s+ zt)%(x,y) + o(|s +it])

Ainsi
flz+h)—f») _ of

h h—0 Ox

(2,9)
Donc f est dérivable en z et f'(2) = a—af(x, y), d’ott z — f’(2) est continue car u et v
de classe C'. Par conséquent f est holomorphe.

2. On a, d’aprés la question précédente et le lemme de Schwarz sur les dérivées partielles,

0%u d0u 90v 0Jdv 9%u

dx*  Odxdx  Ordy Oydr Oy

D’olt u est harmonique. On montre de méme que v est harmonique.



Question de cours. Déterminer la dérivée de Bo (f,g) avec f : R — E g : R — F
dérivables et B : E x FF — G application bilinéaire avec E, F, G espaces vectoriels normés
de dimension finie. Le démontrer.

Réponse. Si f et g sont dérivable alors B o (f, g) est dérivables et

(Bo(f,9)) =Bo(f,9)+Bo(fd)
Démonstration. Soit t € R. Alors

B(f(t),9(t)) = B(f(s),9(s)) _ B(f(t),9(t)) = B(f(s),9(t)) + B(f(s),9(t)) = B(f(s),9(s))

t—s t—s

t—s t s—t

=5 (15 00) 2 (500, 25222 U000 + B, 90

grace a la continuité de B (bilinéaire en dimension finie) et de f. ]
Exercice. Soit ¢ € R*. Déterminer les fonctions f de classe C? sur R? vérifiant

o2f O
2— —_ — =
¢ ox?  Ot? 0

Indication : On pourra utiliser le changement de variable
f(z,t) = F(x +at,x + bt) = F(u(z,t),v(z,1)).

Démonstration. Par régle de la chaine, on a

Of _0Fou  OFdv_OF OF
or Oudr Ovdr Ou Ov’

De méme

g—a—Fx +8—F><b
ot ou T o 7

Puis, comme [ est de classe C? et (u,v) est un C*-difféomorphisme, F' est de classe C? et,
par lemme de Schwarz,
0*f  O*F O’F  O°F
= +2 + ,
ox?  Ou? Judv — Ov?

et
0 f ,O*F O*F ,O*F
o2 “ ou? + 2ab8u8v +o ov?’

Ainsi ’équation vérifiée par f donne

O°F 3 OP°F

2 2\~ — 22—b 2_b2__0
(¢ —a )8u2 t2Ac—a )(%81) + )8712
Donc, en choisissant a = c et b = —c,
O*F B
oudv



Ainsi il existe ¢ et ¢ de classe C? sur R? telles que
F(u,v) = ¢(u) +¢(v).

Par conséquent les solutions sont de la forme

flz,t) = oz + ct) + (x — ct).

Exercice. Soit n € N* et ||-|| une matricielle sur M, (R).

1. Montrer que la fonction exponentielle exp : M,,(R) — G L, (R) est différentiable en la
matrice nulle 0 € M,(R) et déterminer d(exp)(0)
M,(R) +— M,(R)
A — AF
sur M, (R) de différentielle donnée par, pour tout A, H € M, (R),

dpp(A)(H)= Y AHA.

0<i,j<k—1
itj=k—1

2. Pour £ € N*, on note ¢y, : . Montrer que ¢y est différentiable

3. En déduire que la fonction exponentielle matricielle est différentiable sur M, (R) et
déterminer sa différentielle.
Indication : On pourra utiliser le théoréme suivant.

Théoréme. Soit Y ¢ une série d’applications différentiables ¢, : R™ — RP telle que la
série des applications linéaires >~ dey. converge uniformément sur tout compact de R™ alors

la fonction somme ¢ = Zgbk est différentiable sur R™ de différentielle d¢ = ngf)k

k=0 k=0

Démonstration.
1. Soit H € M, (R), alors

X HE iy 4
k=0 k=2

Avec I, = exp(O) et [H — H]| = idy, ) linéaire sur M, (R).
De plus, comme ||| est une norme matr1c1elle sur M,(R), on a

Z‘ ZHHH — Il g~ 1

Puis par développement limité de ’exponentielle réelle et en manipulant des o matri-

ciels, on obtient que
(I|1H
Z KU 0 y

Par conséquent exp est différentlable en 0 et dexp(0) = ida, (m).-

+°°H’“ \H’“H
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2. Soit A € M,(R). On montre par récurrence sur k € N* la propriété

P(k):pu(A+H) = A4 Y AHA +o(|H|)
110 0<i,j<k—1
it+j=k—1

— Pour k£ = 1 on a directement

p(A+H)=A+H = A+ H+o(|H]|)

l1H]—0
— On suppose le résultat vrai au rang k € N*, alors
VH € M, (K),(A+ H)*' = (A+ H)*(A+ H) = or(A+ H)(A+ H)

Donc par hypothése de récurrence

(A+H)H = A+ > ATHA +o(||H) | (A+ H)
| H|[—0 0<i,j<k—1
itj=k—1
= AL AFH 4 Y ATHATT 4+ Y A'HATH + o(||H||)
0<i,j<k—1 0<i,j<k—1
i+j=k—1 ) i+j=k—1 ' '
= AL AFHAC + > AHAT + > A'HA'H +o(||H|)
0<i<k—1,1<j<k 0<i,j<k—1
' ' i+j=k ' ) itj=k—1
= A 3 AHA+ Y AHAH+o(|H|)
0<i,j<k 0<4,j<k—1
itj=k itj=k—1

avec, comme R est un anneau commutatif,

Yo AHNH| < Y |AHAH| < DT AT HIP = =P R AN

0<i,j<k-1 0<i,j<k-1 0<i,j<k-1
itj=k—1 itj=k—1 it+j=k—1
Ainsi
E A'HA'H = o(||H])
0<i,j<k—1 1710
=1

Finalement on a bien

Plk+1):orn(A+H) = AF 4 Y AHA +o||H])

| H|[—0 —
0<i,j<k
i+i=k

Ce qui achéve la récurrence.
Par conséquent ¢y est différentiable en A de différentielle donnée par

VH € M,(R),dpy(A)(H) = Y AHA.

0<i,j<k—1
iti=k—1
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3. Comme @y = I,, constante, dpy(A) = 0.
Ainsi, pour tout k € N,

VH € My(R), ||dox(A)(H)|| < Y |AHA| < Y A H| = kA" H]|
0<i,j<k—1 0<i,j<k—1
itj=k—1 itj=k—1

Donc dyy(A) est continue (automatique car linéaire en dimension finie) et sa norme
d’opérateur vérifie
k-1
lder (Al < k|| Af

Par conséquent ¢ := % est également différentiable en A et sa différentielle vérifie

ldee(A)] _ JAI*

Ainsi la série d’applications linéaires > | d¢y, de M, (R) dans L(M,(R)) est normalement
convergente sur tout compact de M,(R), donc uniformément convergente sur tout
compact de M, (R).

Or M, (R) et L(M,(R)) sont des espaces vectoriels de dimension finie.

Ainsi, d’apreés le théoréme, la fonction somme exp = > ¢y, est différentiable sur M, (R)
et

+oo
1 . _
VA € M,(R),YH € M,(R),dexp(A)(H) = ZE > AHA
k=1 \ 0<i,j<k—1

itj=k—1
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