Exercice. Résoudre 1'équation différentielle v/ (t) + y(t) = Tlet sur R.

Démonstration. L’équation homogene associé est 4 +y = 0 de solution yo(t) = Ae™* sur R,
avec A € R. On considére ¢ : R — R de classe C' et y.(t) := c(t)e™" sur R. Alors y,. est
solution de I’équation différentielle si et seulement si

1
Vi€ R, (t)e! = () —elt)e +e(t)e ! = 7.
ie.
/ et
Vte R, (t) = =
(1) = 1o

Ainsi une solution particuliére est donnée par
ye(t) = In(1 + e')e "
Puis les solutions de I’équation sont exactement de la forme

y(t) =X+ In(1+e)e ", N ER.

Exercice. Résoudre 1'équation différentielle y”(t) — 4y/(t) + 3y(t) = (2t + 1)e".

Démonstration. L’équation homogéne associée est y”(t) — 4y'(t) + 3y(t) d’équation caracté-
ristique 72 — 4r 4 3 de solutions 1 et 3. Donc les solutions de 1’équation homogeéne sont de la
forme

Yo(t) = e + pue* A\, € R.

Or —1 n’est pas solution de I’équation caractéristique, on cherche donc une solution parti-
culiére de la forme y.(t) = (at + b)e™" avec a,b € R. Ainsi, par dérivation,

Vt € Ryat + (b — 2a) —4(—at — b+ a) + 3(at + b) = 2t + 1.
Donc
5

8a = 2
8 —6a = 1
Dot a = %,b =15
Par conséquent les solutions de I’équation sont exactement de la forme

t )
y(t) = Ne' + pe® + (— +

R
1 16)6 ,a,b € R.

Exercice. Déterminer les solutions réelles du systéme différentielle X'(t) = AX(t) avec

1
A= -1
1

O N =
)



Démonstration. Le polynéme caractéristique de A est
X-1 -1 0

xa=| 1 X-2 -1 :(X—1)’X0_2
~1 0 X-1

—1

n 1 —1
X -1

-1 X—-1

=(X-1DHX-2)+ X -1-1=((X—-1)*+1)(X —2).

Donc les valeurs propres de A sont 2,1+ 1,1 — ¢ distinctes. Ainsi A est C-diagonalisable. Un

1
vecteur propre associé & 2 est ey = | 1 |. Puis
1
—1 1 0
A-(1+0)L=| -1 1—-4i 1
1 0 —
1
Donc un vecteur propre associé a 1 + 1 est vy = 7 , puis un vecteur propre associé a
—1
1
l—idestdoncovs=1| —i

i
Par conséquent des solutions réelles indépendantes sont

1 e+t cos(t) e+t sin(t)
el 1 | ,Re| et | =¢' [ —sin(t) |, Im | et | = | cos(t)
1 —jeliH1)t sin(t) —jeliH1)t — cos(t)

Donec les solutions sont exactement de la forme

1 cos(t) sin(t)
X(t)=ae* [ 1 | +be' | —sin(t) | +ce cos(t) ,a,b,c e R.
1 sin(t) — cos(t)

O

Exercice. On munit R" de sa structure euclidienne canonique. Montrer que les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. A est antisymétrique.

2. Toutes les solutions de X'(t) = AX(t) sont de norme constante.

Démonstration.
Sens direct : On suppose que A est antisymétrique. Soit X solution de X'(¢) = AX(¢). On
considére y(t) = | X (8)||> = X (¢)X (t). Alors

y(t)="X'O)XH)+ XX ()= "Xt A X))+ "X(t)AX(t) = 0.

{



Donc y est constant i.e. X est de norme constante.
Sens indirect : On suppose que toutes les solutions de X'(t) = AX(t) soient de norme
constante. Ainsi, pour toute solution X, on a

ViteR,0=y'(t) = 'X(t)(A+ TA)X(t).
En particulier, en t = 0, on a
0= 'X(0)(A+ "A)X(0).

Or A+ 'A est symétrique, donc, par théoréme spectral, diagonalisable (dans une base
orthonormée). Soit A € Sp(A + *A). Alors il existe v € R"\{0} vecteur propre de A + A
associé a la valeur propre A. On considére X solution de X'(t) = AX(¢) telle que X(0) = v.
Ainsi

0= "w(A+ 'Aw = X|v|>.
Dot A =0puis A+ tA=01ie A= —A, ie. A est antisymétrique. O

Exercice. Soit f € C'(R) tel que f(x)+ f'(x) - 0. Montrer que f(z) — 0.
T—>r+00

T—+00
Démonstration. On considére g = f + f'. Alors f est solution de ’équation différentielle
y+y=yg.
Or I’équation différentielle homogene associée est 3y +y = 0 de solutions ¢t — Ae™! pour
A eR.
Soit A € CY(R) et yy : t — A(t)e™". Alors y, est solution de I'équation différentielle si et
seulement si

N(t)e™ = g(t).

Ainsi une solution particuliére de I’équation est donnée par

Yo : t — (/Otg(:v)e”dx) e "

Par conséquent il existe A € R tel que

£(8) = Aglt) + ( /0 t g(x)exdx) ot

Or g +—> 0, donc, pour € € R, il existe A € R tel que
o0

Vi > A, lg(t)] < g
De plus et — 0. Donc il existe B > A tel que

t—-+o0

£

Vt> B,e”' < — :
2f0 lg(z)|e*dx

Par conséquent, pour tout ¢ > B,

'(/Otg@)e“"dﬂf) e < (/OA Ig(x)|e“"da:) et (/At Ig(:v)|exdx) et < %‘l‘% (/At ewdx> e’ <e.
Ainsi f(z) — 0. .



Exercice. Résoudre I’équation différentielle (1+4¢)y'(t) +y(t) = 1 +1In(1+¢) sur | — 1, +o0l.

Démonstration. L’équation homogeéne associée est (1+t)y'(t)+y(t) = 0ie. y/(t) = —%Hy(t)

de solution yo(t) = e~ 1+ = %th sur | — 1, +00[. On considére ¢ : R — R de classe C! et

ye(t) = ;(—JZ sur | — 1, 400]. Alors y. est solution de I'équation différentielle si et seulement si

Vi€ ]— 1,400, (141) (c’(t)%ﬁ - c(t)(lit)g) + 10915 — 14 In(t +4),

ie.
Vte]—1,+o0f,d(t) =1+ In(1+1).

Ainsi une solution particuliére est donnée par

1 t 1 .

y.(t) = i) (1+In(l+s))ds=——(t+[(s+1)In(l +s) — s];) =In(1 +¢)

T 14t

. Puis les solutions de 1’équation sont exactement de la forme

A
t)=——+In(l+¢), e R
y(t) = o +In(l+0). A e

Exercice. Résoudre I'équation différentielle y”(¢) — 4y/(t) + 3y(t) = (2t + 1)e'.

Démonstration. L’équation homogene associée est y”(t) — 4y (t) + 3y(t) d’équation caracté-
ristique 72 — 4r + 3 de solutions 1 et 3. Donc les solutions de ’équation homogéne sont de la
forme

Yo(t) = Ae' + pue® N\ u € R.

Or 1 est solution de I’équation caractéristique, on cherche donc une solution particuliére de
la forme y.(t) = (at® + bt + c)e* avec a, b, c € R. Ainsi, par dérivation,

Vt € R,at® + (4a + b)t +2a + 2b + ¢ — 4(at* + (2a + b)t + b+ ¢) + 3(at® + bt +¢) = 2t + 1.

Donc

Il
—

20 +2b+c¢—4(b+¢) + 3¢

—4a = 2
20 —2b = 1.

Dot a = —%, b = —1 et on peut prendre ¢ = 0. Par conséquent les solutions de 1’équation
sont exactement de la forme

{ 4a+b—4(2a+b)+3b =

1.e.

1
y(t) = Ne' + pe® — (5152 + t> el N\ ueR.



. ) . s xh () = 621 (t) + 3zo(t) — 3t + 4e3
Exercice. Résoudre le systéme différentiel { P (1) = —Aay () — 2o(t) + 4t — de™

Ty

Démonstration. On considére X = ( > Alors le systéme différentiel se réécrit

T2

X'(t) = AX(t) + B(t),

(6 3 T
a= (5 ) o= (30E)

Or le polynome caractéristique de A est y4 = (X —2)(X — 3). Donc A est diagonalisable de

avec

: — 4
valeurs propres 2 et 3. Des vecteurs propres associés sont ( 43 ) et ( 4 ) Alors

a=r(5 )= (T 2 (0 5)i(03)

On note Y = P~1X. Alors I'équation différentielle se réécrit

Y'(t) = P'APY (t) + P'B(t).

{yi(t) = () +1t
ya(t) = 3ua(t) + e

Ainsi les solutions de Y'(t) = P~'APY (t) + P~'B(t) sont exactement de la forme

et — L1
Y(t) = ( e _|_2t63t4 ) A e R

Puis les solutions du systéme différentiel sont exactement de la forme

{ zi(t) = —3Xe* +4ped + 3 4 3 4 4ge
[

Exercice. Soit A € M(C). Montrer que les solutions de X'(t) = AX(t) tendent vers 0
en 400 si et seulement si les valeurs propres de A sont toutes de partie réelle strictement
négative.

Démonstration. Comme C est algébriquement clos, A est trigonalisable. Donc il existe P €
GLy(C) tel que P7'AP =T avec T de la forme

(A0 A
T—<0 ,u) ouT—(O /\),)\,MGC.

Ainsi I'équation différentielle se réécrit Y'(t) = TY (t) avec Y (t) = P71 X(1).
Distinguons ensuite les deux cas possibles pour 7T :

5



1. SiT = ())\ 2 > avec A\, u € C alors les solutions de Y'(t) = TY (t) sont exactement

de la forme
M

Y@%:(th),mbeC.

Ainsi les solutions de Y'(t) = TY (¢) tendent vers 0 en +oo si et seulement si Re(\) < 0
et Re(p) < 0.

2. 81T = ( 6\ /;\L ) A, 1€ Cavec A\, pu € C alors les solutions de Y'(t) = TY (t) vérifient

{yg(t) = Ay(t) + py(t)
Yo

(t) = Apalt),
m' (1) = Nn(0)+ ()
n(t) = Ay(t) + pya(t
{ yQ(t) — b€>\t 7b € (C7
le. 0 Ny Ny
y1(t) = ae + ubte
) = be ,a,b e C.
Ainsi les solutions de Y'(t) = T'Y (t) tendent vers 0 en 400 si et seulement si Re(\) < 0
et Re(u) < 0.
Par conséquent, comme les normes sont équivalentes sur C?, les solutions de X'(t) = AX(¢)
tendent vers en +o0o si et seulement si Re(\) < 0 et Re(p) < 0. O

Exercice. Soit f : R, — R continue intégrable. On considére 1’équation différentielle
y" + f(t)y = 0 sur R,. Montrer que I’équation admet une solution non bornée.

Démonstration. On suppose que ’équation différentielle n’admettent que des solutions bor-
nées. Soit y; une solution bornée de I’équation différentielle. Alors, pour tout t € R,

i) = [ e = [ romio

Or f(x)yi(x) = O(f(z)) et f est intégrable, donc y; admet une limite finie [ € R en +o0.
T—>r+00
De plus si [ > 0 alors il existe A € R tel que

[
vtz Ayl = 5.

Donc I
Vit > A yi(t) > §(t —A)+y(A).

Ce qui contredit le caractére borné de y;. De méme si [ < 0. Par conséquent y; +—> 0.
o

On considére y, une solution de ’équation différentielle indépendante de y;. Alors

W(t) = yi(t) ya(t) —0.

) ()

Par conséquent W = ¢ € R* sauf qu’en faisant tendre ¢ vers +oco, on obtient ¢ = 0. n

Vv



Exercice. Résoudre 1'équation différentielle v/ (¢) — # = t* sur |0, +o0|.

Démonstration. L’équation homogene associé est y/(t) — @ =01ie y(t) = T) de solution
yo(t) = Xe™® = At sur 0, +-00[. On considére ¢ : R — R de classe C! et y.(t) = c(t)t sur
10, +00[. Alors y. est solution de 'équation différentielle si et seulement si
c(t)t
vt € 10, +oof, ¢ (t)t + c(t) — % =12,
ie.
Vt € 10, +ocl, () = t.
Ainsi une solution particuliére est donnée par
t3
(1) = —.
velt) = 3
Puis les solutions de 1’équations sont exactement de la forme
t3
y(t) Z)\t—f-?,)\ € R.
O

Exercice. Résoudre I'équation différentielle y”(t) 4+ 2y (t) + 4y(t) = te'.

Démonstration. L’équation homogéne associé est y”(t) + 2y/'(t) + 4y(t) = 0 d’équation ca-
ractéristique 72 + 2r + 4 = 0 de solutions —1 + ivV3 et —1 — iv/3. Donc les solutions réelles
de I’équation homogéne sont de la forme

yo(t) = <)\ cos(vV/3t) + usin(\/ﬁt)) et
On cherche une solution particuliére de la forme y.(t) = (at + b)e! avec a,b € R. Ainsi, par

dérivation
Vit e Ryat +b+2a+ 2(at + b+ a) + 4(at + b) = t.

Ta = 1
b +4a = 0.

b= —%. Par conséquent les solutions de I’équation sont exactement de la forme

y(t) = ()\ cos(V/3t) + ,usin(x@t)) e+ (%t — %) e\ peR.

Donc

T (t) = 2z (t) + x3(t)
Exercice. Résoudre le systéme différentel ¢ 24(t) = 21(t) — xa(t) — x3(¢)
zh(t) = —x1(t) + 222(t) + 223(t)



L1
Démonstration. On considére X = | x5 |. Alors le systéme se réécrit
T3

avec
2 0 1
A= 1 -1 -1
-1 2 2
Or la polynéme caractéristique de A est
X =2 0 -1
O R NN EC ST LSS B A
1 -2 X-=-2

=X -2)((X+1D)(X-2)+2) -2+ X +1=(X-2)(X* - X)+ X — 1
(X =2)X4+ DX -1)=(X?-2X+1)(X -1)=(X -1)%

Alors, d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, A3 = I3, dot N = A — I3 est nilpotente.
Ainsi, pour tout t € R,

t2N?
exp(tA) = exp(tls) exp(tN) = €' ([3 +tN + 5 ) .

Donc, apreés calculs,

t+1 12 24+t
exp(tA) = €' t P —2t+1 2 —t
—t 42 —t+t+1

Ainsi les solutions de X’ = AX sont exactement de la forme
X (t) = exp(tA) Xy, Xo € R?,
puis les solutions du systéme différentiel sont exactement de la forme

r1(t) = e(a(t+1)+bt* + c(t* +1))
za(t) = el(at +b(t* =2t +1) +c(t* — t)) ,a,b,c € R
z3(t) = e'(—at+b(—t* +2t) + c(—t* +t+ 1))

]

Exercice. Montrer que f : t € R} e (prolongée par 0 en 0) n’est solution d’aucune
équation différentielle linéaire homogéne.



Démonstration. La fonction f est de classe C°° sur R’. De plus, on peut montrer, par
récurrence sur n € N*, qu’il existe une fonction polynomiale P, tel que

1
vt € RY, f(t) = P, <¥> e,
Ainsi
() — 0.
t—0

D’ott f est de classe O sur R, avec f(™(0) = 0 pour tout n € N.
On suppose par 'absurde que f est solution d'une équation différentielle linéaire homogéne

any(n) (t) + an—ly(n_1)<t> + o+ ary' (t) + agy(t) = 0.

Alors f et la fonction nulle vérifient le méme probléme de Cauchy

{ any™ (t ) =U() + .+ ay/ () + agy(t) = 0

y(0) = ... = y (0) y(0) =0

Donc, par unicité dans le théoréme de Cauchy, on en déduit que f = 0 ce qui n’est pas. Par
conséquent f n’est solution d’aucune équation différentielle linéaire homogeéne. O

Exercice. Déterminer une équation différentielle homogéne du second ordre admettant les
solutions ¢ et ¢, définies par

¢1( )—6 7¢2( )

Démonstration. On raisonne par analyse-synthése. Soit I un intervalle de R sur lequel ¢,
et ¢o vérifient une équation différentielle du second ordre. Or ¢; et ¢5 sont linéairement
indépendantes. Donc (¢1, ¢o) forme une base de solutions. Soit y une solution de 1’équation
différentielle. Alors le Wronskien de y, ¢1, ¢2 s’annule i.e. pour tout = € I,

y(x) o1(z) ¢a(x)
0=|y(x) ¢1(x) ()
y'(z) ¢fi(r) ¢5(x)

= y(@)(¢ ()0 (2) =5 ()91 (x)) =y () (b1 () 5 (2) = P2(2) 7 (x)) 1" () (1 (2) #5 (x) = P2(7) ) (7))

Ainsi, aprés simplification des dérivées de ¢ et ¢o,

0=ay"(z) —y'(x) — 42y(x).

En particulier ¢; et ¢ vérifient cette équation différentielle homogéne du second ordre. [



