Question de cours. Enoncer le théoréme d’intégration des relations de comparaison sur
un intervalle de la forme [a, ] C R.

Réponse. Soit f, g : [a,b] — R continues par morceaux avec g positive au voisinage de b.
Soit R € {? O,? 0,?}. On suppose f R g. Alors :

1. Si fabg(x)dx est convergente alors f; ft)ydt R ffg(t)dt.
2. Si fabg(x)dx est divergente alors [ f(t)dt R [T g(t)dt.

Démonstration. Démontrons deux des six propriétés :
1. On suppose que fabg(x)da: est convergente et f = o(g).

Soit e € R, alors il existe ¢ € [a, b[ tel que
Vz € [c, 0], |f(z)| < elg(x)| = eg(x)

Soit x € [c, b, comme ffg est convergente, on a | f| intégrable sur [z, b] et

/:\f(t)\dt < e/:f(t)dt

ce qui montre que ff f(t)dt =0 (f;g(t)dt>.
z—

2. On suppose que fabg(:v)d:v est divergente et f = O(g).
Alors il existe M € R% et ¢ € [a, b] tel que

Vo € [va[v |f(z)] < Mg($)

/fo(t)dt‘/jlf(t)ydtg M/jg(t)dt

Or fabg(t)dt est divergente, donc il existe d € [c, b] tel que Uac f(t)dt| < fadg(t)dt.
Ainsi, par relation de Chasles et inégalité triangulaire,

Donc
YV € e, b,

V€ [d,b],

/jf(t)dt‘ < (M +1) /:g(t)dt

ce qui montre que [ f(t)dt = 0 ([ g(t)dt)

z—b

]

Exercice. Soit f : [0,1] — R une fonction continue par morceaux strictement croissante
telle que f(0) =0 et f(1) = 1. Montrer que

n——+o00

/ Herd — 0
0



Démonstration. On a par stricte croissance de f
Ve e [0,1[,0 = f(0) < f(x) < f(1) =1
Donc, pour z € [0, 1], (f(x)™)nen est une suite géométrique de raison f(x) € [0, 1], d’oir

f(x)* — 0

n—-+o0o

De plus f(1)"=1 — 1.

n——+o0o
Par conséquent la suite de fonctions (f™),en converge simplement vers f = 0; continue par

morceaux.
Puis on a la majoration
vneN 0L f"<1

avec la fonction constante 1 intégrable sur [0, 1].
Donc, par théoréme de convergence dominée,

1 1
/ fn — (51 =0
0 n—-+00 0

Exercice. Soit p,k € Net f,;: x €]0,1] — 2Pin(z).
1. Montrer que f,; est intégrable sur |0, 1].
On note K, = fol for(x)de.
2. On suppose k > 1. Exprimer K, en fonction de K ;1.
3. Exprimer J, := fol(xln(qz))”dx en fonction de n € N.
4. Montrer que
' (=1
Z‘d —
/0 Lax %(n—l— 1)n+1
Démonstration.
1. La fonction f,\ est continue sur |0, 1] et, par croissance comparée, f,p(x) = o (\%)
avec r —» \/%E intégrable sur |0, 1].
Donc f, est intégrable sur |0, 1].

2. On a, par intégrations par parties a justifier,

k
3. On montre par récurrence que
(—1)*k! (—1)Fk!
K, ,=———K,o= ————
P )R (I
Ainsi
77 = (—=1)"n!
n n,n (n+1)n+1



4. Soit z € 0, 1], alors

- ea:ln(x) — +Z ZL‘ZTL an
n=0

Alors :
(a) Les fonctions f,, sont continues par morceaux sur |0, 1].
(b) La série de fonctions > f,, converge simplement sur ]0, 1].
(c) La fonction somme ) f,, :  — & est continue sur |0, 1].
(d) Pour n € N, [} |fu(2)|de = 2l = 2

Tl T (n)nFle
Donc

! 1
[ e = o)

Dot fo | fu(z)|dz est convergente.

Par conséquent, d’ apres le théoréme d’intégration terme & terme, r — x* est inté-
grable sur |0, 1], > fo fn(z)dz est convergente et

! T _ S (_1)71
| =Yy

n=0



Question de cours. Enoncer le théoréeme d’intégration terme a terme.

Réponse. Soit (f,,)nen une suite de fonctions continues par morceaux d’un intervalle réel I
dans R et intégrables sur I telle que

1. La série de fonctions ) f,, converge simplement sur I.
2. La fonction somme | f,, est continue par morceaux sur /.
3. La série numérique . [, |fn| converge.

Alors Y f,, est intégrable sur I, Y [, f, converge et

/Ian:Z/[fn

Exercice. On considére la suite de fonctions (f,,),>2 sur [0, 1] définie par

nr si0<z<
Vn >2,Vz € [0,1], fu(z) = ¢ —n*z+2n sit
0 si%ﬁ:cgl

1. Dessiner le graphe de f,, pour n > 2.

2. Déterminer liT fn(z) pour tout x € [0, 1].
n—-—+oo

3. Déterminer lim fol fulz)dz.

n—-+o0o

4. Que pouvez-vous en conclure grace au théoréme de convergence dominée ?

Réponse.
1. Il s’agit d’'une fonction triangle.

2. Pour tout z € [0,1], fo(xr) — 0.

n—+oo

3. [} fulz)dr =1 — 1.

n—-+oo
4. Comme 1 # 0, d’aprés la contraposée du théoréme de convergence dominée, on peut en
conclure que les f,, ne peuvent pas étre majorées uniformément en n par une fonction
intégrable sur [0, 1].

Démonstration.
1.
2. Ona f,(0)=0 — 0.
n——+0oo
Et pour z € ]0,1], il existe N € N tel que Vn > N, 2 <z <1, donc Vn > N, f,(z) = 0,
d’on
falx) — 0
n—-+oo

3. Pour tout n > 2,]01 fo(z)dr = 1 car il s’agit de laire du triangle de base % et de

|
hauteur n. Ainsi [, fo(z)dz e 1.



]

Exercice. Déterminer un développement asymptotique a trois termes quand x — 400 de
la fonction

Réponse.

Démonstration. Soit x € [1, +oo].
Par intégrations par parties succesives on a

T et etl” T et et et]” T et
Car— < T L N
[ = (5] =[5 E] v

Or, toujours par intégration par partie,

/ —dt [t_‘?] + 3/ —dt
et et
t_4 t—j—oo 0 (ﬁ)

t .,
avec t — & non intégrable sur [1, +ool.
Donc, par théoreme d’intégration d’une relation de comparaison,

Tt T ot
—dt = —dt
p t t_>+°°0 (/1 t3 )
x et e:v x et
—dt — —dt
/1 3 x~>+oox3+0</1 t3 )
x €t ea:
/ o~ <
1 B3 ao+too a3

Ainsi, en reprenant la premiére égalité,

De plus

Par conséquent

Donc

t z—=4o0 T a2 3



Question de cours. Enoncer le théoréme de convergence dominée.

Réponse. Soit (f,)nen une suite de fonctions continues par morceaux d’un intervalle réel [
dans R telle que :

1. fu e f avec f: I — R continue par morceaux.

n—4o0o
2. Il existe une fonction ¢ : I — R, continue par morceaux et intégrable sur [ telle que

Vn e N | fu] < .

Alors les fonctions f, et f sont intégrables sur I et

[t |1

400 xQ +oo 1
dr=2» —
/0 1 ;”3

Démonstration. Appliquons le théoréme d’intégration terme a terme :

Exercice. Montrer que

1. Soit z € ]0, +o0], alors, comme 0 < e™* < 1

z? 2 1 22 <X (nt1)z
= = — fd —na: ’I’L+
f(l’) eT — 1 ex 1 — e T — ZZIZ’ € an
D’ou la série de fonctions Z I 10, +o0l.
2. La fonction f : 2 —— - est continue sur |0, +ool.

3. Pour n € N on con31dere In = 0 | fulx)|dz fini.
Alors, par intégration par parties a justifier,

400 ef(nJrl)x +oo 400 ef(n+1)x 2 400
I, = / e (T gy — [:f—} —/ 20— dx = 0+ / ze~ " g
0 —(n+1) 0 —(n+1) n+1J

Puis, par intégration par parties,

1 Snih)e 7HO oo —(nt)e |t 1
nr I, = {xe—} —/ £ dr=0+ / e mEgy —
2 —(n+1) o —(n+1) n+1J, (n+1)2

D’ou I, 2

(n+1) n~>+oo n?
Ainsi, comme 3 > 1 et [,, positif, par théoréme de comparaison, > I,, est convergente.

Par consequent d’aprés le théoréme d’intégration terme a terme, f est intégrable sur |0, +o00],
> f x)dx est convergente et

[ty =,
T = _— = J—
o er—1 —~(n+1)° —n?




Exercice. On considére les fonctions

C[1, 400 — R C[L4oo] — R
f' T sin(;c)2 » 9 - T — sin(x)

1. Montrer que les fonctions f et g sont intégrables sur [1, 4+o00].

2. Montrer que f(z) ST o(g(x)).

3. On considére G : x € [1,4o00[ —> f;oo g(t)dt. Montrer que

Gla) = o G)

Indication : Commencer par une intégration par partie dans G(x) pour x € [1, +o0].

4. On considére F' : x € [1,4+00] — f;oo f(t)dt et K : z € [1,4o00[— f;oo m;gt)dt.
Montrer que

Vz € [1,4o00[, F(z) = 5 K(x)
5. Montrer que ,
K(x b0 (%)
6. En déduire que
Fla) ~ % et Glr) = o(F(x)

7. On considére h = f + g et H = F' 4+ G. Montrer que g et h sont équivalents en 400
mais pas G et H.

Démonstration.
1. On a f(z),g(x) = O <%> avec © — — intégrable sur [1,+oo[ car 3 > 1.
Tr——+00 T2 T2
Donc f et g sont intégrables sur [1, +o0].
s o n(@)? _ sin(a) sin(a) 8
sin(x sin(z) sin(x sin(x
v & 17 , = = =
€ Lol f(r) = ML = SR I (a2
sin(x)
avec == m_>—+>oo 0.
Donc f(z) = o(g(x)).
T—+00

3. Soit = € [1,400[. Par intégration par parties on a

Feo T sin(x cos(x o0 sin

Donc

1 3 [T 1 1 32 1 21
G) /

oz 2). BviTaa 28aa yae
Dou G(z) = o(2).

T—r+00 z



4. Soit z € [1,+oo], alors, par linéarisation de sin?, on a

F(x)Z/xJFOOLOS(mdt:/:OOﬁ—/;OO cos(Zt)dt:i—K(x)

t2 t2 12 2z

5. Soit = € [1, 400, par intégration par parties on a

K(z) = _ sin(2z) N /+°° sin(2t) gt

42 2t3
Donc n
1 <1 1 1 11
K < I —_— = - —_— = —
K ()] < 422 +/z 2t3 42 42?2z x
Ainsi K (x) LS. ().
6. On obtient donc F(x e L +0(5), dou F(z) e =.
De plus, comme G(z) =0 F(z)), on en déduit que
T—r+00
G(x) = o(F(x))
r—>+00
7. Ona h(x) = f(2) + 9(x) = _olgla)) + g(x), done
M)~ glo)
Puis H(z) = F(z) + G(z) = F(z) + o(F(z)), donc H(x) ~ F(z), don
——+00 T—>=+00
G) = O(H()

Ainsi les fonctions G et H ne sont pas équivalentes en +o00.



