Question de cours. Enoncer une caractérisation de la diagonalisabilité en termes de sous-
espaces propres.

Réponse. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et u € End(FE), alors u est

diagonalisable si et seulement si E = @ FE\(u).
AESp(u)

B a+b ¢
e={("0 ) mneer)

1. Montrer que E est un R-espace vectoriel.

Exercice. On considére

2. Déterminer une base de E et en déduire sa dimension.

Démonstration.
1. On montre que E est un sous-espace vectoriel de Ms(R) :

(a) £ # & car (0) € E.

. a+b as +by o
(b) Soit < %1 by ) ,( 9%, —by > €k

Alors
a+b X as +by o _ ay + az + by + by C1+ Co cE
201 —bl 262 —b2 2(01 + Cg) _(bl + bg)
(c) Soit ath c cEetAeR
2c  —=b
a+b c Aa+ A Ac
Alor“( 2 —b)_( 2\ —Ab)eE
D’ou E est un sous-espace vectoriel de My(RR), en particulier F est un espacce vectoriel.

Variante : On a £ = Im(f) avec f : (a,b,c) € R® (a;;b _Cb> € My(R)

application linéaire entre deux espaces vectoriels.

. 10 1 0 0 1 .
2. On montre que la famille (( 00 ) , ( 0 —1 ) , ( 2 0 )) est une famille de F

libre et génératrice de F.
Donc dim(F) = 3.

]

Exercice. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie n et u € End(E). Montrer que les
assertions suivantes suivantes sont équivalentes :

1. Il existe v € End(E) tel que uwowv =0 et u+ v soit inversible.
2. E = ker(u) ® Im(u).

Démonstration.



1. On suppose qu'il v € End(E) tel que uowv = 0 et u + v soit inversible.
Soit y € Im(v) : y € E et il existe © € E tel que v(x) =y, ainsi u(y) = uov(x) =0,
d’ou
Im(v) C ker(u)
Ainsi rg(v) C dim(ker(u)) =n —rg(u).
De plus n = rg(u+v) < rg(u) + rg(v) < n, d’ou les inégalités sont des égalités.
Ainsi
Im(v) = ker(u) et E = Im(u)+ Im(v) = Im(u) + ker(u)

car £ = Im(u+v) C Im(u) + Im(v).
De plus cette somme est directe car

dim(Im(u)NIm(v)) = dim(Im(u)+Im(v))—dim(Im(u))—dim(Im(v)) = n—rg(u)—rg(v) = 0

Donc E = Im(u) ® ker(u).

2. Réciproquement on suppose que E = ker(u) & Im(u).
Soit v le projecteur sur ker(u) parallelement a I'm(u).
Alors uowv = 0.

Soit x € E tel que (u+v)(z) = 0, alors

w(z) =v(—x) € Im(u) N Im(v) = Im(u) N ker(u) = {0}

Dot z = 0 ce qui montre que u + v est injective puis bijective car il s’agit d'un
endomorphisme.

O



Question de cours. Enoncer le théoréme du rang et une caractérisation de la bijectivité
d’un endomorphisme.

Réponse. Soit E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie et u € L(E, F'), alors
dim(E) = dim(ker(u)) + rg(u)

De plus si £ = F pour avoir u un endomorphisme, alors les assertions suivantes sont équi-
valentes :

1. wu est bijectif.

2. u est injectif.

3. u est surjectif.
4. rg(u) = dim(E).

Exercice. Soit £ = RY Iespace vectoriel des suites de nombres réels et ' C E 'ensemble
des suites (uy,)nen vérifiant la relation de récurrence

Vn € N, tupio = Upiq + 2u,

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.
2. Soit (an)neN = ((_1>n)n€N et (bn)neN = <2n>n€N-
Montrer que ((an)nen, (b )nen) forme une base de F.

3. Déterminer les suites de F' telles que ug = 1,u; = —2.

Démonstration.
1. On vérifie les axiomes d’un sous-espace vectoriel :
(a) F # @& car la suite nulle appartient a F'.
(b) Soit u,v € F, alors u+v € F.
(c) Soit u € F et A € R, alors Au € F.
)
)

2. (
(

a) a,b € F car ces suites vérifient bien la relation de récurrence.

b) Soit A, i € R tel que Aa + pb = 0.
Alors

Vn € N,0 = Aay + pby = M—1)" + p2"

En particulier,
0=A+pu0=-\+2u

D’otu A = p = 0, ce qui montre que la famille (a, b) est libre.

(c) Une suite u € F' est entiérement déterminée par ug et u.
On peut donc considére la bijection (ug,u;) € R? — u € F qui est linéaire, donc
un isomorphisme de R-espaces vectoriels.
Par conséquent F' est de dimension 2 = card((a,b)).
Finalement (a,b) est une base de F.



3.

Comme (a,b) est une base de F', (a,b) est en particulier une famille génératrice de F.
Soit u € F tel que ug = 1,u; = —2.
Alors il existe A\, 1 € R tels que

Vn € Nyu, = A(—1)" + p2"

En particulier on a
l=uy=A+pu,—2=u=-A+2u

PN _ 1 _ 4
Douu——g,)\—g: . ‘
Par conséquent 'unique suite vérifiant ug = 1,u; = —2 est

(e = (3(-1" - %2)

[l
Exercice. On considére S, (R) I'ensemble des matrices symétriques (ie 'A = A) et A,(R)
I'ensemble des matrices antisymétriques (ie A = —A).
1. Montrer que S,(R) et A, (R) sont des sous-espaces vectoriels de M, (R).

2. Déterminer une base et la dimension de S3(R) et de A3(R).
3. Faire de méme pour S, (R) et A,(R).

4.
)

. L’égalité précédente est-elle encore vraie pour M, (K) avec K un corps quelconque ?

Montrer que M, (R) = S,(R) & A, (R).

Démonstration.

1.

2.

Sn(R) et A,(R) sont des sous-espaces vectoriels de M, (R) car ce sont les images des
applications linéaires A € M,(R) — ‘A € M,(R) et A € M, (R) — — A € M,(R).

Soit A € S3(R), alors il existe a,b,¢,d, e, f € R tel que
c
e

A:

o o R
o QL o

f

Ainsi une famille génératrice de S, (R) est (€11, €12, €13, €22,€23,€33).
De plus cette famille est libre donc il s’agit d’une base de S3(R), ainsi dim(S3(R)) = 6.
De méme (comme 2 # 0 dans R) pour A € A3(R), il existe a,b, c € R tel que

0 a b
A= —a 0 ¢
—b —c 0
010 0 01 0O 0 0
Donc une base de A3(R) est -1 0 0 ], 00O0],10 0 1 que
0 00 -1 0 0 0 -1 0
I'on note (fi12, f1,3, fo,3), puis dim(As(R)) =3



3. Comme précédemment on montre que (e; j)1<i<jzn €st une base de S, (R).
Donc

. o S — . nm+1
aim(S,(B)) = I{i,7 € [Lali < )l = S0 ey = Yoy = "D
i=1 j=1 j=1
Puis (fi;)1<i<j<n est une base de A,(R), donc
dim(An(R)) = [{i,7 € [Ln],i <j}l = [{i,j € [L,n],i < j} = [{i,j € [1,n],i = j}|

D’ou

_ _n(n+1) _n(n—1)
dim(A,(R)) = —y o =
4. On a dim(M,(R)) = n? = 20 4 201 — gim (S, (R)) + dim(A,(R)) et

Sn(R) N Ap(R) = {0}

Dot M, (R) = S,,(R) @ A, (R).

5. L’anneau Z/2Z est un corps car 2 est premier mais dans ce corps —1 = 1, donc
Sn(R) = AH(R)

Dot A,(R) et S,,(R) ne sont pas en somme directe.



Question de cours. Enoncer le théoréme de la base adaptée/incompléte.

Réponse. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et (zy,...,2,) une famille de E.
Alors :

1. Si (21, ...,x,) engendre E alors il existe une sous-famille de (1, ..., x,) qui est une base

de E.

2. Si (x1,...,x,) est une famille libre alors on peut peut compléter (xy, ..., z,) en une base
de E.

Exercice. Soit M = ( 12 > et f: My(R) — M(R)

0 3 A — AM - MA "
1. Montrer que f € End(My(R)).
2. Déterminer une base de Ker(f).

3. Déterminer une base de Im(f).
4. A-t-on My(R) = Ker(f)® Im(f)?

Démonstration.

1. f es tlinéaire par bilinéarité du produit matriciel.

2. Soit A € Ker(f): A= (CCL Z) € My(R) et

0:f(A):AM—MA:< 2¢ 2a—|—2b—2d)

—2c 2c

Donce=0eta+b=d.

D’ou )
a 01
A‘(o a+b)—a12+b<0 1)

01 est une famille génératrice de Ker(f). De plus il s’agit d’une

Ainsi (IQ, < 0 1

famille libre, donc d’une base de Ker(f).

3. Soit B € Im(f) : il existe A = ( CCL 2 ) tel que

- - 2¢c 2a+20—2d '\ 1 0 _ 01
por (% 221 (1) a0 1)

Donc la famille (( _11 (1) ) ) ( 8 (1) )) est une famille génératrice de Im(f).

De plus il s’agit d'une famille libre, donc d’une base de I'm(f).

4. Par le théoréme du rang on a 4 = dim(M(R)) = dim(Ker(f)) +dim(Im(f)) =2+ 2.
On a également Ker(f)NIm(f)= {0} car pour A € Ker(f)NIm(f), d’aprés ce qui
précéde, il existe a, b, c,d € R tels que

01 1 0 01
oy )=a=e( L V)ra(g o)

6



a = ¢C

Donc 8 i Cic,d’oflazbzc:d(),puisA:O.
a+b = c

Par conséquent on a M(R) = Ker(f) ® Im(f).

Exercice. Soit E, F, G trois espaces vectoriels de dimension finie.
1. Soit f € L(E,F) et g€ L(E,G).
Montrer qu’il existe h € L(F,G) tel que g = ho f si et seulement si ker(f) C ker(g).
2. Soit g € L(E,G) et h € L(F,G).
Montrer qu’il existe f € L(E, F) tel que g = ho f si et seulement si Im(g) C Im(h).

Démonstration.

1. (a)

On suppose que qu'il existe h € L(F,G) tel que g =hog.
Soit x € ker(f) : x € E et f(x) = 0.

Alors g(z) = h(f(z)) = h(0) =0, d’ou = € ker(g).

Ainsi ker(f) C ker(g).

Réciproquement on suppose que ker(f) C ker(g).

On considére 'application :

W Im(f) — G
Cy=flx) — g(z)

Cette application est bien définie car pour x,z’ € FE tels que f(z) = f(z’), on a
x—a' € ker(f) C ker(g), d'ou g(z) = g(a').

Cette application est bien linéaire.

On a également g = h' o f.

Puis on consideére h € L(F, G) tel que hjpms) = I/, ainsi g = ho f.

On suppose qu'il existe f € L(E, F) tel que g = ho f.

Soit y € I'm(g) : y € G et il existe x € FE tel que g(z) = y.

Ainsi y = h(f(z)) € Im(h), d’ou Im(g) C Im(h).

Réciproquement on suppose que I'm(g) C Im(h).

On considére F’ un supplémentaire de ker(h) dans F' et

,  F' — Im(h)
oy o h(y)

Ainsi i/ est un isomorphisme d’espaces vectoriels (surjectif par définition de Im(h)
et injectif car " supplémentaire de ker(h) dans F).
On peut donc considérer k = 't € L(Im(h),F') et f =kog eC L(E,F) (bien
définie car I'm(g) C Im(h)).
Ainsi

Vo € E ho f(x) = h(k(g(z)) = g(x)
Dot ho f =g.



