Question de cours. Enoncer le théoréme de dérivation d’une limite de fonctions.

Réponse. Soit [ un intervalle de R et (f,),en une suite d’applications dérivables de I dans
R, convergeant simplement vers une application f et telle que (f}),en converge uniformément
sur [.

Alors f est dérivable et
Vo el f'(x) = lim (f,(x))

n——+o00

Exercice. Soit E et F' deux K-espaces vectoriels et f € L(E, F'). On définit la transposée
de f par
tp. T — E7
75 s o
1. Montrer que *f € L(F*, E*).
2. Vérifier les relations suivantes :
(a) Soit g€ L(E,F),"(f+9)="f+'y
(b) Soit A € K, “(Af) = A(*f).
(c) Soit g € L(F,E),(fog)= tgo 'f.
(d) (*f) = f en utilisant I'identification par isomorphisme canoncique FE ~ E*x.
(e) Si f est bijective alors ! f est aussi bijective et '(f~1) = (*f)~".

3. On suppose E et F' de dimension finie. Soit b une base de E et b’ une base de F, b* la
base duale de b et b™* la base duale de b'. Montrer que

Matys - ("f) = "Matypy (f)

Démonstration.
1. On a 'f bien a valeurs dans E* et linéaire par bilinéarité de la composition.
2. (a) Soit ¢ € F*, alors

frap) =po(f+g) =poft+pog= "flv)+ ‘glp) = (f+ "9)(p)
(b) Soit ¢ € F*, alors
‘Ap) =po(Af)=Npo f)=N[(p)
(c) Soit ¢ € F*, alors
"(fog)lp)=wol(fog)=(poflog= "glpof)= "g("f(¥)=(fo 'g)(»)

(d) On a, d’aprés la question 1, ‘(" f) € L(E**, F**) ~ L(E, F') avec les isomorphismes
canoniques £ — E** et F' — F**.
Soit x € E, alors '(*f)(z) = “(*f)(¢).) avec ¥, : ¢ € E* — ¢(x) € K.

Donc
‘CH@) =0 'f
Alinsi, pour tout ¢ € F*,

"A@)= (oo 'f)(0) =vulpo ) = 0(f(2) = Ypw)(p)
Drou *("f)(x) = ¥y = f(z) puis "("f) = f.*
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(e) On a lidg = idp- et Yidp = idg-, donc, en appliquer (c) avec f et f~1,
(o 'f=fof™h) = tidp = idp-
Et
‘fo'(f )= "f"of) = tidg = idp-
Donc !f est inversible et (*f)~! = (7).
3. OIl note Matb,b/(f) = (aij)lgigmlgjgm et Matb/*ﬁ* (tf> (C]z)1<]<m 1<i<n-

it LESE St )

Alors
Vi e [1,n], f(b; Zaw
et .
Vi e [L,m], ((F)) =D eib;
=1
Donc m
Vi€ [1,n],j € [1,m], (0 o f)(b:) = Y _aib (byr) = ay
j'=1
Et
Vi e [1,n],5 € [1,m], (0 o f)(b;) = "F()( Zcﬂ/b
D’ou

Maty-p+("f) = "Matyy (f)
Il

Exercice. Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur [a,b] C R a valeurs dans R,
convergeant simplement vers f : [a,b] — R, et toutes k-lipschiziennes, avec k € R .
Montrer que la convergence est uniforme.

Démonstration. On a donc par hypothése
vn € N,Vz,y € [a,0], | fu(z) — fa(y)] < klz —y|

Ainsi, en faisant tendre n vers +o0o, par convergence simple, on obtient que f est k-lipschizienne.
Soit € € R* et a = ap < a; < ... < a, = b une subdivision de [a, b] de pas inférieur ou égal
ac.

Soit x € [a,b], il existe i € [1,m] tel que x € [a;, a;11], alors, par inégalité triangulaire,

(@) = f(2)] < [fu(2) = fulai)| + | fulai) = fai)| + [ f(a:) = f(2)]

Puis, par k-lipschiziennité,

|fn(z) = f(2)] < 2k|x — a5 + | fu(ai) — flas)| < 2ke + | fu(ai) — f(as)]



Or pour tout i € [1,m], f.(a;) - f(ai), donc il existe N € N (indépendant de x) tel que
n—-+0o0

Vi € [1,m],Yn > N,|fu(a;) — fla;)] < e

Donc
Vn > N, |fo(x) — f(z)| < 2ke+ ¢

Par conséquent
Vn = N, |[fa = fllo < (2k+1)e

ce qui montre bien que la convergence est uniforme. ]



Question de cours. Enoncer le théoréme d’interversion des limites (ou de la double limite).

Réponse. Soit I un intervalle de R et (f,,)nen une suite d’applications de I dans R conver-
geant uniformément vers une application f.
Soit a € I tel que
Vn €N, fo(r) — b, € R
Tr—a

Alors b, — beR, f(z) — b, autrement dit
n—-+0o r—a

i (tim(Fot)) =t tm (1)

n—-+oo \z—a z—a \ a—r+o0
Exercice. Montrer que les formes linéaires 1, o, 3 forment une base de (R3)* avec

Vo € R? p1(2) = o1 + 225 + 23, 0o (x) = 221 + 329 + 323, @3(x) = 311 + T2y + T3
Déterminer la base antéduale de (¢1, v2, ©3).

Démonstration. On a dim((R3?)*) = dim(R?) = 3, donc il suffit de montrer que (1, 2, p3)
est une famille libre de (R?®)* pour montrer qu’il s’agit d’une base.
Soit A1, A2, A3 € R tel que

A1p1 + Aoy + Az = 0

Ainsi

Vx € RS, /\1($1 + 2$2 + ZE3) + )\2(25E1 + 31‘2 + 2SB3) + )\3(3181 + 7%2 + 933) =0
ie

Vx € RS, ()\1 + 2)\2 + 3)\3)%1 + (2)\1 + 3)\2 + 7)\3)332 + (/\1 + 2)\2 + )\3)333 =0
D’ou

AM+2X+3N = 0
20+ 3N +TAs = 0
M+2M0+A3 = 0

Ainsi, aprés résolution par la méthode du pivot de Gauss, Ay = Ay = A3 = 0, ce qui montre
que la famille est libre.
Puis on note (b1, bg, b3) la base antéduale de (¢, 2, @3) :

V’L,j € [[173]]7 ()O’L(b]) = 51']'
Par exemple, pour j =1, on a

big+2b12o+b13 = 1
2b1 1 +3b12+ 3013 =
3()1,1 + 7b172 + b173 =0

o

On trouve alors, par la méthode du pivot de Gauss,
by = '(—18,7,5)
Puis, de méme, by = (5, -2, —1),b3 = *(3,—1,—1). O
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Exercice. Etudier la convergence uniforme sur R, de la suite de fonctions (f,),en+ définie
par
(1—2)" si x€l0,n]

0 st z>n

Vn e N Vx € Ry, fu(z) = {

Démonstration. Calculons d’abord la limite simple de (f,,)nen.

Soit = € R+.
Orn —+> +00, donc il existe N € N* tel que
n—-+0oo
Vn > N,z € [0, n]
Donc

Vn > N, fu(x) = <1 - %)n = exp <nln <1 — E))

n
D’ot, en faisant tendre n vers +oo, il vient

fala) — eap(—a) = f()

ce qui montre la convergence simple.
Pour la convergence uniforme, soit n € N* et considérons

on:x€0,n]— e — f(r)eR

Alors ¢ est dérivable et

Vo € [0,n], ¢, (x) = —e "+ (1 — %)nl =e 7 <—1 + exp <(n —1)in <1 - %) + :B))

Ainsi le signe de ¢/, est donc celui de ¢,(z) = (n—1)in (1 — £) qui est une fonction dérivable

sur [0, n[ et
1—=

Vo € [0,n[, v (x) =

n—ux
Ainsi 1), croit sur [0, 1] et décroit sur |1, n][.
Or ¢,(0) =0 et ¥,(x) —> —oo, donc il existe a € |1,n[ tel que

Vo € [0, al, ¥, (x) > 0,V € [a,n[,¥,(z) <0

Par conséquent ¢, est croissante sur [0, o] et décroissante sur [a, n).
Or ¢,(0) =0 et p,(n) =e™ >0, donc

vz € [0,n],0 < @n(2) < @n(a)

Ainsi ¢,, admet un maximum en « €]0,n[, donc ¢/ (a) =0 ie

n—1
-5
n

Donc



Or z — ze™® atteint son maximum en xz = 1, donc
)

671

n <_

z € [0,n] = [fu(z) = f(2)] = |on(z)| < %

et
r>n—|folz) = flz)| =" <e™”

Par conséquent

1
n - < ) -n — 0

D’ott (fy)nen+ converge uniformément vers f.



Question de cours. Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie n. Montrer que E et
E* sont isomorphes.

Démonstration. Soit (e, ..., e,) une base de E.
E — R

uis on considére
ziei — Swa; P
=1 =1

n
Pour a = ) a;e; € E, on note ¢, :

n
=1 ;

xr =
EFE — FE*
a — P,
Alors ¢ est bien a valeurs dans E*, linéaire.
De plus pour a € E tel que p, = ¢(a) =0, on a
Ve e FE, Zmiai =0
i=1

En particulier pour les e;, 1 < j < n, on obtient

n
O = E (L-jai = CL]'
i=1

D’ott a = 0 et ¢ est injective.
Puis pour ¢ € E*, on note a; = ¢(e;), 1 < j < n. Ainsi

Vo € B, ¢(x) = xip(e;) = pa()
i=1
D’ou p(a) = 9 et ¢ est surjective.

Par conséquent ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels, d’ott E et £ sont isomorphes. []

Exercice. On considére la suite de fonctions (f,,)nen+ définie par

Vn e N*,Vz e R, f,(x) = <I2 + %)

1. Déterminer la limite uniforme de (f,,)nen-
2. Etudier la dérivabilité de la limite.

3. Que peut-on en conclure grace au théoréme de dérivation de la limite d’une suite de
fonctions 7

Démonstration.

1. La suite de fonctions converge simplement vers f(x) = |z|.

De plus on a
1 1
Vn € N, Vo € R, |z] < /22 + — < |z|+ =
n n
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Donc

Vn € N*,Vz € R, |fu(z) — f(z)] <

S|

Ainsi ]
Vne N [|fu = flo <= — 0

T n n—otoo
ce qui montre que la convergence est uniforme.
2. La fonction f est n’est pas dérivable en 0.

3. Les fonctions f,, sont dérivables sur R mais la suite (f],)nen ne converge pas uniformeé-
ment sur R.

]

Exercice. On considére la suite de fonctions (f,)nen définie par
VneNVzeC, fulz)=1+2z+...+2"

1. Soit a € [0,1[, montrer que (f,)nen converge uniformément vers f(z) = (1 — 2)~! sur

D(0,a) = {z € C,|2| < a}.
2. Montrer que (f,,)nen converge simplement mais non uniformément dans le disque unité
ouvert D(0,1) = {z € C,|2| < 1}.

Démonstration.
1. Soit z € D(0,a).
On a |Z|n+1 an-i—l
v €N 1fnlz) = F2)] = T—2 S Tansrme

car l=[l—z+2[<[1—2[+|z| <[l —2[+taetaec0,1].
Ainsi (f,)nen converge simplement vers f(z) = (1 — 2)™! sur D(0, a).

2. Soit z € D(0, 1), alors, d’aprés ce qui précéde

Mais, pour x €] — 1, 1],

o]+

1fn = flloo = | fnl2) = fl2)] =

— 400
|1 — x| 2—1-

Ainsi on ne peut pas avoir convergence uniforme.



