Question de cours. Enoncer le théoréme de continuité sous le signe somme.

Réponse. Soit I C R, (f,)nen une suite de fonctions de I dans R telle que :
1. Pour tout n € N, f,, est continue sur /.
2. La série de fonctions ) f,, converge uniformément sur I (ou sur tout compact de I).

Alors la fonction somme ) f,, est continue sur .

Exercice. Montrer que

Démonstration. Appliquons le théoréme d’intégration terme a terme :

1. Soit z € ]0, +o0[, alors, comme 0 < e™* < 1

2 2 2+0°

1 —TL"E - TL
Jw) = emx— 1 :_951 —ew Zm e an

nO

N s . . . 2
D’ou la série de fonctions Z fn converge simplement vers f : x +—— == sur |0, +ool.

10, +00].

3. Pour n € N on con51dere In = 0 | fu(2)|dz fini.
Alors, par intégration par parties a justifier,

+o00 o~ (nt+)z 71 too  o—(ntl) 9 +00
I, = / A ROLl) [ P e — —/ 20 —————dx = 0+ / e~ Dy

Puis, par intégration par parties,

1 —(n+1)z 7T +oo _—(n+1)z 1 +oo 1
nt I, = L _/ B 0+ / etz — =
2 —(n+1) o —(n+1) n+1J, (n+1)2

D’ou I, ~ 2.

(n+1) n—+oo n?
Ainsi, comme 3 > 1 et [,, positif, par théoréme de comparaison, > I,, est convergente.

Par consequent d’aprés le théoréme d’intégration terme a terme, f est intégrable sur |0, +o0],
> f x)dx est convergente et

oo g2 =X 2 =1
dr =Y —— =9y "=
/0 i1 nzo(nﬂ)s 2

n=1

Exercice. On considére la fonction somme
oo

1

()= ) —

ne
n=1

Montrer que ¢ est dérivable sur |1, +o00] et calculer sa dérivée.
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Démonstration. Appliquons le théoréme de dérivation sous le signe somme :

1. Soit n € N*, alors la fonction f, : x — n% est dérivable sur |1, +oo[ de fonction dérivée
flox— —In(n)=.

2. Soit © € ]1,+oo[ et n € N*, alors ) - converge comme somme de Riemann avec
x> 1.

3. Soit [a,b] C ]1,4o00[ et n € N*, alors

1 1
Vi € [, 8], £, ()| = Inn) - < In(n)-

avec y_ In(n)-5 convergente par croissance comparée.
Donc > f! converge normalement sur [a, b], donc uniformément.

Par conséquent, d’aprés le théoréme de dérivation sous le sigme somme, ( = Y f, est
+oo

dérivable sur |1, +oo[ de fonction dérivée ¢/ : z — — ) In(n) = O
n=1

Exercice. Etudier la convergence uniforme sur R, de la suite de fonctions (f,),en+ définie
par
(1—2)" si x€l0,n]

0 s2 z>n

Vn e N Vx € Ry, fu(z) = {

Démonstration. Calculons d’abord la limite simple de (f,)nen.

Soit x € Ry.
Orn —+> +o00, donc il existe N € N* tel que
n—-+0oo
Vn > N,z € [0,n]
Donc

Vn > N, fu(x) = <1 - %)n = exp <nln <1 — E))

n
D’ou, en faisant tendre n vers +oo, il vient
falx) — exp(—x) =: f(x)
n—-—+

ce qui montre la convergence simple.
Pour la convergence uniforme, soit n € N* et considérons

on:x €[0,n]— e — fu(x) eR

Alors ¢ est dérivable et

T

Vz € [0,n], ¢l (z) = —e " + (1 - —>n_1 =e " <—1 + exp ((n — 1Din (1 — f) + x))

n n

Ainsi le signe de ¢, est donc celui de 1, (z) = (n — 1)ln (1 — £) + 2 qui est une fonction

dérivable sur [0, n[ et
-z

Vo € [0,n[, ) (x) =

n—x



Ainsi 1, croit sur [0, 1] et décroit sur |1, n[.
Or ¢,(0) =0 et ¥,(x) —> —oo, donc il existe a € |1,n[ tel que

Vz € [0, al,thn(z) > 0,Vz € o, nf,¢n(x) <0

Par conséquent ¢, est croissante sur [0, | et décroissante sur [a, n).
Or ¢,(0) =0 et p,(n) =e™ >0, donc

Vo € [0,n],0 < pn(x) < o)

Ainsi ¢, admet un maximum en « €]0,n[, donc ¢/ (a) =0 ie

n—1
(-2 =
n

== () (- 2) (-

n n

Donc

Or z — xe ™ atteint son maximum en x = 1, donc

671

z € [0,n] = [fu(z) = f(2)] = [pn(@)| < %

et
r>n— |folz) = flz)| =" <e™”

Par conséquent

1
| frn = flloe < max (—,6_") — 0
en

n—-+o0o

D’ott (fy)nen+ converge uniformément vers f.



Question de cours. Enconcer le théoréme de dérivation sous le signe somme.

Réponse. Soit I C R, (f,)nen une suite de fonctions de I dans R telle que :
1. Pour tout n € N, la fonction f, est dérivable sur I.
2. La série de fonctions » f,, converge simplement sur 1.

3. La série de fonctions dérivées Y f/ converge uniformément sur I ou sur tout compact
la,b] C I.

Alors la fonction somme ) f,, est dérivable sur I de fonction dérivée > f;.

Exercice. On considére la suite de fonctions (f,)nen définie par
VneN,VzeC, fo(z)=1+2+...+2"

L. Soit a € [0, 1, montrer que (f,)nen converge uniformément vers f(z) = (1 — 2)~" sur
D(0,0) = {z € C, |2| < a}.

2. Montrer que (f,,)nen converge simplement mais non uniformément dans le disque unité
ouvert D(0,1) = {z € C,|2| < 1}.

Démonstration.
1. Soit z € D(0,a).
On a . .
VneN, fu(2) = f(2) =| 3 | < Y d" — 0
k=n+1 k=n-+1 norEeo
car a € [0, 1[.

Ainsi (f,)nen converge uniformément vers f(z) = (1 — z)~! sur D(0,a).

2. Soit z € D(0,1), alors, d’apreés ce qui précéde

Mais, pour z € | — 1, 1],
X |n+1
o= Tl 2 o) — @] = 3 Jalf - —|

k=n+1

En particulier, pour x,, = 1 — % € D(0,1),on a

_ 1yt ntl
- fl iiﬂl—:m(yij s

SIS0 m)

Ainsi on ne peut pas avoir convergence uniforme.

Exercice. Soit p,k € N* et f,; : x € ]0,1] — aPin(z)*.



1. Montrer que f, est intégrable sur |0, 1].
On note K,y = [ for(z)dz
2. On suppose k£ > 1. Exprimer K, ; en fonction de K, ;1.
3. Exprimer J, := fol (xln(z))"dx en fonction de n € N.
4. Montrer que
rdr =) ————
0 — (7’L + 1)n+1
Démonstration.

1. La fonction f,x est continue sur |0, 1] et, par croissance comparée, f, () =0 ( )
T—r+00

Sl-

avec T — \/LE intégrable sur |0, 1].
Donc f, est intégrable sur |0, 1].

2. On a, par intégrations par parties a justifier,

k
pk — _pr,kfl
3. On montre par récurrence que
o (—1)*k! _ (—1)Fk!
PR (p+ )R T (p 1R
Ainsi (1)l
—_— nn
Ip = Jnn -

" ’ (n+ 1)+t

4. Soit z € 0, 1], alors

° = ewln(x) — f ZL‘ZTL an

Alors :
(a) Les fonctions f,, sont continues par morceaux sur |0, 1].
(b) La série de fonctions ) f,, converge simplement sur |0, 1].

)
(c¢) La fonction somme > f,, : £ — x* est continue sur |0, 1].
(d) Pour n € N, fo | fo(2)|dr =2l = 1

n! (nt+1)ntL-
Donc

[1nwier = o()

D'ou ) fo | fu(2z)|dz est convergente.

Par conséquent, d’ apres le théoréeme d’intégration terme a terme, r —— 2% est inté-
grable sur |0, 1], >° fo fn(z)dz est convergente et

L = ("
/Oxdx_z—(n—l—l)"“

n=0



Exercice. On considére la série de fonctions

6—?’1,37

+0o0 +o0
f:;:%fn:xr—>nz::0(—1)"nle

1. Déterminer le domaine de définition A de f.

2. Montrer que f est continue sur A.

Démonstration.
1. Soit x € R, alors :

(a) Si z < 0 alors (f,(z))neny ne converge pas vers 0 quand n tend vers +oo, d’ou
> fu(x) est grossiérement divergente.
(b) Siz > 0alors f,(z) est le terme général d’une série alternée tel que |f,(z)] — 0

n—-+oo
en décroissant.

Donc, par critére des séries alternées, > f,(x) est convergente.
Par conséquent A = R,.

2. Soit n € N, alors, par critére des séries alternées,

e—(n—i—l)z 1

Vo € Ry, |Ry(2)] < [frsar(@)] = S §n+2

D’ou R, converge uniformément vers 0 sur R, ce qui montre que > f, converge
uniformément sur R .

De plus tous les f,, sont continues, donc, par théoréme de continuité sous le signe
somme, f = > f, est continue.

]



Question de cours. Enoncer le théoréeme d’intégration d’'une fonction somme.

Réponse. Soit I C R, (f,)ner une suite de fonctions de I dans R telle que :
1. Pour tout n € N, f,, est continue par morceaux sur 1.
2. Pour tout n € N, [, |fu(z)|dz < 4o00.
3. La série de fonctions »_ f,, converge simplement sur 1.
4

. La fonction somme ) f,, est continue par morceaux sur I.
+oo
5. Ona Y [, |fala)]de < +oo.
n=0

Alors, en notant S la fonction somme de ) f,, :
L [1|S(z)|dz < 4oo0.

2. J;I8()lds < 55| fu(w)lda

3. [,S(x)dx = Jisz falz)dz.

Exercice. Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur [a,b] C R a valeurs dans R,
convergeant simplement vers f : [a,b] — R, et toutes k-lipschiziennes, avec k € R .
Montrer que la convergence est uniforme.

Démonstration. On a donc par hypothése
vn € N,Vz,y € [a,0], | fu(z) — fu(y)] < klz —y|

Ainsi, en faisant tendre n vers +o0o, par convergence simple, on obtient que f est k-lipschizienne.
Soit € € R* et a = ap < a1 < ... < ay, = b une subdivision de [a, b] de pas inférieur ou égal
ac.

Soit x € [a,b], il existe i € [1,m] tel que x € [a;, a;11], alors, par inégalité triangulaire,

[ful@) = f(2)] < |fal) = falai)| + [fnlai) = flai)| + | fai) = f(2)]
Puis, par k-lipschiziennité,
|fu(@) = f(2)] < 2kl — ai| + [ fu(a:) — flai)| < 2ke + [fu(ai) — flai)]

Or pour tout i € [1,m], fn(a;) - f(ai), donc il existe N € N (indépendant de x) tel que
n—-+0oo

Vie [[Lm]Lvn Z N? ‘fn(az) - f(al)‘ S €

Donc
Vn > N, |fo(z) — f(z)] < 2ke +¢

Par conséquent
Vn > N, || fu — fllo < (2k+ 1)e

ce qui montre bien que la convergence est uniforme. O
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Exercice. Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série de fonctions

Z fo= Z (arctan(z + n) — arctan(n))

sur R puis sur tout invervalle fermé [a, b] C R.
Indication : On rappelle l'identité suivante : Vo € R*, arctan(x) + arctan (%) =3
Démonstration.

1. Pour la convergence simple sur R : Soit x € R et n > Ent(z), alors

. ()_7? y 1 o 1+ 1
arcann—2 arctan ol B s 0 e

et

T 1 T 1 1 T 1 1
arctan(z+n) = —=—arctan = ——arctan [ — = ——arctan|—+o| —
2 T+n 2 nl+ =) notoo 2 n n

D’ou

™ 1 1
arctan(z + n) =.5 ,tol3

falz) = o0 (%)

Ainsi, par théoréme de comparaison des séries de termes positifs, > f,(z) est conver-
gente, ie Y f, converge simplement sur R, donc sur tout segment [a,b] C R.

Ainsi

2. Pour la convergence uniforme sur R : On note R, le reste d’ordre n de la série de
fonctions > f..
En particulier

“+oo
R,(—n) = Z (arctan(—n + k) — arctan(k))
k=n-+1
Ainsi
|R,(—n)| = —R,(—n) > arctan(n + 1) — arctan(1) - g —arctan(l) >0
n—-+oo

Dot || R, (= |Rn(—n)|) ne converge pas vers 0, ce qui montre que la série de fonctions
> fn ne converge pas uniformément sur R.

3. Pour la convergence normale sur R : Soit n € N, alors

fo(x) = arctan(z 4+ n) — arctan(n) = T_ arctan(n)
T—r+00

Donc -
| falloo = suplfu(z)| = 5 + arctan(n) >
reR 2

NN

Donc ) || f,ll, diverge, ce qui montre qu’il n’y a pas convergence normale sur R.
Variante : Comme il n’y a pas convergence uniforme sur R, il n’y a pas convergence
normale sur R.



4. Pour la convergence normale sur [a,b] C R : Soit n € N et x € [a,b], alors f, est

dérivable en z et ]

fi(x) = T+ @tn)?

Ainsi f,, est croissante sur [a, b], donc son minimum est atteint en a et son maximum
en b.
Donc, en faisant attention au signe de f,, on obtient

V€ [a, b, [ ()] < |fula)| + [fn(b)]

>0

D’ou
I£ull o < 1£0)] + 120

Or, d’apreés la convergence simple, | fn(a)| et > |f.(b)| sont convergentes, donc, par

comparaison, » | f.|| ., également, ce qui montre la convergence normale sur [a, b],
fa.0)

donc la convergence uniforme sur [a, b].

]



