Question de cours. Que peut-on dire des normes ||-||,, |||, et |||, sur R"?
Réponse. Ces normes sont équivalentes et on a ||z|| , < ||z]|, < ||lz]l; < n ||z -

Exercice. On considére (uy)nen €t (vn)nen deux suites réelles définies par

Uptl = Up — Un Uy = 2
VnEN,{%H — 9w, + 4o, et{v0 _

Déterminer u,, et v,, en fonction de n.

Zz . ~ 2 z , 7 . u
Démonstration. Le systéme précédent se réécrit, en posant X,, = ( U" ),
n

‘v’nGN,XnH :AXn,ng < ? )

1 —1
avecA:(2 4 )

Alinsi, par une récurrence immédiate,

Vn €N, X, = A"X,

Or x4 = (X —2)(X — 3), donc le polynéme caractéristique y 4 est scindé a racines simples,

donc A est diagonalisable.

1
De plus e; = ( 1 est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 2 et e; = ( _9 )
est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 3.
Donc

(G ) (L a0

Ainsi
— 1 1 2" 0 2 1
menx—ev= (L ) (2 0)(2 1 )x

U, = d5x2"-=3x3"
v, = —0oXxX2"+6x3"

ie

VnEN,{

5)

]

Exercice. Soit (u,)nen € (K™)N. Montrer que (uy,),en converge si et seulement si les suites

extraites (Uszp)nen €t (Ugni1)nen convergent vers la méme limite.

Donner un exemple de suite (uy)nen tel que (ug,)nen €t (Ugni1)nen convergent vers deux

limites différentes.

Démonstration.

1. On suppose que (uy,)nen. Alors les suites extraites (ug,)nen €t (Ugni1)nen convergent

également et vers la méme limite.



2. Réciproquement on suppose que

Uy — [ et Uop+1 — l

n—-+o0o n—-+o0o

Ainsi, pour € € RY, il existe Ni, N, € N tel que
Vn > Ny, ||ug, — || < e et Vn > N, ||ugner — ]| < ¢

Donc
Vn > max(2Ny, 2Ny + 1), [Ju, — || < ¢

3. On peut considérer (uy)nen = ((—1)")nen-

Exercice.

1. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n, © un endomorphisme de E et ) €
K[X]. On note Sp(u) = {1, ..., A\, } le spectre de w.

(a) Montrer que si u est diagonalisable alors Q(u) est diagonalisable.

(b) Montrer que Sp(Q(u)) = {Q(M\),...,Q(\,)}
2. (a) Soit A, B € M, (C) tels que Sp(A) N Sp(B) = @. Montrer que xp(A) # 0.
(b) Soit ¢ : M,,(C) — M,,(C) défini par

VM € M,(C),o(M) =AM — MB
Montrer que si M € ker(yp) et Q € C[X] alors
QAM = MQ(B)
(¢) En déduire que VC € M,,(C),3!M € M,(C),AM — MB =C

Démonstration.

1. (a) Comme u est diagonalisable, il existe existe une base b de E telle que
Maty(u) = Diag(Ai, ..., \n)
Ainsi
Maty(Q(u)) = Q(Maty(u)) = Q(Diag(As, ..., An)) = Diag(Q(Ar), ..., Q(An))

D’ou Q(u) est diagonalisable.

(b) Comme C est algébriquement clos, u est trigonalisable, donc, comme précédem-
ment, Q(u) est trigonalisable et la diagonale de Mat,(Q(u)) est Q(A1), ..., Q(\,),

dott Xau) = (X = Q) (X — Q(An)), ainsi

Sp(Q(u) ={Q (M), ..., Q(Ap)}



(a) On note Sp(A) = {A1,...,\,}. Alors, d’aprés la question précédente,

Sp(xs(4)) = {xs(M), ., x5(A\p)}

Donc les valeurs propres de xp(A) sont non nulles car
Z(xg) N Sp(A) = Sp(B) N Sp(A) = @

Ainsi xp(A) est inversible ie det(xg(A)) # 0.
(b) Soit M € ker(y) et @ € C[X]. Alors M € M,(C) et

0= (M) =AM — MB ie AM = MB
Alors A2M = A(AM) = A(MB) = (M B)B = M B? puis par récurrence on a
Vk e N, A*M = M B*

Puis par linéarité Q(A)M = MQ(B).

(c) L’application ¢ est linéaire. Puis pour M € ker(¢) et @ = xp € C[X], d’aprés la
question précédente,
xB(A)M = Mxp(B) =0

par théoréme de Cayley-Hamilton.
De plus d’apreés la question 2.(a), xp(A) est inversible, donc M = 0.
Par conséquent ¢ est linéaire puis comme il s’agit d’'un endomorphisme, ¢ est
bijectif.
[



Question de cours. Enoncer deux caractérisations de la trigonalisabilité et une caractérisa-
tion de la diagonalisabilité d’un endomorphisme en termes de polynémes d’endomorphismes.

Réponse. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E' de dimension finie n.

Alors u est trigonalisable si et seulement si son polyndéme caractéristique est scindé si et
seulement si son polynéme minimal est scindé.

Et u est diagonalisable si et seulement si son polynéme minimal est scindé a racines simples.

Exercice. Soit n € N* et A, B,C € M,(C) ~ End(C") tels que

Ll

AB— BA=C,AC = CA,BC =CB

Montrer que les vecteurs propres communs & A et B sont dans ker(C).
Montrer que ker(C) # {0}.
Montrer que ker(C') est stable par A et B.

On note A" (respectiviment B’) 'endomorphisme induit par la restriction de A (respec-
tivement B) a ker(C'). Montrer que A’ et B’ admettent un vecteur propre commun.

5. Montrer que A, B, C' admettent un vecteur propre commun.

6. Montrer que A, B, C sont cotrigonalisables.

Démonstration.

1.

Soit € C" vecteur propre commun a A et B.
Alors il existe A g, Ag € C tels que

Ax = \qx, Br = A\px

Ainsi
Cx = ABx — BAx = A\pAx — AaBx = AgpAgxz — A gz =0

D’ou z € ker(C).

. Si ker(C') = {0} alors C est inversible, donc

Cl'AB—-C'BA=1,

D’otl, comme B et C~! commutent, 0 = tr(I,,) = n ce qui est absurde, donc ker(C') #
{0}.

Soit x € ker(C'), alors CAx = ACx = 0, donc Az € ker(C), ie ker(C) est A-stable.
De méme ker(C') est B-stable.

A’ et B’ commutent car
Yy € ker(C),ABy — BAy =Cy =0

Ainsi A’ et B' admettent un vecteur propre commun x € ker(C).

En effet, comme C est algébriquement clos, A" admet au moins un valeur propre A € C.
Puis ker(A” — M) est stable par B’ car A’ et B’ commutent. Donc I’endomorphisme
induit par la restriction de B’ a ker(A" — AI) admet une valeur propre p : il existe

x € ker(A” — AI)\{0} tel que B’z = pu, et A’z = \x.
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5. Par conséquent Ax = A'x = \x, Bxr = B'x = px et Cx = 0 = 0z, d’oll x est un vecteur
propre commun a A, B, C'.

6. On compléte la famille (z) en une base (z, ey, ..., €,) de C" et on note P la matrice de
passage avec la base canonique.

Ainsi
rtar= (o ) oree= () ) rrer= (g @)

On a donc AB — BA=C,AC =CA et BC = CB.

Par conséquent une récurrence sur la dimension permet de conclure.

Exercice.
1. Soit p,q € [1,400] tels que % - %1 =1, montrer que Vz,y € R, zy < ]%a:p + éyq.
1 1

n n P n q

2. Soit (a;)1<i<n, (bi)1<i<n € R™, montrer que Y a;b; < (Zaf) (be)
i=1 i=1 i=1

On pourra commencer par le cas > al =1=>"b!
i=1 i=1

1
n p
3. En déduire que |-, : z € R" — (Zm]”) définit une norme sur R™.
i=1

Démonstration.

1. Soit z,y € RY.
Par concavité de la fonction In,

VA € [0,1],In((1 = Az + Ay) > (1 — N)In(z) + Aln(y) = In(z' "y
Donc, par croissance de la fonction exp,

YA €[0,1], (1 — Nz + Ay > 2t

Ainsi, pour A =1 — 713 = %,
1 1 11
-+ -y > ey
p q

Puis, en appliquant ce qui précéde avec xP, 39,

1 1
ry < —af 4+ —y?
p q

2. On suppose Za =1= qu

Ainsi, d’ apres la questlon precedente

Zalb< Za—l— qu —+—:



Puis, dans le cas général, en appliquant ce qui précéde avec

()

3. L’application ||-||, vérifie bien les axiomes d'une norme : seul I'inégalité triangulaire est
non trivial.
Soit z,y € R".
Alors on a

obtient

3=

S ()

i=1 i=1

n n

o+ 9l = Do+ gl = > ol g+ Dl + l

=1 =1 =1

D’ou, par la question précédente,

1 p 1
n D n p—1 n P n
_ p _ p
lz+yl, < (E |$i|p> <§ |z + 3| 1)‘7‘1) +<§ |yz'|p> (E s + 3] 1)”‘1>
i=1 i=1 i=1 i=1

Puis, apres simplification,

D
p—1

lz +yl?
lz +yllb < (2|, + Iyll,) "
P P Pz 4yl

ce qui conclut.
O

Exercice. Soit F un K-espace vectoriel, f un endomorphisme de E, A et B deux polynomes
a coefficients dans K, D = PGCD(A, B) et M = PPCM(A, B).

1. Montrer que ker(D(f)) = ker(A(f)) Nker(B(f)).

2. Montrer que Im(D(f)) = Im(A(f)) + Im(B(f)).

3. Montrer que ker(M(f)) = ker(A(f)) + ker(B(f)).

4. Montrer que Im(M(f)) = Im(A(f)) N Im(B(f)).
Démonstration. Commengons par remarquer qu'’il existe A, B’ € K[X] tels que A = DA’ et
B = DB’ avec A’ et B’ premiers entre eux.
Or MD = AB = D*A'B’, ainsi M = DA'B’.
Puis par relation de Bézout sur A" et B, il existe P, Q € K[X] tels que

1=AP+BQ

1. On a A(f) = A'(f) o D(f), donc ker(D(f)) C ker(A(f)).
De méme ker(D(f)) C ker(B(f)), dou ker(D(f)) C ker(A(f)) N ker(B(f)).
Réciproquement soit x € ker(A(f)) N ker(B(f)), alors

D(f)(x) = P(f) o A(f)(x) + Q(f) o B(f)(x) = 0

Donc x € ker(D(f)).
Par conséquent ker(D(f)) = ker(A(f)) Nker(B(f)).
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2. On a A(f) = A'(f) o D(f), donc Im(A(f)) C Im(D(f)).

De méme Im(A(f)) C Im(D(f)), dou Im(A(f)) + Im(B(f)) C Im(D(f)).
Réciproquement soit y € Im(D(f)), alors il existe x € E' tel que

y = D(f)(x) = A(f) o P(f)(x) + B(f) o Q(f)(x) € Im(A(f)) + Im(B(f))

Par conséquent Im(D(f)) = Im(A(f)) + Im(B(f)
B'(

)-
.OnaM=DAB = AB', donc M(f) = A(f)o B'(f), dou ker(A(f)) C ker(M(f)).
De méme ker(B(f)) C ker(M(f)), d’ou ker(A(f)) + ker(B(f)) C ker(M(f)).
Réciproquement soit x € ker(M(f)), alors M(f)(x) = 0.

Or
A'(f) o P(f)(z) + B'(f) o Q(f)(x)
)

o= Af)o
avec B(f)(A'(f) o P(f)(x)) = (BA'P)(f)(x) = (MP)(f)(x
De méme A(f)(B'(f) o Q(f)(z)) =0, d’ou = € ker(B(f)) + ker(A(f ))
Par conséquent ker(M(f)) = ker(A(f)) + ker(B(f)).

ke
- Ona M(f) = A(f) o B'(f), donc I'm(M(f)) C Im(A(f)).
De méme Im(M(f)) C Im(B(f)), dou Im(M(f)) C Im(A(f)) N Im(B(f)).
Réciproquement soit y € Im(A(f)) N Im(B(f)), alors il existe x4, x5 € E tels que

y = A(f)(xa) et y = B(f)(xp)

Or
y=A(f)o P(f)(y) + B'(f) o Q(f)(v)

avec

A'(f)oP(f)(y) = (A'PB)(f)(x) = M(f)eP(f) € Im(M(f)) et B'(f)oQ(f)(y) € Im(M(f))

Donc y € Im(M(f)).
Par conséquent Im(M(f)) = Im(A(f)) N Im(B(f)).



Question de cours. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n, F' un sous-espace
vectoriel de E et u un endomorphisme de E. Que peut-on dire du polynéme caractéristique
de wr ? Le démontrer.

Réponse. Premiérement, pour que wr soit un endomorphisme, il faut que I soit stable
par u. Dans ce cas on peut considérer son polynéme caractéristique y’ := Xu - On a alors
X' | Xu

En effet soit (eq, ..., €;) une base de F' que I'on compléte en une base (eq, ...,e,) de E.
Alors, comme F' est u-stable, en notant B = Mat, . ., (ur) et A= Mat,, ., (u), on a

----------

D’ou

Xu = det(X1, — A) = det ( X]ECO)_ B :* ) =det(XI; — B)Q = X'Q
avec ) € K[X].
Ainsi X | xu-

Exercice. On considére E le sous-espace vectoriel des M € My(K) tels que tr(M) = 0.

1. Déterminer une K-base de E et en déduire sa dimension.

) 10
2. 801tB—(2 3>et

f.E—>E
"M +~— MB—-BM

Déterminer sa matrice dans la base trouvée a la question précédente.

3. SoitA:(a b
c

) € E, calculer fo..o f(A)= f"(A) pour tout n € N,

Démonstration.
1. Soit A € M,(K), alors

A:(Z Z) cl<—a+d=0<a=—-d

1 0 0 1 00
Aza(o _1>+b<0 0>+c(1 O):aE1+bE2+cE3

Ainsi b = (E1, Es, E3) est une famille génératrice de E, de plus il s’agit d’une famille
libre, donc (F4, Es, E3) est une base de E, d’ou E est de dimension 3.

2. On a f<E1> = —4E3, f(EQ) = 2E1 + 2E2, f(Eg) = —2E3

Donc

Donc
0 2 0
C:= Maty(f) = 0 2 0
-4 0 -2



3. On détermine y¢ puis on diagonalise C' avec les matrices de passage pour obtenir

0 1 0
Vn eN,C" = 2" 0 1 0
2(=1)" =1+ (=1") (="

Donc pour n € N, comme Mat,(f™) = C™, on obtient

fn(A) = afn(E1)+bfn(E2)+Cfn(E3) =2" ( 2a(_1)n _ b(l +b(_1)n> + C(—l)" _bb )

[
Exercice. Soit (u,)neny € (K™)N. On dit que (u,)nen est de Cauchy si
Ve € R, IN € N,Vm,n > N, |[ty, — up|| < €

Montrer que (u,)nen est convergente dans K" si et seulement si (uy,)nen est de Cauchy.
Est ce que ce résultat est encore vrai si (uy)neny € QY ?

Démonstration.

1. On suppose que (uy,)en converge vers | € K™,
Soit € € RY, alors il existe N € N tel que

Vn > N, ||lu, — ]| <

DO ™

Ainsi

Vm,n 2 N, [Jum — | < [Jug =] + flun = 1] <€
D’ott (uy,)nen est de Cauchy.

2. Réciproquement on suppose que (U, ),en est de Cauchy.
Alors (uy)nen est bornée : Soit n € N. Or il existe N € N tel que
n>N=Vm>N,|un—u,| <1

Donc

n>N=ua| < llunll + luy —unll < flun] +1
Par conséquent

[[un | < max([uol ;... [[un—a ], [Junl] +1)

Donc, d’apres le théoréme de Bolzanno-Weierstrass, il existe une extractrice ¢ : N —
Net [ € K" tel que

Il
Upn) >
Ainsi, pour € € RY, il existe N € N tel que
€
2

Par conséquent, comme ¢ est croissante,

Vn > N, ||u@(n) — ZH < —et Vm,n > N, ||up — unl| <

DO | ™

Vn > N, [lun = U < [Jun = o || + g = 1] <

ce qui montre que (u,)nen est convergente dans K.
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n

Le résultat n’est plus vrai sur Q car par exemple la suite (uy,)neny = (Z L ) € QY est de
neN

k!
k=0
Cauchy dans Q car convergente dans R vers e mais ne converge pas dans Q. O]
-4 0 =2
Exercice. Montrer que la matrice A = 0 1 0 est trigonalisable et non diagona-
5 1 3

lisable puis, en notant v = uy I’endomorphisme de R? tel que dans la base canonique e de
R3 Mat.(u) = A, déterminer une base (v1, v2,v3) de R? telle que Mat,(u) soit triangulaire
supérieure.

Démonstration. On a, aprés calcul, x4 = (X — 1)*(X + 2) scindé, donc A est trigonalisable
et ses valeurs propres 1 (de multiplicité algébrique 2) et —2 (de multiplicité algébrique 1).
Ainsi, en notant u ’endomorphisme de R? tel que, dans la base canonique (ey, €3, e3) de R3,
A = Mat.(u), on a l'existence d'une base (vy,vs,v3) de R? telle que

1 a b
Mat,(u)=1 0 1 ¢
0 0 -2

Autrement dit
u(vy) = vy
u(vg) = avy + vg
U(Ug) = bUl + Ccuy — 21}3

La premiére équation donne, en notant x1,y;, 21 les coordonnées de v; dans la base e,

—41’1 —221 =T ie —5.1'1 —221 =0
5I1 +y1 +321 =21 51’1 —i—y1 +221 =0

2
On peut donc prendre v; = 0

-5
Puis, en notant s, ¥s, 2 les coordonnées de vy dans la base canonique e de R3, on a par la
deuxiéme équation

—4xs —2z9 = 2a Hz9 ‘o —D5Ts —2z9 = 2a
5Ty  +Ys +320 = —da 2o 5ry  +Ys +22 = —bdHa
ie, en sommant les deux équations,
—95x9 — 229 = 2a
Y2 = —3a
—2
On peut donc choisira=1et vy = | —3
4

Enfin, en notant w3, 3, 23 les coordonnées de v3 dans la base canonique e de R3, on a par la
troisiéme équation,

—4x3 —2z3 = 2b —2¢ —2x; ; —2T9 —2z9 = 2b—2c
Srz +ys +3z3 = —5b +4c —2z3 Srs +ys +Hz3 = —bHb+4c
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Sauf qu’on sait qu’il existe un vecteur propre de A associé & la valeur propre —2, on peut
donc prendre b = ¢ = 0 pour obtenir

—21'2 —222 = 0
{ 5x3 +ys3 +5z3 = 0
1
On peut donc choisir v3 = 0
-1
11 0
Par conséquent Mat,(u) = Mat,(u)=1 0 1 0 O
0 0 =2
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