Question de cours. Enoncer et démontrer le théoréme de continuité sous le signe intégrale.

Réponse. Soit f: I x J — R tel que :
1. Pour tout = € J, t — f(t, ) est mesurable (ou continue par morceaux) sur I.
2. Pour tout t € I, x — f(t,x) est continue sur J.
3. Tl existe g € L'(I) positive tel que

Vt e I,Vx € J|f(t,x)| < g(t)

(ou une domination sur tout compact)

Alors F : z — f] f(t,z)dt est continue sur J.

Démonstration. Soit x € J et (T,)nen € JN tel que z, — =x.
n——+o0o

On considére alors
Vn e NVt € 1, fu(t) == f(t,zy)

On a alors par théoréme de convergence dominée

Flx,) = /1 F(t,ap)dt = /I falydt — /I F(t,2)dt = F(x)

D’ou, par caractérisation séquentielle de la continuité, F' est continue en z, d’ot sur J. [

. . . , . 1
Exercice. Donner une autre expression de l'intégrale suivante : fo x¥dx.

Réponse. On a fo x%dx = Z (n+1)"+1

Démonstration.
Soit x € 0, 1], alors
—+o00
xln
7t = ezln(ac) — Z an
n=0

Alors :

1. Les fonctions f,, sont continues par morceaux sur |0, 1].

2. La série de fonctions ) f,, converge simplement sur |0, 1].

3. La fonction somme ) f,, :  — 2” est continue sur |0, 1].

4. Pour n € N, fo | fr(2)|dz = |J" = W (d’aprés ce qui suit).
Donc

[l = o()

D'ou ) fo | frn(z)|dz est convergente.



Par conséquent, d’apres le théoréme d’intégration terme a terme, x — % est intégrable sur
10,1], > fol fn(z)dz est convergente et

x'dr = —_—
0 — (n+ 1)n+1

On considére, pour p, k € N, f, 1. : € ]0,1] — 2PIn(x)*, alors f, est continue sur 0, 1] et,

1

par croissance comparée, fp, () 0 <7§) avec T — \/LE intégrable sur |0, 1].

ZL'—>—-‘OO
Donc f, ) est intégrable sur |0, 1].
On a, par intégrations par parties a justifier,

k

pk — _pr,kfl

On montre par récurrence sur k que

(—1)kk! (—1)kk!
K, =—4t——Kj=——"2——
PR (p+ )R T (p 1R
Ainsi (—1)n
—1)"n!
Jn == Knn = T -~ 1
’ (n+4 1)n+1

. RN . . a2
Exercice. On considere, pour a € R, la fonction gaussienne G, : # € R — 7",
Calculer sa transformée de Fourier

VEER: F,(E) = | Ga(z)e ™ dx

Réponse. On a

Démonstration. Vérifions le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, on note f(z,§) =
—ar? —i
G e~ alors :

1. Pour tout £ € R, x — f(x, &) est mesurable et intégrable sur R.
2. Pour tout x € R, £ — f(x,€) est de classe C! et

of

a—g(:ﬂ,f) = —jge % oIt
3. On a 5
o, € R (0.6) < fale = ol

avec ¢ intégrable sur R.



Ainsi F(G,) est dérivable sur R et

VEER, F(G,) (&) = —i/ ze % e
R

Puis par intégration par parties

11 o T i 2 _, £
VEER, F(Go)(§) =i |—e ™ e ™™ = [ e et dr = — = F(G,
EERP(G(©) =i oo |+ % [etenan - P
D’ou, par résolution de I’équation différentielle,
VE € R, F(CGa)(€) = F(Ca) (0 = ([ Ze i =[2G
o o e

]

Exercice. Soit f : [0,1] — R continue convexe. On considére, pour n € N* la fonction
polynomiale

0,1 — R
v £ @t = £ () Bt
Montrer que, pour tout n € N*| la fonction B, (f) est convexe.

Démonstration.

1. Pourn =1:0na B(f) :x € [0,1] — f(O(1 —x)) + f(1)x, donc Bi(f) est affine
donc convexe.

2. Pour n =2 : On a By(f) polynomiale donc deux fois dérivable et
1 1
o € (0.1 Bl 1) (0) =2 (£00) - 2f (5) + £ )

Or f est convexe donc f (1) = f(30+11) < 1f(0)+1f(1), don
Vo € [0,1], Bo(f)"(x) >0

Ce qui montre bien que By(f) est convexe.

3. Pourn>3:0na
" [k
Br) = 30f () Bl
k=0

Soit z € [0,1] et k € [2,n — 2].
Or B) ,(z) = n(Bp1x-1(x) — By1x(2)), donc

ng@) = n(B;z—l,k—l(x) - B;z—l,k(x))



) B (r) = n(n —1)(Bpag—2(x) — Bpag-1(2) — Bu2x-1(2) + Buar())
N B (r) =n(n —1)(Bpag—2(x) — 2B ap-1(x) + By 2x(2))
Par conséquent
B.(f)"(x) = f(0)B},(z ) * f () Bra(x)
+n(n —1) Zf (5) (Bu-2-2(2) = 2Bu-2k-1(2) + Baoo(x))
+f(%3) BZn (@) + f(1) By ()
Or Bl o(x) = —n(1 — 2)"' = —nB,_y o(x), donc
Bio(x) =n(n—1)(1 —z)"* =n(n—1)By_20(z)
De plus B, () = 1(By_10() — By_1.(x)), done
By i(x) =n(By_10(x) = By_11(2)) = n(=(n = 1)Bazo(z) — (n — 1)(Ba—z0(2) — Ba21(2)))
. By (@) = n(n —1) (Ba21(2) — 2B,-20(x))

Puis, en notant s la somme apparaissant,

s = ST(42) B M( )= 25 F (52) Buoan(o) + 21 () Buoaale)
= T{2) Buaole) + f (2) Buaala) 27 (2 > 1-21(2)
+E (1 (M) of () + <§>) s
_Qf(n ?) Buons(@) + f (%32 )an2,n73+f("772) B an-2(1)
Ensuite B, ,_,(z) = n(By_1n2(x) = By 1, 1(z)), donc
Bl a(w) =1 (Bl y-a(0) = By a(®)) = 00— 1) (Buau (@) = 2By 2005(x))

Et comme B}, () = nBy_1n-1(2),

Par conséquent

n(nl 1)B ()"(x) = f(0)B, oo )—i—f(%)( n—2.1(T )—2Bn 20(:3))
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Or f est convexe, donc

E+1 1k+2 1k 1 k+2 1 k
=f(= )< o222 g
f< n > f<2 n +2n>_2f( n >+2f<n)
Par conséquent B! (f)(x) > 0 pour tout x € [0, 1], ce qui montre que B,,(f) est convexe.
[




Question de cours. Enoncer et démontrer I'inégalité arithmético-géométrique.
Réponse. Soit n € N* et (21, ...,x,) € (R%)", alors

1+ ... +x,
n

"y, <

avec égalité si et seulement si z1 = x5 = ... = x,.

Démonstration. La fonction In est strictement concave, donc

(302 > 320 (1
k=1 k=1

k=1

avec égalité si et seulement si z; = ... = x,,.
Alinsi, par croissance de exp,

. n o
> (11
k=1 k=1

]

Exercice. Montrer qu'il existe f : [0, +00[— R, continue tel que f ne tende pas vers 0 en
o0
+o0 et que [, f(z)dz < +oo0.

Démonstration. On considére les suites (a,)nen+ €t (by)nen+ définies par

1
b,=n+ —

VneN,a,=n— 5
n

EE’
Puis la fonction affine par morceaux et continue f;[0, +00[ définie par :

1. f =0 sur [0, +o0o]\ (Uo]an,an.

n=1
+o00o

2. f=1sur J {n} =N
n=1

3. f affine sur les [a,,n] et les [n,b,].

Ainsi
00 too by, +oo 1
/ f(z)dx = Z/ f(z)dx = Zﬁ < 400
0 n=1 v 4n n=1
De plus f ne tend pas vers 0 vers 400 car f(n) =1 — 1. H

n—+400

Exercice. Soit f : [0,1] — R une fonction continue par morceaux strictement croissante
telle que f(0) =0 et f(1) = 1. Montrer que

n——4o00

/1f(t)"dt — 0
0



Démonstration. On a par stricte croissance de f
Vo € [0,1[,0 = f(0) < f(z) < f(1) =
Donc, pour = € [0, 1], (f(x)™)nen est une suite géométrique de raison f(z) € [0, 1], d’ont
f(z)" — 0

n—-+00

De plus f(1)*=1 — 1.

n——+00
Par conséquent la suite de fonctions (f"),en converge simplement vers f = 0; continue par

morceaux.

Puis on a la majoration
VneN 0L f"<1

avec la fonction constante 1 intégrable sur [0, 1].
Donc, par théoréme de convergence dominée,

/fnnjoo =0
[l

Exercice. Soit I intervalle réel et f : I — R, on dit que f est logarithmiquement convexe
(ou log-convexe) si In(f) est convexe sur .

1. Montrer que si f est log-convexe alors f est convexe.
2. On suppose que pour tout a € R, f est convexe,
(a) Montrer qu'il existe une fonction ¢ tel que

Ve,y € ILIn(f(1— Nz + A\y)) < @

(b) En déduire que
Va,y € LYA € [0,1], f((1 = Nz + Ay) < (f(2)) 7 (f(y)™

(c) En déduire que f est log-convexe.
3. Citer un exemple de fonction convexe non log-convexe.

Démonstration.

1. On suppose que f est log-convexe, ainsi la fonction In(f) est convexe, donc, par com-
position de fonctions convexes, f = exp(In(f)) est convexe.

2. (a) Soit z,y € I et A €10,1].
Alors, par convexité,

(L= Nz 4+ Ay)* < (1= A)f(2)" + A ()"

Donc, par croissance de la fonction In,

aln(f((1 =Nz +Ay)) <In((1 =2 f(2)* +Af(y)") = o(@)

(1) (1 — Nz + Ay)) < 2

«

ie



(b) Or ¢(«) — In(1) = 0, donc ¢ se prolonge par continuité en 0 par la valeur 0.
a—0
De plus ¢ est dérivable sur R et

(1 = MIn(f(x)) f ()" + An(f(y)) f(y)"
(1= A f(x)*+ Af(y)”

¢lo) =

Donc

¢'(a) — (1= Nn(f(2)) + An(f(y)) = In(f (=)' f()*)

a—0t

Ce qui signifie que ¢ est dérivable en 0.
D’ou, en faisant tendre o vers 0 dans 'inégalité (1), on obtient

In(f((1 =Nz +Ay)) < ¢'(0) = In(f(2) " f(y)")
ie, par croissance de exp, f((1 — Nz + \y) < f(2)**f(y)*.

(c) Alors d’aprés la question précédente,

o,y € 1,YA € [0, 1], f((1 = Nz + Ay) < (f(2) ()™

Donc, par croissance de In,

Va,y € I,YA € [0, 1], In(f((1=Nz+Ay)) < In((f(2)) *(f(y))*) = (1=N)In(f (2))+An(f(y))

Ce qui montre que f est log-convexe.

3. La fonction z — 22 est strictement convexe sur R’ mais n’est pas log-convexe car
x +— In(2?) = 2In(x) est strictement concave sur R¥.

]



Question de cours. Enoncer le théoréme d’intégration terme a terme de la fonction somme
d’une série.

Réponse. Soit f,, : I — R tels que

1. Pour tout n € N, f,, est continue par morceaux et intégrable sur I.

2. 2f1|fn )|dx < +o0.

Alors Y f,, est intégrable sur I et

/Iifn(x)dx = :i)/lfn(x)dx

Exercice. Soit p,q € R tels que 117 + % = 1, montrer que
1

1
Yu,v € Ri,uivé < -u+-v
p q

Démonstration. La fonction In est concave, donc pour u,v € R et
VA € [0,1],In((1 — Nu+ Av) > (1 — A)In(u) + Aln(v) = In (u' o)
Puis, par croissance de exp,
YA €1[0,1], (1 — Nu+ v > w2
D’ou, pour)\:%,onal—)\:%et

1 11
—u+ —v > urvi
p q

Exercice. Montrer que

too g2 1
der=2) —
/0 er —1 ;n?’
Démonstration. Appliquons le théoréme d’intégration terme a terme :

1. Soit z € ]0, +o0], alors, comme 0 < e™% < 1

2 2 2+°0

x T 1
= e p— — e T — —(n+1)z
f(iL') erT — 1 ex 1 — ez Zx € an

nO

22 sur ]0, +ool.

D’ou la série de fonctions Z fn

10, +00.



3. Pour n € N on considére [,, = 0+O° | fr(x)|dx fini.
Alors, par intégration par parties a justifier,

+00 —(n+1)z 7T +00 —(n+1)z 9 +o00
I - / 2=z gy [gge—} _/ 29w =0+ / re— ) gy

Puis, par intégration par parties,

1 —(n+1)z 7T +oo _—(n+l)z 1 +oo 1
sy S V) R / dr—o+ / L M
2 —(n+1) o —(n+1) n+1J, (n+1)2

D’ou I, ~ 2.

(n+1)d n—+oo n?
Ainsi, comme 3 > 1 et [,, positif, par théoréme de comparaison, > I,, est convergente.

Par Consequent d’apreés le théoréme d’intégration terme a terme, f est intégrable sur |0, +oo],
> f x)dx est convergente et

oo 2 +oo 9 +00 1
d — _— 2 —_—
/0 w1 712:;)(71—1-1)3 ;n?’

Exercice. Soit f: R — R de classe C*° et nulle en 0. On considére

Montrer que g est de classe C'*° sur R.

Démonstration. On a
x 1
Ve e R* f(x) = f(x) — f(0) = / fdt=z | f(ux)du
0 0
Ainsi

Vr € R*, g(z /fux

gz/olf(ux‘)dﬂj

Par conséquent, d’apreés le théoréme de dérivation sous le signe intégrale (dont les hypothéses
sont facilement vérifiables sur le segment [0, 1]), on a g de classe C*°. O

De méme en z = 0, donc

Exercice. Soit f : )0, 1[ — R continue.
1. Montrer que si fo )2dx < +oo alors fo |f(x)]dx < 400

2. Est ce que ce resultat est encore vrai avec [1,4+o00[ plutdt que ]0, 1[?
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Démonstration.

1. On suppose fo r)%dr < +o0.
Alors

1
/ 1 (0)]dt = / @)t + / FO)ldE <1+ / F(0)%dt < +oo
[0,1],]F(¥)|<1 te[0,1],]f(t)[>1 0

2. Ce résultat n est plus vérifié : On peut Considérer fixe[l,+ool— 1.
Alors [ f(2)%dz < 400 mais [ |f(z)|dz = +oc.

Exercice. Soit f € C'([0, +oo[, R) intégrable
1. Montrer que pour tout A € R fo t)cos(xt)dt —> 0.

—+00

2. En déduire que f0+oo f(t)cos(xt)dt — 0

T—+00

Démonstration.

1. Soit A € R, alors, par intégration par parties, on a

/Af(t)cos(a:t)dt:f( sin(zA) / P Rl A
0

T—>+00

2. Soit ¢ € R*..
Or f est intégrable, donc il existe A € R tel que

+o0 €
ARG
A
Ainsi
+o0 c
f(t)cos(xt)dt’ < (t)cos(:vt)dt‘ + 5
0
Or, d’aprés la question précédente, fOA f(t)cos(xt)dt — 0, donc il existe zy € RY tel
que T——+00
A 5
Vo > o, / f(t)cos(xt)dt‘ < 5
0
Puis

+o00

f(t)cos(mt)dt’ <e

0

ce qui montre que O f () cos(zt)dt — 0.
0 T—+00
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