Question de cours.

1. En raisonnant par I’absurde, montrer que le systéme

n’admet pas de solution x dans Z.

2. (a) Enoncer le théoréme de Bézout dans Z.

(b) Soient a,b € N premiers entre eux et ¢ € Z.

3. On considére le systéme d’inconnue z € Z

=

o
=3

Montrer que

<~ ab|ec
= 6 [17]
= 5 [16]
= 4 [15]

(a) Déterminer une solution particuliére z¢ de (S) dans Z.

(b) En déduire la résolution dans Z du systéme (.59).

Réponse.

1. On suppose par 'absurde qu’il existe x € Z tel que

Alors il existe a,b € Z tels que

Ainsi

Donc, d’aprés le théoréme de Bézout, 8 et 6 sont premiers entre eux ce qui est absurde.

6a+5=2=8b+4.

1=5—-4=8b-— 6a.

conséquent il n’existe pas de solution au systéme (5).

2. (a) Soient a,b € Z. Alors

aNb=1

<— 3Ju,v € Z,au+bv =1.

(b) On suppose que a | ¢ et b | c. Donc il existe k, £ € Z tels que

c=ak = bl.

Or a Ab =1, donc, d’aprés le théoréme de Bézout, il existe u,v € Z tels que

Donc, en multipliant cette égalité par c,

1 =au+ bv.

¢ = auc + bvc = aubl + bvak = ab(ul + vk).

Ainsi

ab | e.

Réciproquement si ab | ¢ alors nous avons directement

alable, b|ab|e.

Par



3. (a) On considére = € Z tel que
x=6[17], x=5][16], x=4]15
i.e. il existe a,b,c € Z tels que
x=17a4+6 =16b+ 5= 15c+4
ie.
r=17a+6, 1=6-5=—-17a+16b, 1=5—4=—16b+ 15c.
Par exemple si a = b = c = —1. Par conséquent
z9=—-17T4+6=—-16+5=—-15+4=—11
est une solution particuliére de (S) dans Z.

(b) Soit x € Z. Alors
r=6[17], x=5[16], x =415

si et seulement si
x—20=0([17], z—20=0][16], x—x0=0 [15]

si et seulement si
17|z —xp, 16|x—120, 15]|x— 20

si et seulement si, d’aprés la question 2 et car 15,16,17 sont premiers entre eux dans leur
ensemble,
15 x 16 x 17 | = — xo.

Par conséquent ’ensemble des solutions de (S) est

{0+ (15 x 16 x 17)k, k€ Z} =x0+ (15 x 16 x 17)Z.

Exercice. Soient n € N* et, pour p € Z,

ep: U, — U,
z —> 2P

oit U,, est I’ensemble des racines n-iémes de 'unité. Montrer que ¢, est bijective si et seulement si
pAn=1.

Réponse. On procéde par double implications.
e On suppose que p An = 1. Alors, d’aprés le théoréme de Bézout, il existe u, v € Z tels que
1 = pu + nw.
Alors, pour tout z € U,
(u 0 @p)(2) = (pp 0 pu)(2) = 27 = 27(2")" = 2.
D’ou @, est bijective et @, ! = .
e Réciproquement on suppose que ¢, est bijective. Or e e U, donc il existe z € U,, (unique) tel

que .
e = op(2) = 27

Or z € Uy, donc il existe k € {0,...,n — 1} tel que

z=¢€'"n
Ainsi
e = P =
Donc il existe ¢ € Z tel que
2 2k
2T _EEPT L 9y
n n
i.e.
1=kp+In.

Ainsi, d’aprés le théoréme de Bézout, p An = 1.



Exercice. Résoudre dans Z? 1’équation
zy = 3z + 2y.

Réponse. Soient x,y € Z. Alors

xy=3x+4+2y <= 0=3z+2y—ay=2B8-y)+2y=23-y)—2B8—-y)+6=(x—-2)3—-y)+6
= (r—-2)(y—3)=6
— (Z‘ - 2’y - 3) € {(L 6)7 (2’ 3)7 (37 2)’ (67 1)7 (_17 _6)’ (_27 _S)a (_3’ _2)7 (_67 _1)}
— ($7y) € {(379)7 (47 7)7 (57 5)7 (8>4>7 (17 _3>7 (07 0)7 (_17 1)7 <_47 2)}



Question de cours.

1. Soit (a, b, p) € Z3. Montrer que

pAha=1=pAb = pA(ab)=1

2. Soit p un nombre premier.

(a) Montrer que

Vke{l,..,p—1}, p] (Z)k!.

(o)

VneN, nP=np.

En déduire que

(b) Montrer que

(c) En déduire que, pour tout n € N, si p ne divise pas n alors n?~! =1 [p].
Réponse.

1. On suppose que
pAa=1=pAb.

Alors, d’aprés le théoréme de Bézout, il existe ugq, vq, up, vp € Z tels que

aug + pvg = 1 = buy + puy

i.e.
aug =1 — pug, bupy =1 — pu.
Ainsi
atgbup = (1 — pug)(1 — pvp) = 1 — p(ve + Vs — PU4UY)
i.e.

1 = abugup + p(vg + vy — PULVY).

Donc, par théoréme de Bézout,
pA (ab) = 1.

2. (a) Soit k € {1,...,p —1}. Alors, comme k # 0,

k—1

<P)kg_ P! —px (1) % x (p—k+1) =p[[(—J)

3 (p— k)
P (i)k!.

Or k < p et p premier, donc p A k! =1, d’ou

j=1

Donc

(b) On montre par récurrence sur n € N que

e Pour n = 0 nous avons directement



e On suppose que, pour n € N,
nP =1 [p].

Alors

(n+1)7 = ké (Z)nk

avec, d’aprés la question précédente,

Vke{l,..p—1}, p| (i) | (Z)nk.

Donc, par hypothése de récurrence,
(n+1)P=14n"[p|=1+n [p].

Le théoréme de récurrence permet de conclure.

(¢) Soit n € N tel que p ne divise pas n. Or p est premier, donc p An = 1. Ainsi, par théoréme
de Bézout, il existe u,v € Z tels que

1 =pu + nv,
d’ott
nv =1 [p|.
De plus, d’aprés la question précédente,

n? =n [p|.

Ainsi
nP~t =nPu [p| = nu [p] =1 [pl.

Exercice. Résoudre dans N2 le systéme suivant

rz+y = 100
zANy = 10.

Réponse. Soient z,y € N tels que
r+y =100, zAy=10.
Alors, comme z Ay = 10, nous avons
x=10z", y =10y

avec ' Ay’ = 1. Ainsi
100 =z +y = 10(z" + ¢')

i.e.
10=2a"+1v.

Ainsi, comme 2’ Ay’ =1,
(@',y) € {(1,9),(3,7),(7,3), (9, )}.

Donc
(z,y) € {(10,90), (30, 70), (70, 30), (90, 10) }.

Réciproquement tous ces couples vérifient le systéme, donc il s’agit de ’ensemble des solutions.
Exercice.

1. Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique couple d’entiers (a,,,b,) € N? tel que
(1+V2)" = a, + bpV2.

2. Pour tout n € N, calculer a2 — 2b? et en déduire que a, A b, = 1.



Réponse.

1. Soient n € N et ay,al,, by, b, € N tels que
an +boV2=(1+V2)" =d/, + b, V2.

Donc, si b, # b!, alors

an — an,
\/ﬁzibz_bn €Q

ce qui est absurde. Donc b,, = b/, puis a,, = a,, ce qui montre 'unicité d’un tel couple. On procéde
ensuite par récurrence sur n € N pour montrer 1’existence.

e Pour n = 0 nous avons directement
1+vV2)°=1=1+0x2

Donc
ag = 1, b() =0.

e On suppose que, pour n € N, il existe a,, b, € N tels que
(1+V2)" = a, + b,V2.

Donc

(1+V2)" = (an + b, V2)(1 + V2) = ay, + 2by, + (an + by) V2.

Donc
Ap+4+1 = An + 2bn7 bn+1 =ap+ bn

Le théoréme de récurrence permet de conclure quant & l'existence d’un tel couple. On aurait
également pu utiliser la formule du binéme de Newton sans raisonner par récurrence.

2. Soit n € N. Alors
a? = 20% = (an +0,V2)(an — 0,V2) = (1 +V2)" (1 - V2)" = (-1)"

otl a, — bpv/2 = (1 — v/2)" peut étre montré par récurrence ou par formule du binéme de Newton.
Alinsi, en multipliant cette égalité par (—1)",

an((=1)"ay) + b, (2(=1)"1) = 1.

Donc, d’aprés le théoréme de Bézout,
ay, ANb, = 1.



Question de cours.
1. Enoncer et démontrer le lemme de Gauss.
2. Déterminer le reste de la division euclidienne de 2%, 28 et 2!2 par 7.

3. Montrer que
YneN, 11|33 —4int2

Réponse.
1. Soient a,b,c € Z tels que a et b soient premiers entre eux et a | be. Alors
alec.
En effet, a | be donc il existe w € Z tel que
bc = aw.
Et, d’aprés le théoréme de Bézout, il existe u,v € Z tels que
1 =au+ bv.
Ainsi, en multipliant cette égalité par ¢, nous obtenons
¢ = cau + cbv = cau + awv = a(cu + wv).
Ainsia | c.
2. Nous avons 2% = 64. Ainsi, par division euclidienne,
20=64=9xT7+1.

Ainsi le reste de la division euclidienne de 25 par 7 est 1. Nous pouvions aussi utiliser le fait 7 est
premier et 7 ne divise pas 2, d’ou
27 =1 7).

Puis
B =4x2=4x1[7]=4[7

et
212 = (262 =12 [7]=1 7).

Donc le reste de la division euclidienne de 2'2 par 7 est également 1.

3. Soit n € N. Alors
33 442 — 97 % 3" — 16 x 256" = 5(3" — 3") [11] = 0 [11].

Donc
11| 372 — 4int2,

Exercice. Soient a,b € Z. Montrer que
(a+b)A(ab)=1 <<= anb=1
Réponse. On procéde par double implications.
e On suppose que (a+b) A (ab) = 1. Alors, d’apreés le théoréme de Bézout, il existe u, v € Z tels que
1=(a+b)u+ abv = a(u+ bv) + bu.

Donc, encore par théoréme de Bézout,
aANb=1.

e On suppose que a A b= 1. Soit d € N* tel que

d|a+b, d|ab.



— Sid| a alors

dla+b—a=hb.
OraAb=1, dou
d=1.
— Si d ne divise pas a alors
dNa=1.

En effet pour tout d’ € N* tel que d’ | d | n et d’' | a, nous d’ = 1. Dongc, par lemme de Gauss,
d | b. Puis, comme dans le cas précédent, on en déduit que

d=1.

Donc
(a+b) A (ab) = 1.

Exercice. Déterminer les triplets (a, b, c) € (N*)? tels que

aVb=42, aNc=3, a+b+c=29.
Réponse. Soit (a,b,c) € (N*)3 tel que

avVb=42, aANc=3, a+b+c=29.

Alors
a|42=2x3x7, b|42=2x3x7, 3|a, 3]ec

En particulier
3la+tc=29—0.

Or 3 ne divise pas 29, donc 3 ne divise b. De plus 3 est premier, donc 3 A b = 1. Ainsi, par théoréme de
Gauss,

b|2x7=14.
Ainsi
be{1,2,7,14}.
Or3|a+c=29 -0, donc
be{2,14}.

e Si b =2 alors, comme a Vb =42,
a€{3x7,2x3x7}=1{21,42}.

Ora+c=29—0b=27 avec a,c > 0, donc

e Sib=14=2 x 7 alors
a€{3,2x3,3x7,2x3x7}=1{3,6,21,42}.
Ora+c=29—-b=15 avec a,c > 0, donc

(a,c) € {(3,12),(6,9)}.

Réciproquement les triplets
(21,2,6),(3,14,12),(6,14,9)}

sont solutions, donc il s’agit de I’ensemble des solutions.



